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Tema 2.Tema 2.-- DETERMINANTESDETERMINANTES

��DETERMINANTESDETERMINANTES

��MATRICES EQUIVALENTES POR MATRICES EQUIVALENTES POR 
FILASFILAS

��RANGO DE UNA MATRIZ. RANGO DE UNA MATRIZ. 
APLICACIONESAPLICACIONES
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Un poco de historiaUn poco de historia

Los determinantes es uno de los temas más útiles del Álgebra Lineal, 
con muchas aplicaciones en ingeniería, física, matemáticas y otras 
ciencias. En la geometría ofrecen una forma natural de escritura de 
fórmulas muy elegantes que calculan áreas y volúmenes, y también 
ecuaciones de objetos geométricos como rectas, círculos, planos, 
esferas, etc.

Dirichlet nos dice que los determinantes fueros introducidos por 
Leibniz, en una carta a L´Hôpital fechada el 28 de abril de 1693. 
También hay pruebas de que Seki Takakazu, matemático japonés, 
ya los usaba en 1683. Los principales contribuyentes en esta área 
han sido Laplace, Cauchy, Jacobi, Bézout, Sylvester y Cayley.

Aunque los determinantes aparecieron en las publicaciones a fines 
del siglo XV (mucho antes que las matrices), el primer trabajo que los 
estudió en forma sistemática fue escrito por Vandermonde (1735-
1796) en 1772.
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Vamos a dar una definiciVamos a dar una definicióón n recursivarecursiva de un determinante. Para ello es de un determinante. Para ello es 
conveniente definir previamente los conceptos de conveniente definir previamente los conceptos de menor complementario
y y adjunto adjunto (i , j). De este modo, un determinante  . De este modo, un determinante  se define con se define con 
determinantes de determinantes de submatricessubmatrices ..

Aunque podemos definir el determinante de una matriz Aunque podemos definir el determinante de una matriz cuadrada de orden cuadrada de orden 
33 en funcien funcióón de determinantes de matrices  n de determinantes de matrices  cuadradas de orden 2cuadradas de orden 2, , 
conviene conocer la denominada conviene conocer la denominada regla de Sarrus..

SerSeráá tambitambiéén necesario recordar que el determinante de una matriz  n necesario recordar que el determinante de una matriz  
cuadrada de orden 2cuadrada de orden 2,  ,  A = (aij), es el n, es el núúmeromero
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DETERMINANTESDETERMINANTES

Sea  A una matriz cuadrada de orden  n:

Menor complementario de        Menor complementario de        (( )) es el determinante es el determinante 
de la de la submatrizsubmatriz cuadrada de  cuadrada de  A que resulta de suprimir la que resulta de suprimir la 
fila  fila  i y la columna  y la columna  j de  de  A..

Los signos mLos signos máás o menos del adjunto de s o menos del adjunto de aij dependen de la posicidependen de la posicióón de n de aij en la en la 
matriz sin importar el signo de matriz sin importar el signo de aij. El factor . El factor (–1)i+j estestáá determinando por la determinando por la 
denominadadenominada ““regla de los signosregla de los signos””..

��

Adjunto de         Adjunto de         (( ) :) :��

��

Si  Si  A A es una matriz cuadradaes una matriz cuadrada
de orden  de orden  nn, entonces  , entonces  MMijij eses

el determinante de una matriz el determinante de una matriz 
cuadrada de orden  cuadrada de orden  nn--11..
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��

��

�� Regla de Regla de SarrusSarrus::

��

El desarrollo de un determinante  de orden 3El desarrollo de un determinante  de orden 3 se puede se puede 
recordar usando el siguiente truco. Escribimos una recordar usando el siguiente truco. Escribimos una 
segunda copia de las primeras dos columnas a la segunda copia de las primeras dos columnas a la 
derecha de la matriz y calculamos el determinante derecha de la matriz y calculamos el determinante 
multiplicando las entradas de seis diagonales:multiplicando las entradas de seis diagonales:

��

��
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NotaciNotacióón vectorial de un determinanten vectorial de un determinante

SiSi considerconsideramos:      amos:      

los vectores:��

los vectores:��

Vectores fila de  Vectores fila de  A

escribimos:escribimos:

Vectores columna de  Vectores columna de  A
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Desarrollo de un determinante por los elementos de una fila Desarrollo de un determinante por los elementos de una fila 
o columna.o columna.--

elegida la fila:��

elegida la columna:��

El determinante de una matriz cuadrada El determinante de una matriz cuadrada 
de orden  de orden  n es la suma de los  es la suma de los  n productos productos 
de los elementos de una fila por sus de los elementos de una fila por sus 
correspondientes adjuntos.correspondientes adjuntos.

El determinante de una matriz cuadrada El determinante de una matriz cuadrada 
de orden  de orden  n es la suma de los  es la suma de los  n productos productos 
de los elementos de una columna por sus de los elementos de una columna por sus 
correspondientes adjuntos.correspondientes adjuntos.
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Utilizando la definiciUtilizando la definicióón n recursivarecursiva anterior, el determinante de una matriz anterior, el determinante de una matriz 
cuadrada de orden  cuadrada de orden  n, , se define con determinantes de matrices cuadradas de se define con determinantes de matrices cuadradas de 
orden  orden  n −−−− 1..

El resultado anterior es útil para calcular los determinantes de una matriz que 
contiene muchos ceros. Por ejemplo, si una fila consiste en su mayor parte en 
ceros, entonces el desarrollo por los elementos de esa fila tiene muchos términos 
que son cero y no es necesario calcular los adjuntos de esos términos. El mismo 
método funciona obviamente con una columna que contiene muchos ceros.

��

Calcular el determinante de A
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Para los estPara los estáándares actuales, una matriz  ndares actuales, una matriz  25 � 25 es pequees pequeñña. Sin embargo, a. Sin embargo, 
serseríía imposible calcular un determinante  a imposible calcular un determinante  25 25 �� 25  empleando el desarrollo 25  empleando el desarrollo 
por los elementos de una fila o columna. En general, un desarrolpor los elementos de una fila o columna. En general, un desarrollo por lo por 
adjuntos requiere madjuntos requiere máás de  s de  n! multiplicaciones y  multiplicaciones y  25! es aproximadamente  es aproximadamente  
1.5 � 1025..

Si un supercomputador pudiera hacer un billSi un supercomputador pudiera hacer un billóón de multiplicaciones por n de multiplicaciones por 
segundo, tendrsegundo, tendríía que trabajar durante ma que trabajar durante máás de 500000 as de 500000 añños para calcular un os para calcular un 
determinante  determinante  25 � 25 con este mcon este méétodo. Afortunadamente, como pronto todo. Afortunadamente, como pronto 
descubriremos, hay mdescubriremos, hay méétodos mtodos máás rs ráápidos.pidos.

Antes de explicar de quAntes de explicar de quéé manera se calculan los determinantes manera se calculan los determinantes 
de matrices cuadradas de orden  de matrices cuadradas de orden  n ((n > 3, e incluso , e incluso n = 3) de un ) de un 
modo eficaz, vamos a estudiar las propiedades mmodo eficaz, vamos a estudiar las propiedades máás importantes s importantes 
de los determinantes. Estas propiedades nos pueden resultar muy de los determinantes. Estas propiedades nos pueden resultar muy 
úútiles en la prtiles en la prááctica. ctica. 
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PROPIEDADES DE LOS DETERMINANTESPROPIEDADES DE LOS DETERMINANTES

Sea                                                  Sea                                                  ::

1.1.--

Vectores filaVectores fila Vectores columnaVectores columna

Las propiedades relativas a Las propiedades relativas a 
las filas de una matriz  las filas de una matriz  A
serseráán tambin tambiéén vn váálidas para lidas para 
las columnas de  las columnas de  A..

Enunciaremos las siguientes propiedades para filas, pues todas lEnunciaremos las siguientes propiedades para filas, pues todas las propiedades que as propiedades que 
se cumplen para filas, se cumplen tambise cumplen para filas, se cumplen tambiéén para columnas.n para columnas.

2.2.--

Si intercambiamos Si intercambiamos DOSDOS de las filas de un determinante, de las filas de un determinante, ééste cambia de signo.ste cambia de signo.
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3.3.--

4.4.--

Si una matriz cuadrada tiene dos filas iguales, su determinante Si una matriz cuadrada tiene dos filas iguales, su determinante es nulo.es nulo.

Esta propiedad tiene fundamentalmente un interEsta propiedad tiene fundamentalmente un interéés tes teóórico.rico.

5.5.--

Al multiplicar Al multiplicar UNAUNA fila de una matriz cuadrada por un nfila de una matriz cuadrada por un núúmero, mero, 
su determinante queda multiplicado por ese nsu determinante queda multiplicado por ese núúmero.mero.

NONO
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6.6.--

7.7.--

Si una fila de una matriz cuadrada es combinaciSi una fila de una matriz cuadrada es combinacióón n 
lineal de las otras filas, su determinante es nulo.lineal de las otras filas, su determinante es nulo.

Si una matriz cuadrada tiene una fila de ceros, su determinante Si una matriz cuadrada tiene una fila de ceros, su determinante es nulo.es nulo.

Si a una fila de una matriz cuadrada le aSi a una fila de una matriz cuadrada le aññadimos una combinaciadimos una combinacióón n 
lineal del resto de las filas, su determinante no varlineal del resto de las filas, su determinante no varíía.a.

Esta propiedad es de gran utilidad para Esta propiedad es de gran utilidad para ““hacer ceroshacer ceros””
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8.8.--

9.9.-- El determinante de una matriz triangular superior El determinante de una matriz triangular superior 
(inferior) es el producto de los elementos de su diagonal (inferior) es el producto de los elementos de su diagonal 
principal. principal. 

Aunque el producto de matrices no Aunque el producto de matrices no 
es necesariamente conmutativo:es necesariamente conmutativo:

El determinante de una potencia El determinante de una potencia 
de una matriz cuadrada es:de una matriz cuadrada es:
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Las propiedades que se acaban de enunciar hacen mucho Las propiedades que se acaban de enunciar hacen mucho 
mmáás sencilla la evaluacis sencilla la evaluacióón de determinantes de orden  n de determinantes de orden  n, con  , con  
n grande.grande.

Normalmente, Normalmente, utilizaremos la propiedad utilizaremos la propiedad 7.7.-- de manera de manera 
repetida hasta que:repetida hasta que:

�� el nuevo determinante tenga una fila el nuevo determinante tenga una fila (columna)(columna) de ceros de ceros o o 
una fila (columna) que sea muna fila (columna) que sea múúltiplo de otra, (en cuyo caso el ltiplo de otra, (en cuyo caso el 
determinante es cero),determinante es cero),

�� la nueva matriz es triangular, la nueva matriz es triangular, 

�� la nueva matriz tenga una fila la nueva matriz tenga una fila (columna)(columna) con todos los con todos los 
elementos nulos salvo uno. Entonces desarrollaremos por esa elementos nulos salvo uno. Entonces desarrollaremos por esa 
fila fila (columna).(columna).
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RANGO DE UNA MATRIZRANGO DE UNA MATRIZ

En este apartado definimos el concepto de rango de una matriz En este apartado definimos el concepto de rango de una matriz 
y con la ayuda de los conceptos de espacios vectoriales, y con la ayuda de los conceptos de espacios vectoriales, 
examinaremos el examinaremos el interiorinterior de una matriz para descubrir muchas de una matriz para descubrir muchas 
relaciones relaciones úútiles e interesantes ocultas entre sus filas y tiles e interesantes ocultas entre sus filas y 
columnas.columnas.

Por ejemplo, imaginemos que se colocan 2000 nPor ejemplo, imaginemos que se colocan 2000 núúmeros meros 
aleatorios en una matriz  A  40 aleatorios en una matriz  A  40 �� 50  y despu50  y despuéés se determina s se determina 
tanto el ntanto el núúmero mmero mááximo de filas linealmente independientes ximo de filas linealmente independientes 
en  A  como el nen  A  como el núúmero mmero mááximo de filas linealmente ximo de filas linealmente 
independientes en  Aindependientes en  ATT (columnas de  A). Resulta notable que (columnas de  A). Resulta notable que 
ambos nambos núúmeros coinciden. Como pronto veremos, este valor meros coinciden. Como pronto veremos, este valor 
comcomúún es el n es el rangorango de la matriz.de la matriz.
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SeaSea

Matrices no necesariamente cuadradasMatrices no necesariamente cuadradas

�� SubmatrizSubmatriz de de A:A: matriz cuyas filas y columnas son parte de las filas y 
columnas de  A. 

�� Menor de Menor de A:A: cualquiera de los determinantes de las submatrices

cuadradas de  A. (MMpp :: menor de orden  p de la matriz  A) 

�
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Rango de una matriz  Rango de una matriz  A..--

nnúúmero mmero mááximo de filas linealmente independientes de la ximo de filas linealmente independientes de la 
matriz  matriz  A..
nnúúmero mmero mááximo de columnas linealmente independientes de ximo de columnas linealmente independientes de 
la matriz  la matriz  A..
el mayor de los el mayor de los óórdenes de los menores no nulos de la matriz  rdenes de los menores no nulos de la matriz  A..

A continuaciA continuacióón mencionamos ciertas observaciones que son muy n mencionamos ciertas observaciones que son muy úútiles para tiles para 
calcular el rango de una matriz cualquiera. No obstante, en el scalcular el rango de una matriz cualquiera. No obstante, en el siguiente iguiente 
apartado introduciremos un nuevo mapartado introduciremos un nuevo méétodo (todo (operaciones elementales de filaoperaciones elementales de fila) ) 
que podemos usar tambique podemos usar tambiéén para el cn para el cáálculo del rango y simplificarlculo del rango y simplificaráá en muchos en muchos 
casos la resolucicasos la resolucióón de este tipo de cuestiones.n de este tipo de cuestiones.
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Observaciones Observaciones úútiles para calcular el rango de una matriz  tiles para calcular el rango de una matriz  A

Si una fila o columna de  Si una fila o columna de  A es combinacies combinacióón lineal de n lineal de 
las demlas demáás filas o columnas, se suprime.s filas o columnas, se suprime.

Se fija un menor de orden  Se fija un menor de orden  p, , normalmentenormalmente p = 2, con  , con  
Mp no nulo. Si al ano nulo. Si al aññadir a  adir a  Mp una fila fija  una fila fija  Fi con cada con cada 
una de las restantes columnas de  una de las restantes columnas de  A que no estque no estáán en  n en  Mp, , 
todos los menores de ordentodos los menores de orden p + 1  obtenidos de este modo obtenidos de este modo 
son nulos, eso significa queson nulos, eso significa que la fila la fila Fi es combinacies combinacióón n 
lineal de las filas lineal de las filas dede A que forman parte de que forman parte de Mp , luego , luego 
segsegúún la observacin la observacióón n 1.1.--, se suprime , se suprime Fi..

1.1.--

2.2.--

3.3.-- Si Si A es una matriz cuadrada, suele ser es una matriz cuadrada, suele ser úútil empezar til empezar 
calculando su determinante, pues:calculando su determinante, pues:

�

�
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MATRICES EQUIVALENTES POR FILASMATRICES EQUIVALENTES POR FILAS

Se llaman Se llaman operaciones elementales de filasoperaciones elementales de filas sobre una matriz  sobre una matriz  
AA a cualquiera de las siguientes operaciones:a cualquiera de las siguientes operaciones:

Operaciones elementales de filas.Operaciones elementales de filas.--

Intercambiar dos filas deIntercambiar dos filas de AA

Multiplicar todo los elementos de una fila deMultiplicar todo los elementos de una fila de A  A  por por 
un nun núúmero no nulomero no nulo

Sumar a una fila   Sumar a una fila   i otra fila  otra fila  j multiplicada por un multiplicada por un 
nnúúmeromero

�

�

�
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Si denominamos entrada principalentrada principal de una fila a la entrada 
diferente de cero que está más a la izquierda en una fila no 
nula, diremos que una matriz está en forma escalonadaforma escalonada si 
tiene las siguientes tres propiedades:

1.1.-- Todas las filas diferentes de cero estTodas las filas diferentes de cero estáán arriba de n arriba de 
cualquier fila nula.cualquier fila nula.

2.2.-- Cada entrada principal de una fila estCada entrada principal de una fila estáá en una columna en una columna 
a la derecha de la entrada principal de una fila a la derecha de la entrada principal de una fila 
superior.superior.

3.3.-- Todas las entradas de una columna que estTodas las entradas de una columna que estáán debajo de n debajo de 
una entrada principal son cero.una entrada principal son cero.

El rango de una matriz escalonada es El rango de una matriz escalonada es 
el nel núúmero de sus entradas principales.mero de sus entradas principales.
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Matrices equivalentes por filas.Matrices equivalentes por filas.--
Dos matricesDos matrices A yy B del mismo orden sondel mismo orden son equivalentes por equivalentes por 
filasfilas (               )  cuando la matrizcuando la matriz B se obtiene a partir dese obtiene a partir de
A mediante un nmediante un núúmero finito de operaciones elementales de mero finito de operaciones elementales de 
filas.filas.

Construir una matriz escalonada  Construir una matriz escalonada  B equivalente a  equivalente a  A. El . El 
rango de  rango de  A y el rango de  y el rango de  B es el nes el núúmero de entradas mero de entradas 
principales de la matriz escalonada  principales de la matriz escalonada  B equivalente a  equivalente a  A. . 
AdemAdemáás las filas no nulas de la matriz  s las filas no nulas de la matriz  B constituyen una base constituyen una base 
del del subespaciosubespacio vectorial engendrado por los vectores fila de  vectorial engendrado por los vectores fila de  A..
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CCáálculo del rango de una matrizlculo del rango de una matriz

Si ningSi ningúún elemento den elemento de A depende de depende de 
parparáámetros:metros: operaciones elementales de filas, operaciones elementales de filas, 
hasta conseguir una matriz escalonadahasta conseguir una matriz escalonada..

1.1.--

2.2.-- Si algSi algúún elemento den elemento de A depende de uno o mdepende de uno o máás s 
parparáámetros, en general, no es recomendable hacer metros, en general, no es recomendable hacer 
operaciones elementales de filas.operaciones elementales de filas.

2.1.2.1.-- Si  Si  A eses cuadrada de orden  cuadrada de orden  n, calcular su , calcular su 
determinantedeterminante, pues:, pues:

2.2.2.2.-- Si  Si  A nono eses cuadrada, utilizar cuadrada, utilizar menoresmenores, , 
empezando en general por un  empezando en general por un  M2 no nulo e ir no nulo e ir 
““orlandoorlando””. . 

Pasar a Pasar a 2.2.2.2.--
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--EJERCICIO.EJERCICIO.-- Calcular el rango de la matriz  A:

Matriz escalonadaMatriz escalonada

Como  Como  B es una matriz escalonada equivalente a  es una matriz escalonada equivalente a  A, , 
tenemos que las dos matrices tienen el mismo rango, tenemos que las dos matrices tienen el mismo rango, 
el rango de  el rango de  B es el nes el núúmero de sus entradas mero de sus entradas 
principales. principales. 

Esta informaciEsta informacióón sern seráá úútil en el tema de espacios til en el tema de espacios 
vectoriales.vectoriales.
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--EJERCICIO.EJERCICIO.-- Calcular el rango de la matriz  A.

Matriz escalonadaMatriz escalonada

Aunque las tres primeras filas de  Aunque las tres primeras filas de  B son linealmente son linealmente 
independientes, es errindependientes, es erróóneo concluir que las tres neo concluir que las tres 
primeras filas de  primeras filas de  A son linealmente son linealmente 
independientes. (De hecho la tercera fila de  independientes. (De hecho la tercera fila de  A  es es 
dos veces la primera fila mdos veces la primera fila máás siete veces la segunda s siete veces la segunda 
fila).fila).
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Concepto de 
determinante de una 

matriz cuadrada

CONCEPTOS PRELIMINARES
Permutació
n Signatura

Propiedades

Menor

Orden 2
Orden 3 Regla de Sarrus

Generalización

Problemas que plantea

Rango de 
una matriz

Desarrollo de un 
determinante

Menor complementario

Matrices equivalentes por filas


