PRUEBA E.V. EUCLIDEOS

1. Consideremos el espacio vectorial euclideo Ps con el producto escalar definido por:

(p(z),q(x)) = aa’ + bV + 2¢c’ — ac’ — ca’ + dd’

siendo:

p(x) = ax® + b +cx +d y qiz)=d2® +b2? + o+ d

Hallar la matriz de Gram respecto de la base candnica de P3
Be = {pi(z) = 2%, po(x) = 2%, p3(z) = 2, pa(z) = 1}

Demostrar que S es un subespacio vectorial de P3. Hallar una base B de S y la dimension de S,
siendo

S = {p(x) € Ps/ /llp(x)daf =0Ap'0)= 0}

Hallar una base ortogonal Bp de S, con el producto escalar del enunciado.

Comprobar que p(z) = z? ¢ S. Hallar la mejor aproximacién de p(z) = 2% en S. ;Cudl es la
norma del error cometido?

Prolongar la base Bp de S hasta obtener una base B* de P3. Razonar la respuesta.

2. Consideremos en R* el producto escalar definido del modo siguiente:

(T,7) = w1y1 + 2w2y2 + 203Y3 — Tayz — T3Y2 + T4l

Hallar la matriz de Gram respecto de la base canénica de R*.

Demostrar que S es un subespacio vectorial de R*. Hallar una base B de S y la dimensién de 9,
siendo
S ={(x1,72,23,74) /71 + 24 = 72, T2 + 13 =0}

Hallar una base ortogonal Bp de S, con el producto escalar del enunciado.

Hallar la mejor aproximacién del vector T = (1,1,—1,0) en S. ;Cudl es el vector T de S que
cumple

Hll’gd ((la 15 17 71)aﬂ) =d ((17 1a 15 71)7@)?

ue
Justifica las respuestas.

Prolongar la base B de S hasta obtener una base B* de R*. Razonar la respuesta.

3. Sea el espacio vectorial Cjg 1] y el producto escalar <, > sobre dicho espacio vectorial definido por :

1
<fg>= [ f@g@rs e oy
0
Hallar una base ortogonal del subespacio vectorial

S=L({fi(x) =1, fa(z) =z, f3(x) = 2°}) C Cpo,y

;,Cudl es la dimensién de S7? Justifica las respuestas.

Hallar la mejor aproximacién de la funcién f(z) = 42® — 622 + 1 en S.
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= Determinar la funcién r(x) definida por
r(z) =az+b Vzel0,1] (a,beR)
que mejor se aproxime a la funcién g(z) definida por g(z) = 23 Vzx € [0,1].
4. En el espacio vectorial euclideo May2(R) con el producto escalar usual definido por:
(A, B) = traza (BT . A)

se considera el subconjunto:

fresmn (3 2)=(3 2)

= Demostrar que S es un subespacio vectorial de Max2(R) y hallar una base B de S y la dimensién

de S.
= Encontrar una base ortogonal de S.

11

11 ) en S. Calcular la norma del error cometido.

= Hallar la mejor aproximacién de C = (

» Prolongar la base Bo hasta obtener una base B** de May2(R).

= Hallar la matriz de Gram del producto escalar usual respecto de la base B¢,

5. Consideremos el siguiente producto escalar en R*:

@,7) = (x1 4+ 22)(y1 + y2) + (21 + 23)(y1 + y3) + (x2 + 23) (Y2 + y3) + zays VT, € R®

= Calcular la matriz de Gram del producto escalar definido previamente respecto de la base candnica.

» Hallar una base y la dimensién del subespacio vectorial S de R* definido por:
S = {(1'17‘%2;‘%37:54)/‘%1 — T2y =2+ X3 — Xy = 0}

= Comprobar que (1,1,—1,0)1(0,0,1,1).
» Encontrar una base B ortogonal de R* con el producto escalar del enunciado.

= ;Cudl es la mejor aproximacién del vector 7 = (1,0,0,0) en S? Justificar la respuesta.

6. En el espacio vectorial euclideo (P3, <, >) con el producto es calar definido por:
(p(z),q(x)) = 2aa’ + bb' + 3cc’ + ac’ + ca’ + dd’

siendo
p(z) = ax® + bz’ 4+ cx + d y qz) =d 23 + 02+ +d

Se considera el subconjunto:

S ={p(zx) € Ps/p(0) + p(1) = p'(0) A p"(0) = 0}

= Demostrar que S es un subespacio vectorial de Ps.

= Hallar una base B de S y la dimensién de S.

= Ampliar la base B de S hasta obtener una base B* de Ps.
= Hallar un sistema generador G de S que no sea base de S.

= Hallar la matriz de Gram respecto de la base canénica B¢ de Ps3, siendo:

Be = {ei(x) = 1 es(a) = v, e3(x) = 2%, e*(x) = 2%}
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= Determinar la mejor aproximacién del polinomio p(x) = —1 en S.
7. Sea el espacio vectorial C|_1 1] y el producto escalar <, > sobre dicho espacio vectorial definido por :
1
<fg>= [ @i el
-1
= Hallar una base ortogonal del subespacio vectorial
S=L({fi(x) =1, fa(z) =, f3(x) = 2°}) C Cl_1
;Cudl es la dimensién de S? Justifica las respuestas.
» Demostrar que B = {f1(z) = 1, fo(z) = =, f3(x) = 23} es base de S.

» Hallar la mejor aproximacién de la funcién f(z) = 2 en S.
= Hallar la matriz de Gram respecto de la base B = { f1(z) = 1, fa(z) = =, f3(z) = 23}.

8. Consideremos el espacio vectorial euclideo R* con el producto escalar definido por:
(@,9) = 211 + (1 + 22) (Y1 + y2) + T3y3 + Tays
Sea S el siguiente subconjunto de R*:
S ={(x1,22,23,24) €ER* [y — 24 = 0 A 11 + 322 = 73}

» Calcular la matriz de Gram respecto de la base canénica de R*.
= Demostrar que S es un subespacio vectorial de R*. Hallar una base Bg de S y la dimensién de S.

= Hallar un sistema generador GG de S que no sea base de S. Hallar un sistema libre F' formado por
vectores de S que no sea base de S. Razonar las respuestas.

» Prolongar la base Bg de S hasta conseguir una base B* de R*.
= Hallar una base Bp ortogonal de S.

= Calcular la mejor aproximacién del vector v = (1,2,2,0) en S.

9. Consideremos en el espacio vectorial Py el producto escalar definido del modo siguiente:

(p(x), q(x)) = p(=2)q(=2) + p(=1)q(=1) + p(0)q(0) + p(1)q(1) + p(2)q(2)
= Calcular la matriz de Gram en la base candnica de Py.

= Hallar una base ortogonal Bp del subespacio vectorial:
S=L ({pl(‘r) = 17P2(x) = 937]93(55) = 1’2})
1
= Hallar la mejor aproximacién del polinomio p(z) =5 — 5:174 en S.

10. Consideremos el espacio vectorial euclideo C|_3 2] con el producto escalar usual:

2
(r9) = [ rlgla)do
-2
= Hallar una base ortogonal Bp del subespacio vectorial:
S=CL ({pl(x) =1,p2(2) = x,p3(x) = $2})

= Hallar la mejor aproximacién de la funcién f(z) = 2% en S.

4

= Hallar la mejor aproximacién de f(z) = 2* en el subespacio:

T = L{pi(z) = 1,p2(x) = x})
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