FUNDAMENTOS MATEMATICOS II

Curso 2007-08

BLOQUE 1

1. Consideremos el conjunto

S = {XEMQXQ(]R)/X~ ( (1) j ) — < (1] :? ) -X} C Maxa(R)

Demostrar que S es un subespacio vectorial de May2(R). Hallar una base B de S e indicar
la dimension de S.

Solucion.—
a b 1 -2 _ —2a—b
(ea) (o) = (2 2m0)
_—
1 -2 a b - a—2c b—2d
(o) (ea) = ()
a = a—2c
—2a—-b = b—2d 0
c = = a+b
—2c—d =

s — {(g aib>/a,b€R}:{ . 1 +b : 1)/abER}
e(fa-(3 ) a-(01))) = {1 Boplepet]

Al #aAys VYVaeR = B s.libre
B = {Al,AQ} S.g. de S

} == ’B base de S/\dimS:2‘

2. Consideremos el subespacio vectorial S de P5 definido por:
S=L({pi(z)=2"+2°—2® + 1,po(z) = 22° + 2" + 2%, p3(2) = 2° + 22 — 323 4 522 — 3})
Hallar un sistema generador G de S que no sea base de S. Justificar la respuesta.
Hallar un sistema libre F' de S que no sea base de S. Justificar la respuesta.

Solucion.—

Sea A la matriz cuyas filas son los vectores (polinomios) del sistema generador G de S que
nos proporciona el enunciado. Se tiene entonces que:

r(A) =r(G) =dim£L(G) =dim S



Para calcular el rango de A utilizaremos operaciones elementales de fila:

1o 1 -1 0 1\®22n /1 0 1 -10 1
A=121 0 10 oo -2 30 —2 |73
1 2 -3 50 -3 0 2 -4 60 —4

10 1 -10 1
~ (o012 30 -2
00 0 00 0

Teniendo en cuenta el comentario realizado previamente, se tiene que: dim S = 2. Por lo tanto
un sistema generador de S que no es base de S puede ser:

G={pi(z)=2"+2° —2® + 1, pa(z) = 22° + 2t + 2% p3(z) = 2° + 22% — 32 + 52 — 3}

pues se trata de un sistema generador de S y no puede ser base de S pues contiene 3 vectores
y todas las bases de S han de contener dos vectores.

Un sistema libre de S que no sea base de S puede ser:

F:{pl(az):x5+x3—x2—l—1}

Se trata de un sistema libre de S pues es un conjunto formado por un tnico vector (polinomio)
no nulo de S y no puede ser base de .S pues contiene un tnico vector y todas las bases de S
han de contener dos vectores.

. Sea
B ={u =(1,0,1,1,-2),up = (0,-1,2,0,0),us = (0,—1,2,0,1)}
una base de cierto subespacio vectorial S de R®. Prolongar B hasta conseguir una base B*
de R?. Justificar la respuesta.
Solucion.—

Sea A* la matriz cuyas filas son los vectores del conjunto B*, siendo

|B* = {m = (1,0,1,1,-2), 7 = (0,-1,2,0,0), T3 = (0,—1,2,0,1), 1,7} |

Sabemos que entonces se cumple que r (A*) =1 (B*).

Para calcular el rango de la matriz A* vamos a comprobar que su determinante es no nulo.
Desarrollando por las filas que hemos anadido:

L D 1 1 -2
D —L 2 0 O — 5
detA*=| p -l 2 0 1|=+4+]2 0 :_‘ ’7&0
. PN . 2 1
Tt —6—0 y) 2 1
b [l o o o
|-

Se tiene que:

det A*#0 = 1 (A*) =1 (B*) =5 =card B* = B s.hbre} — B* base de R’

dimR® = 5 = card B*



. Consideremos el espacio vectorial euclideo (R4, (, >) con el producto escalar definido por:

(T, 1) = z1y1 + 222y2 + 223Y3 — T1Y3 — T3Y1 + Taya
T = (x17x27x37x4) 7@ = (y17927y37y4) S R4

Hallar una base ortonormal del subespacio vectorial S de R* definido por:
S=L ({ﬂl = (1> L, 170)7H2 = (17 0,0, 0)7ﬂ3 = (17 17070)}>

Solucién.— Comprobaremos en primer lugar que los vectores Uy, o, w — 3 forman un sistema
libre. Para ello escribiremos la matriz A cuyas filas son los vectores u;. Como se ha mencionado
previamente se cumple que:

r(A) =r {w = (1,1,1,0),u2 = (1,0,0,0),u3 = (1,1,0,0)})

de modo que si r (A) = 3 entonces los vectores uy, U2, w — 3 forman un sistema libre.

1110 111
A= 1 0 0 0 ; Ms3=|10 0|=1#4#0 = r(A4)=3
1100 110

Aplicamos el proceso de Gram—Schmidt:

e = w=(1L110=n
ERER e
— _ us, V1 . 1 B
e e LU
(u3,01)=2 ; [[v1]|*=3
— _ (u3,v2)=1; |[v2=1
* v Uz — (2, 01) Ty — (us, v2) T = Uz — =T — Uy =
PR e T e O U
1 —
= ey 3l =0

Normalizamos los vectores v;:

lv1]]2=3

|71 ]] 3'V3 V3
_ |mel?=1
_ V2 l _
Wy = — = (1,0,0,0)=w
2= oy 1.0.0.0) =,

= o] E _< \[ \[ )

Una base ortonormal Boy de S serd la formada por los vectores w;. es decir:

BON:{W:(IB’I?)’ 13’0) = (1,0,0,0), ( \[ \[ )}




BLOQUE 2

1. En el espacio vectorial euclideo (Ps,,( , )) con el producto escalar usual definido por:
(p(x),q(z)) = ad’ + bV + ¢ + dd’
p(z) = axd +ba2? + cx +d,q(z) = d2x3 + Va2 + o +d € Ps
consideremos cierto subespacio vectorial S del que sabemos que
B={pi(a) =2 +2* + 2+ Lp(2) = -32° + 2% + 2 + 1,p3(z) = —22° + v + 1}
es una base ortogonal de S.
Calcular la mejor aproximacién de p(x) = 23 + z en S. Justificar la respuesta.

Solucion.— Como B es una base ortogonal de S para hallar la mejor aproximacion, que deno-
taremos ¢(x), de p(z) en S haremos:

)@
1) = @

Teniendo en cuenta que:

p(x),pr(x)) =2 5 (p(x),p2(2)) = =2 ;5 (p(x),ps(x)) =1

(p(x), pa(z))
p1(z) + @ -p2(z) +

(p(2). p3())
lps@E P

Ip@)?=4 5 lp@]*=12 ;5 |[ps@)]*=6
Por lo tanto:
2 2 1
o) = 7-p() =35 p2(2) + 5 ops(e) =

1 3 2 1 3 2 1 2

= 5(90 +x —i—x—l—l)—é-(—i’)m +z +x+1)+6-(—2x +z+1)=

1 1
S N S N
= x—|—2x+2 q(z)

2. Clasificar en funcién de los parametros reales a, b el siguiente sistema de ecuaciones lineales:

r4+y+(a+1)z = 0
(a+1y+(b+1)z = b+1
2r+(1—a)y+ (2a+1)z = -1

Solucién.— Vamos a realizar operaciones elementales de fila sobre la matriz ampliada AM del
sistema para clasificarlo:

1 a+1 0 o (11 atl| 0 .
AM = | 0 a+1 b+1 | b+1 | PR [0 b1 | b1 | L7
2 1—a 2a+1 -1 0 —a—1 -1 -1

1 1 a+1 0
~ 0O a+1 b+1 | b+1
0 0 b b




Luego se tiene:

. ’a#—l/\b;ﬁ() — 1(A)=r(AM) = 3 = nro. incégnitas = S.C.D.

e a=—-1 = 1r(A)<2. En este caso:

11 0 0
AM~ | 0 0 b+1 ]| b+1 Observando esta matriz resulta evidente que:
00 b b

o la=-1 = 1(A)=r(AM)=2 <3 =nro. incégnitas = S.C.L

e b=0 = r(A4) <2. En este caso:

AM ~ | 0 a+1 1 1 Observando esta matriz resulta evidente que:

o b=0 = 1(A)=r(AM)=2 <3 =nro. incédgnitas = S.C.L

3. Consideremos el sistema de ecuaciones lineales siguiente:

022 0 T 0
100 -2 z | | -3
001 3| | a3 ] | -4
—2 3 2 —4 T4 5

Escribir este sistema en forma vectorial.
Resolver este sistema, si es que es compatible, utilizando el método de Gauss.

Solucién.— La expresion vectorial de este sistema es:
x1-(0,1,0,—2) + 22 - (2,0,0,3) + 23 - (2,0,1,2) + x4 - (0,—2,3,—4) = (0,—3,—4,5)

Utilizamos el método de Gauss para la resolucién de este sistema:

022 0] 0 00 —2| =3\ m+2n
B 100 —2| =3 | reRr 022 0 0 1R
AM = 001 3| -4 = 001 3| —4 ~
-2 3 2 —4 5 —2 3 2 —4 5
1 0 0 —2] -3 10 0 —2| -3
_]o 1 0| 0 |msr|[ 01 1 0 0]Fmtm
0 0 1 3| -4 0 0 3| —4
0 3 2 —8| —1 00 —1 -8 —1
1 0 0 -2 -3 :c1—2:c4 = -3 r1 = -1
01 1 0 0 To+x3 = 0 . To = 7
0 0 1 3| —4 r3+3x4y = —4 r3 = —7
000 —5]| =5 —5x4 = -5 = 1




BLOQUE 3

1. Consideremos la matriz real

2
1
A= 1

OO = W
O = W o
_ o O O

0

Calcular los valores propios de A indicando su orden o multiplicidad.

Utilizando exclusivamente la informacién anterior razonar si la matriz A es una matriz
invertible o no.

;,Cuanto vale det A? Justificar la respuesta.

Solucién.— Para calcular los valores propios de la matriz A vamos a hallar su polinomio
caracteristico pg(A) = det(4A — A\I):

3I>‘ 30)\ ? 8 des. Fy 3\ 0 2 Fi 4+ FytFy
pa(\) = . C o o Lo@-n 1 3-x 1 L
0 0 0 4-) 0 1=
Co—C)
A—X 4—) 4—) |G- 4-Xx 0 0
= (4-N| 1 3-x 1 Lo@-n 1 2-x 0 |=
0 11— 0 1 1-2A

M=4 ; k=2
= A=42-(A=2)-(A=1) = | Ad=2 ; k=1
A3:1 3 ]{Z3:1

Para deducir que la matriz ’A es invertible‘ utilizando la informacién anterior podemos pro-
ceder de dos formas distintas:

= X\ = 0 no es valor propio de A, luego por el teorema de la matriz invertible A es regular
o invertible.

» det(A— M) =(A—4)2- (A —2)- () — 1), luego sustituyendo \ por 0, se tiene:

pa(0)=det A
det A + 32| = A es invertible

2. Consideremos la matriz real

S Ot Ot Ot
S Ot Ot Ot
S Ot Ot Ot
_ o O O



Teniendo en cuenta que el polinomio caracteristico de A es:
pa(d) = (A= 15)(A = 1)A?
hallar los subespacios propios de A indicando una base de cada uno de ellos.

Solucién.—

*

e V(15)={z€R!/A-2=15-2} =(T€RY/(A-15])- =0, =

S.H.C.I.
\ \ \
—10 5 ) 0 1 0
-> 5 —10 ) 0 9 10 INC. PRINCIPALES : X92,X3, T4
- 5 5 —10 0 z3 | | O INC. LIBRE : r1=a Vae€R
-> 0 0 0 —14 T4 0
5r1 — 10z + 53 = 0 —2r94+ 13 = —a
5x1 + bxo — 1023 = 0 = To—2x3 = —a =
—14z4 = 0 Ty = 0
. {“:“:% = % vaeR
Ty = 0

* {(aya,a,0)/a € R} = {a-(1,1,1,0)/a € R} = £L ({m = (1,1,1,0)}) =

By = {u1} base de V(15)

= By ={w} s. g de V(15)
w1 #0 = Bj s. libre

*k

e V() ={zeRA-2=11-T} =(ZeR/(A-1) =0, =

S.H.C.I.
YV ¥
- /4 5 5 0 T 0
-1 5 4 5 0 To 10 INC. PRINCIPALES : X1, T9, T3
| 5 5 40 T3 10 INC. LIBRE : ra=a Va€eR
00 0O T4 0
4x1 + 52+ b3 = 0

1 =Ty =3 —
T4 =

5x1+4xo+ 523 = 0 - { VaeR

5x1 + dxo +4x3 = 0
Z{(0,0,0,a)/a € R} = {a-(0,0,0,1)/a € R} = £ ({uz = (0,0,0,1)}) =

= By ={ug} s.g. de V(1)

u #0 = By s. libre } = By={uz} basede V(1)



e V(0)={7eR/A-2=0-T}=7cR/A.7=0, =

S.H.C.I.
vy
5 5 5 0 T 0
5 5 5 0 To - 0 INC. PRINCIPALES : X3, T4
- 5 5 5 0 zz3 | | 0 INC. LIBRES : r1=a,x2=>b Va,beR
- \0 0 0 1 T4 0
T = a
51+ 52+ 523 = 0 . To = b Va,beR
zy = 0 r3 = —a-—>
T4 = 0

Py {(a,b,—a —b,0)/a,b e R} ={a-(1,0,-1,0)+b-(0,1,—-1,0)/a,b € R} =
=L ({ﬂg = (1,0, —130)764 = (07 L, _1>O)}) =

— B3= {ﬂg,ﬂ4} s. g. de V(O)

T Aol YacR —> DBy s. libre } = Bs ={us,us} base de V(0)

La solucién del ejercicio es:

V(15) = {(a,a,a,0)/a € R}
By ={u; =(1,1,1,0)} base de V(15)

V(1) ={(0,0,0,a)/a € R}
By = {uz = (0,

0,0,1)} base de V(1)

U9

V(0) = {(a,b, —a — b,0)/a,b € R}
Bs = {u3 =(1,0,—1,0),u4 = (0,1,—1,0)} base de V(0)

3. a.— Sea A € M3x3(R) cuyo espectro es:

o=1{1,2,4}
Ademads se cumple que:
1 1 -2 -2 2 2
A- 0] = 0 ;A 1 |1 =2 1 ;A =4
-1 -1 1 1 1 1

Demostrar que A es diagonalizable y diagonalizar A.
Solucion.— Segun los datos del ejercicio:
)\1:1 N k‘lzlzdl N

By
=2 ; k=1=dy ; B
A3=4 ; ks=1=d3 ; Bs

{(1,0,—1)} base de V(1)
{(=2,1,1)} base de V(2)
{(2,3,1)} base de V(4)



Por lo tanto la matriz | A es diagonalizable | ya que se cumple que:

o ki+ko+ks=3
® kz:dz i:1,2,3

Se cumplird ademas que:

100 1 -2 2
D=0 2 0 |=P ' AP siendo P= 0 1 3
00 4 -1 11

b.— ;Para qué valores del pardmetro real m es diagonalizable ortogonalmente la matriz real

1 m-—2 0
A= —-m 2 1 ?
0 1 m—+ 2

Justificar la respuesta.

Solucién.— Una matriz cuadrada real A es diagonalizable ortogonalmente si y sélo si es una
matriz simétrica. Por lo tanto:

A diagonalizable ortogonalmente <= m—-2=-m <<= m=1




