1. Ejercicios unidad tematica 1

1.1. Ejercicios a resolver en clase

Ejercicio 1.1.— Sean las matrices:

0 -1 0 -1 -1 -1
B=|1 01 y C=| -1 -1 -1
0 -1 0 -1 -1 -1

a.— Hallar B*, B®, B200 y B201,

b.— Hallar C?, C5, C'0, C?00 y 0201,
Ejercicio 1.2.— Sean dos matrices A, B € M,,x,(R) que conmutan (A- B = B - A) y ademés idempotentes
(A% = A, B%? = B). Demostrar que:

(A+B)? (A-B)=A-B

Ejercicio 1.3.— Sean dos matrices A, B € My, (R). Demostrar que:
a.— A- AT es simétrica.
b.— Ay B simétricas = (A + B)" simétrica Vn € N.

c— Ay B antisimétricas = [ (A + B)" simétrica Vn (par) € N y (A+ B)" antisimétrica Vn (impar) €
N].

d.— Sean A y B antisimétricas. Probar que: A - B simétrica <= A-B = B - A.

1.2. Ejercicios propuestos (con solucién)

Ejercicio 1.4.— Sean las matrices:

1 0 1 -3 4 3 31
B=|0 0 0 ., o= 76 2 vy D=[ 4 3
1 0 1 2 8 4 -1 6
a.— Hallar B*, B¢ B2 y B" (vn € N).
Solucién.—- B> =2B = B"=2""1.B
b~ Hallar B+C,4-C,C-B*>y B-C.
Solucién.—
-2 4 4 —12 16 12
B+C=| 7 6 2 . 4.0=| 28 24 8
3 85 8 32 16
0 0 O -1 12 7
C.-B*=|( 18 0 18 , BCc=[ 0 0 o0
12 0 12 -1 12 7



c.— ;Se pueden efectuar las siguientes operaciones matriciales:
B-D,D-C,C+Dy D3?

Por qué? Indica el resultado, si se pueden realizar.

Solucion.— El producto D - C' no se puede realizar, pues el nimero de columnas de D, que es 2, no coincide
con el numero de filas de C, que es 3.

La suma C 4 D no se puede realizar pues las matrices C'y D no tienen el mismo orden.

Sélo podemos calcular potencias de matrices cuadradas, luego no tiene sentido hablar de D3.

27
B-D=1]10 0
2 7

Ejercicio 1.5.— Sea:

1 -1 0
A= 0 1 -1
0 0 1

a.— Comprobar que para la matriz B = A — I3 se cumple B3 = (0)3x3.

Solucion.—
0 -1 0 0 0 1
B=A-I=|0 0 -1 , B*2=[0 0 0 , B*=(0)
0 0 0 000

b.— Calcular A% y AS. ;Cudnto vale A2°°? (Escribir A?°° en funcién de B).

Solucién.—
1 -5 10
A®= (I+BP’=I+5B+10B*=| 0 1 -5
0 1
1 -6 15
AS= (I+B)°*=I1+6B+15B2=| 0 1 -6
0 1

A250 (I + B)250 =1+ 2508 + 31125B2

1.3. Cuestiones verdadero/falso

Razona si son verdaderas o falsas las siguientes afirmaciones:

1 1 1
1. La matriz A = -1 0 -2 es antisimétrica.
-1 2 1

2. La traspuesta de una matriz idempotente es idempotente.
3. Si A, B € M,,xn(R), los productos A - BT y AT . B estén definidos.
4. Si Ay B son dos matrices tales que A - B = (0), entonces A = (0) o B = (0).

5. Si A es una matriz antisimétrica, entonces A™ es antisimétrica Vn € N.



1.4. Cuestiones miiltiple eleccién

En cada una de las preguntas del test, debe indicarse la o las respuestas correctas de las diferentes posibili-
dades existentes (puede haber una, més de una o ninguna). Los dos primeros fallos no se tendrén en cuenta,
pero a partir del tercer fallo, por cada uno de ellos, se descontard la mitad de la puntuaciéon de un acierto.

1. Sean las matrices A, B € M, xn(R).
OA+B)?*=4*+B?+2-A-B.
O (A+B)?= A%+ B2
O((A+B)?*=A?+B*+2-B-A.
O(A+B?=A-B+B-A+A?+ B2

2. La matriz unidad de orden n es:
(O Triangular superior.
(O Triangular inferior.
O Involutiva.
O Idempotente.
(O Simétrica.

(O Antisimétrica.

3. {Cuadles de estas matrices son antisimétricas?

(1) () e (1)

O Ay B.
O Ninguna.
O Sdlo A.
O Sélo B.
2 -2 1
4. Consideremos la siguiente matriz real: A= | a 1 —2 |.Sabiendo que A- AT =913
b c 2

Oa=3,b=2,c=1.
Oa=-2,b=1,c=2.
Qa=c=2,b=0.
OQa=1,b=—-4,c=3.
Oa=0,b=3,c=-2.

5. Sea A una matriz cuadrada tal que A% — 24 + I = (0),xn-
O A* =4A - 31.
OA*=A-1
O A* =4A +61.



2. Ejercicios unidad tematica 2

2.1. Ejercicios a resolver en clase

Ejercicio 2.1.— Calcular los determinantes de las siguientes matrices reales:

o 1 0 9 4 -1 111

L 9 o9 o 1 -2 00 0

A= , B=|1 0200
2 0 10

5 0 0 0 4 0010

4 100 1

L9 1o 000 0 1

5 3 o 9 00020

C= , D=|00300
2 4 05

0 1 9 3 04000

500 0 0

Ejercicio 2.2.—

a.— Sea A una matriz cuadrada real de orden 3 tal que det A = 5. Calcular, utilizando las propiedades de
los determinantes, det(—A), det(4 A) y det(A*).

b.— Decir si det(A+ B) =det A+det B VA, B € M, xn(R) es verdadero o falso, demostrandolo o dando

un contraejemplo segiin proceda.

Ejercicio 2.3.— Calcular el rango de las siguientes matrices (segin el valor del pardmetro real m € R en el
caso de las matrices B,C y D).

12 3 4
23 1 2 1 2 1 m+l 1}11
A=|45 =3 2| ,B=|1 1 -m m+1 | ,C= Tm11
01 5 9 m 3 -1 0 A
00 0 1
1 0 m 1 4 4 2 3 -1
m -1 1 0 1 1 11 1
P=1"9 1 m 1 CP=1 0 10 o0
1 0 -1 0 2 1 01 -1

Ejercicio 2.4.— Calcular el rango de la siguiente matriz real, dependiendo de los distintos valores de A € R:

1 A
A= 3 2)+2
0 A

> Ot N
O >N

2.2. Ejercicios propuestos (con solucién)

Ejercicio 2.5.— Hallar el determinante de las siguientes matrices reales y obtener el rango de cada una de
ellas.



0o 0 o0 1 1 1 2 4 8 16 32

0o 0 1 2 -1 1 -1 1 -1 1 ~1

A= 0 1 3 1 0 7 B— 1 39 27 81 243
1 4 -1 0 0 1 11 1 1 1

5 1 0 0 0 1 -3 9 —27 81 —243

1 -2 4 -8 16 —32

Solucion.—

o detA=225#40 = 1(A)=5

o detB (determinante de Vandermonde)
det B = —691200 £0 = 1(B)=6

Ejercicio 2.6.— Calcular el rango de las siguientes matrices segun el valor de los pardmetros «, 3 € R, em-
pleando operaciones elementales de fila.

1 —(a+1) 1 1 (1) _} é (1)

A= 1 ~1 B 1 , B=
1 1 1 1 -1 a4+l «
1 -2 1 B

Solucion.—

1 —(a+1) 1 1 1 —(a+1) 1 1 04750/\575—1:1“(14)23

(1 -1 -1 1) <o g g1 0) {OéZOVﬂz—l:r(A):Q
1 -1 1 0 1 -1 1 0 aF0NB#-L:1(B) =4
o 1 0o 1 0 1 0 1 a=0ANpB#—-1:1(B)=3
B={1 1 a1 a0 0a a = aZ0ANfB=—-1:1(B)=3
1 -2 1 8 0 0 0 B+1 a=0ApB=-1:1(B)=2

Ejercicio 2.7.— Calcular el determinante de las siguientes matrices segin el parametro o € R:

1 0 -1 2
1 « 1 0
det A = 1 2 0 a =(a—2)(a+5)

-1 1 0 1
1 a o® o

10 1 « a? _ 9

det B = 0 o 1 o =1—-«
a 0 0 1

Ejercicio 2.8.— Calcular el rango de las matrices A y B, segtn los valores del pardmetro « € R para la matriz
B.

Lo 40 0 111 11
23 510 e ol
A= , B=| -1 -1 =z 1 1

3 1 350
42 -2 9 1 bt el
-1 -1 -1 -1 -1



Solucion.—

2.3.

Razona si son verdaderas o falsas las siguientes afirmaciones:

1.
2.

2.4.

En cada una de las preguntas del test, debe indicarse la o las respuestas correctas de las diferentes posibili-
dades existentes (puede haber una, més de una o ninguna). Los dos primeros fallos no se tendrén en cuenta,
pero a partir del tercer fallo, por cada uno de ellos, se descontard la mitad de la puntuacion de un acierto.

1.

r(A)=r(AT) =3 =1(A)

1 1 1 1 1
-1 T 1 1 1
B=| -1 -1 x 1 1
-1 -1 -1 z -1
-1 -1 -1 -1 -1
det B=0

— r(B)=4si z#-1
r(B)=3si z=-1

Cuestiones verdadero/falso

Si det A = 5, entonces det(—A) = —5.

Ejercicio 2.3 A

i+

Existe una matriz A idempotente con det A = 2.

El determinante del producto de dos matrices A x B, con A € Msx1(R) y B € Mi42(R), es siempre

cero.

Si A= —AT, entonces det A = 0.

S o oo

Si A es una matriz idempotente, entonces 24 — I es una matriz involutiva.

Cuestiones multiple eleccion

a b c 3a

Si|b ¢ a|=3yB=| 2¢—b 2a-—c
c a b b—a

(O det B =09.

O det B=0.

(O det B =-9.

O det B =18.

. Si Ay B son matrices cuadradas

O det(A- B) =det(B - A).

O det(A- B - AT) = det(A? - B).
O det(A™ - B™) = det(A - B)™.
O det(AT - BT) = det(A - B).

c—b

30

3c
2b—a
a—-c

OO NN



a 0 0 0 O b
0 a 00 b O
0 0a b 0O
3. Sea A = 00 b a0 0 con a,b # 0.
0 b 00 a O
b 000 0 a
O det A = (a® — b?)3.

O det A = (a* — b*)(a® — b?).

O det A = 2a® + 6a*b? + 6a%b* + 205.
O det A = a® — 3a*b? + 3ab* — 1.
O det A = a% — 5.

4. Si A€ Muxn(R) condet A=5

O det(—A) = (—=1)" - det A.

O det(—A) = det A si n es par.

O det(—A) = —det A si n es impar.
O det(—A) = —det A.

5. Si en una matriz cuadrada escribimos las filas en orden inverso
O Su determinante queda multiplicado por—1.
(O Su determinante no varia.
(O Su determinante queda multiplicado por(—1)".
O Su determinante queda multiplicado por(—1)"/2.



3. Ejercicios unidad tematica 3

3.1. Ejercicios a resolver en clase

Ejercicio 3.1.— Sea la matriz cuadrada real:

a.— Probar que A es regular si y sélo si a # —1, 0.

b.— Para a = 1 calcular A~!, utilizando operaciones elementales de filas.

Ejercicio 3.2.— Probar que la siguiente matriz real es regular y calcular su inversa utilizando un sistema de
ecuaciones:

01 00 0O
2 0 2 000
0 30100
A= 0 01 0 20
0 00 3 01
0000 20

Ejercicio 3.3.—

a.— Demostrar que toda matriz A € M,,«,(R) nilpotente es singular.
b.— Demostrar que si A € M(2n41)x(2n+1)(R) es antisimétrica, entonces A es una matriz singular.

c.— Demostrar que toda matriz A € M, (R) involutiva es regular, indicando su inversa.

Ejercicio 3.4.—

a.— Comprobar que la matriz B = A — I3 es nilpotente de indice 3, siendo:
1 00
A= 1 1 0
0 2 1

b.— Sabiendo que B = I3 — A es nilpotente de indice 3 calcular A%20 y 4=29,

c— ;Cudnto vale 4290 y A4—2009

Ejercicio 3.5.—

a— Sea A € My,xn(R). Se define la matriz B = I, + A. Demostrar que A es ortogonal si y sélo si
B.-BT =B+ BT.

b.— Encontrar todas las matrices reales cuadradas de orden 2 que son, al mismo tiempo, ortogonales y
antisimétricas.



c.— Calcular la inversa de la matriz:

-1 1 1 -2

1 -2 0 0

A= 1 0 2 0
-2 0 0 -2

d.— Demostrar que si A es una matriz regular que conmuta con su traspuesta, entonces la matriz P =
A~1. AT es ortogonal.

Ejercicio 3.6.— Sea la matriz

e e T
>—~>—l§ — ==
>—~>—l>—l§ —_ =
>—~>—l>—l»—l§>—
>—>—l>—l»—l»—§

1
1
1
1
m
1

utilizando la teoria de operaciones elementales de filas:

a.— Calcular det A.
b.— Razonar para qué valores de m € R la matriz A es singular.

c.— Calcular A~! cuando sea posible.

3.2. Ejercicios propuestos (con solucién)

Ejercicio 3.7.— Dada la matriz
3 -1 1
B=| -2 4 & | € Ms,3(R)
-4 4 9
a.— Determinar el valor del pardmetro ® € R para el cual B = I3 + A, con A matriz idempotente.
Solucion.— b =-2
b.— Calcular B, Vn c Z*.
Solucién.— B"=I+(2"-1)A

Ejercicio 3.8.— Calcular el rango de la matriz

1 1.0 0 0 0 1
011 0 0 0 ¢
A 001 10 0 ¢
1000110 &
0000 1 1 ¢
1 00 00 1 &
segin los valores que pueda tomar el parametro £ € R.
Solucién.—
§#1 r(A)=6
E=1 r(4)=5

10



Ejercicio 3.9.— Sea la matriz

e i e )
—_—= O =
—_ O = =
O R ==

a.— Demostrar que A satisface la ecuacién:

A2 —2A -3, = (0)4x4

b.— Hallar det A.

c.— Calcular la inversa de A, en caso de que sea posible.

Solucién.—
3 2 2 2
2 3 2 2
o A= 9 9 3 9 — A%? 24— 31, = (0)4><4
2 2 2 3
o detA=-3

o A l=1/3(4-2I)
d.— Hallar A* y A=%.
Solucién.—
o At=A%.A2=(24+31)=...=20A+21] = A*
o A™' =4 (611 —204)
e~ Escribir 4290 y A719 en funcién de las matrices A e I4.

Solucion.—

La solucién de este problema no es sencilla. Calcular A2%° supone bastante esfuerzo, por lo que se recomienda

demostrar por induccién una férmula para A™.

Después de calcular las primeras potencias naturales de A y de A~! vemos que la ley de formacién que siguen
sus elementos es diferente si los elementos estan en la diagonal principal o fuera de ella. Para formular una
hipotesis de induccion, que luego deberiamos probar, tendremos que fijarnos en como formamos la matriz

A"t en funcién de los elementos de la matriz A™; para ello escribiremos.

An+1 — A. A"

Recogemos en el siguiente cuadro cémo son los elementos de las primeras potencias de A y de A~! lo que

nos va a permitir formular una hipétesis de induccién.

11



elementos de las matrices
potencias de la matriz A —
(¢773 g5, T #J
A2 3 = 324—1 +1 3_-1= 324—1
3 _ 341 2 _ 3341
A4 33_32_’_3:34471_’_1 33_32+3_1:34Z1
3200 _q 3200 _q 3200 _q
T +1 1 1
200 __ 200 _ 200 _ 200 _ 32004
A — 3 ; 1 3 ; 1 4 1 3 ; 1 — 1 (A + ]’) + I
320071 320071 320071
1 4 T 1

A200 = 3014 4y 4] = 32027114_‘_ (320271 n 1) I

4
AT = (AN = (A - 2D)" = gy (442871 — 147624)

Ejercicio 3.10.— Sea A € Rpxn(R) tal que A* +2A2 + 61, = —A3. Calcula A~1.

Solucién.—

Ly=- (A +A%+24)- 4 = A‘lzé(A3+A2+2A)

| =

Ejercicio 3.11.— Sean A, B,C € M5, (R) tales que A- AT = I, y B-C = A. Justifica cudl o cudles de las

siguientes afirmaciones son necesariamente ciertas.

a.— B es invertible y B~! = AT . C.  Falso.
b.— By C son invertibles y (B’l)T . (Cil)T = AT,  Falso.

c.— Se cumple que A-CT - BT =1,. Verdadero.

3.3. Cuestiones verdadero/falso

Razona si son verdaderas o falsas las siguientes afirmaciones:

1. La inversa de una matriz ortogonal es siempre ortogonal.
2. SiA,Be Mpxn(R)condetA=5y B=3 (A*1)2 - AT entonces det B = 2.
3. Si A, B € Ryuxn(R), entonces A - B es una matriz regular y (A- B)~! = A=!. B~

sen o cosa 0
4. La matriz A = cosa —sena 0 es invertible Vo € R.
0 0 1

5. Existen matrices simétricas y ortogonales que no son involutivas.

12



3.4. Cuestiones multiple eleccion

En cada una de las preguntas del test, debe indicarse la o las respuestas correctas de las diferentes posibili-
dades existentes (puede haber una, més de una o ninguna). Los dos primeros fallos no se tendrén en cuenta,
pero a partir del tercer fallo, por cada uno de ellos, se descontard la mitad de la puntuaciéon de un acierto.

1. Sean A, B y C matrices cuadradas regulares del mismo orden:

OA-B-O)t=Cc1t.B7t. AL
OA-B-O)y'=(B-0)7t- AL
O(A-B-C)~t=(CT.BT. A7)
OA-B-O)yt=4t.pt.c!
0 1
2.8eaA=| 2 -1 1 , la primera fila de A™! es:
2 =2
O (1,0,-2).
O (1,1,-1).
O (2,-2,1).
O (~1,2,-1)
O(1,-2,1)
O (-1,0,2)

3. Sean A, B € Ryxn(R).
O A+ B € Ryxn(R).
O A -B-A1'eR,un(R).
O B 1 AT € Rpyn(R).
O A B € Ruxn(R).
O AT . BT € Ry xn(R).

4. Sean A, Q, X € My xn(R) con Q matriz ortogonal y A = (Q - X)T - Q- X.
OA=QT - XT.Q-X.

OA=xT.X.
OA=x-XxT.
0A=Q"-X*-Q.

O det A = (det X)2.

5. Sean A, B, P € R, xn(R) con P matriz invertible, tales que B= P-A- P~
O det A = det P - det B.
O detA=1.
O A™ = (P~Y)".-B™-P™ VYmeN.
O det A = det B.
O det A = (det P)? - det B.
OAm=p7l.pm. P,
O det (A™) =det (B™) Vm e N.

13



4. Ejercicios unidad tematica 4

4.1. Ejercicios a resolver en clase
Ejercicio 4.1.— Consideremos el sistema de ecuaciones lineales expresado vectorialmente por:
T1@) + T2 Ty + T3a4 = b,
siendo: @) = (1,a,1), @, = (1,1,2), a4 = (3,8,8), b = (1,1,1) € R3. Se pide:
a.— Escribir matricialmente el sistema.

b.— Clasificar el sistema.

c— Resolver el sistema en los casos posibles.

Ejercicio 4.2.— Sea el sistema de ecuaciones lineales cuya matriz ampliada es:

m?2 1 m m
2
m o m 1 m
AM - 2
mo m m 1
1 m?> m m
a.— Escribir el sistema en forma vectorial.
b.— Clasificar el sistema.
c.— Resolver el sistema en los casos posibles.
Ejercicio 4.3.— Consideremos el sistema de ecuaciones lineales:
ary —xo —x3 = —1
ary + Bro—x3 = -1
ary + a9+ s = -1

ary+r2+x3 = 1
a.— Clasificar el sistema.

b.— Resolver el sistema en los casos posibles.

Ejercicio 4.4.— Sea el sistema homogéneo de ecuaciones lineales expresado vectorialmente por:
T1@) + 220 + w3ay + x40y =0, siendo:
@, =(1-a,1,a,a),d@ = (,a,1+a,1), @ = (0,,0,1), @ = (1,1,0,0) € R*

Clasificar y resolver el sistema.

Ejercicio 4.5.— Resolver por el método de Gauss los siguientes sistemas:

2r+y+5z = b r+y+z+t = 4
r+y—3z = 2 r+y—z+t = 2
r+y+ 2z 2 20 4+2y—z+t = 4

14



Ejercicio 4.6.— Utilizando el método de Gauss clasificar y resolver el sistema de ecuaciones lineales expresado
vectorialmente por:

—/ —/ —/ —/ 7
210 +Toly + T35+ T4y = b,

siendo:

a/1 = (17_aa 1, 1’1)7612 = (1a 1, —a,1, 1)761/3 = (1717 1, —0471)752 = (17 1, 1,17—a),5: (172733475)

Ejercicio 4.7.— Clasificar el sistema y resolverlo para el cason = 0, m = 1 utilizando la técnica de eliminacién
del método de Jordan.

1 +mre+2x3 = 1
r1+mxo +x3 = —n
nry+mry —xr3 = —1

4.2. Ejercicios propuestos (con solucién)
Ejercicio 4.8.— Consideremos el sistema de ecuaciones lineales definido por:
Ty T+ x0Ty + a3y =D
siendo @ = (a, 1+ a,1) , @ = («,0,1) , a5 = (1,a,a) y b= (0,0,0) € R3.
a.— Clasificar el sistema segtn los valores del pardmetro o € R.
b.— Resolver el sistema en los casos posibles.

Solucién.—

« a 1
detA=|1+a 0 a|=—(a—1)(a+1)
1 1 «

a#-1,1: r(A)=dimS=3=n = SHCD. = S,={(0,0,0)}

r(A)=dimS=2<n = SHCL
1 + xo + x3 0

2x4 + z3 = 0 = S ={(a,a,—2a)/a € R}
1 + x3 + x3 = 0

Q
Il
_

a=—-1: r(A)=dimS=2<n = SHCL

-1 — x2 + x3 = 0
— 23 = 0 = S, ={(a,—a,0)/a € R}
7 + 2 — x3 = 0

Ejercicio 4.9.— Consideremos el sistema de ecuaciones lineales expresado matricialmente por

1 1 0 . 1
01 1 1 -1
A-X =B, donde A= 10 1 , X=1| =z y B= 0
11 1 T3 1

Clasificar el sistema haciendo uso de la técnica de eliminacién del método de Gauss. Si es posible, resolverlo.

15



Solucion.—

(1] 1 0 L\ oo (1 10 1
A - | 01 =1 Rom o0 1| —1 | mip
1 01| © 0 -1 1| -1
11 1| 1 0 0 1] 0
11 0 1 110 1
0 1 1 -1 Fy—1irs 0 1 1 -1
oo [2]] -2 Yooz 2| T
00 1 0 00 0| 1

= r1(A)=3<r(AM)=4 = S.IL

Ejercicio 4.10.— Sea el sistema de ecuaciones lineales definido por:

Ty +3r9s —axs = 4

—axy+ 29 +axs = 0
—xr1+ 209 = a+2

2£E1 — Ty — 21‘3 = 0

Clasificar el sistema segtn los valores del pardmetro @ € R. Resolver el sistema para o = 2 utilizando la
técnica de eliminacién del método de Jordan.

Solucion.—

det B = (a + 3)(a — 2)?
e a#-32: r(A)<r(B)=4 SL

e a=-3: r(A)=r(B)=3=n S.CD.
1 3 3 4
3 1 -3 0
-1 —6 0| —1

4
2 1 2] o0 F, = - B B
2oL e "o F1+F2} — r(A)=1(B)=2
9 —1 -2 0
1 3 —2 | 4\ t2l /9 3 -2 4
F3+F F3+F:
2 1 2|0 |rba|0 7 2| 8 |minm
14 0] 4 0o 7 -2| 8
2 1 -2 0 0 -7 2| -8
1 3 -2 4 1 0 —8/7]| 4/7
o7 28 rem|oT 2| 8 .
00 00 00 ol o
00 00 00 ol o
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Ejercicio 4.11.— Consideremos el sistema de ecuaciones lineales definido por:

a 01 1 1 T

| o2 1011 o
A-X = 9% con a,beR A= 1101 y X= o
b 11 10 Ty

a.— Bscribir en forma vectorial el sistema de ecuaciones.

Solucion.—

Ty @)+ x0Tyt a3-ay+x4-ay =0 con:
@, =(0,1,1,1), @, = (1,0,1,1), @y = (1,1,0,1), @y = (1,1,1,0), b = (a, 2b,2a, b)
b.— Clasificar el sistema y resolverlo en los casos posibles.

Solucion.—

r(A)=r(B)=4=n S.CD.

a

X=A"1. ;Z =  (b,a—b,b—a,a)

b

Ejercicio 4.12.— Consideremos el siguiente sistema de ecuaciones lineales:

z+y+pz = 0
~y+gz = —q
pr+y+p’z—q-1 = 0

a.— Definir los vectores fila y columna asociados a la matriz ampliada del sistema.
b.— Clasificar el sistema segin los valores de los pardmetros reales p y g.

c.— Resolver el sistema en aquellos casos en los que hay més de una solucién.

Solucién.—

) 62:(07_17(]7_(])753:(palap2aq+1)
1,0,p),a@ = (1,—1,1),@; = (p,¢,p%),@ = (0, —¢, ¢ + 1)

b— c— detA=¢q(p—1)
e p#A1 AN q#0: r(A)=r(B)=3=n S.CD.

e p=1ANg#-1: r(A)=2<r(B)=3 S.IL
1 11 0
0 -1 ¢ —q
1 1 1] g+1

e p=1ANg=-1: 1r(A)=r(B)=2<3 S.CL

1 1 1 0
0 -1 —-1] 1 — (1,-1-a,a) YacR
1 1 0
e ¢q=0: r(A4)=2<r(B)=3 SI
1 1 p 0
0 -1 0 0
p 1 p°| 1
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Ejercicio 4.13.— Sea la matriz AM ampliada de un cierto sistema de ecuaciones lineales:

1 o 1 a—1

1 1 1 0
AM -1 0 0 1

2 1 1 1+0

a.— Clasificar dicho sistema segun los valores de los parametros reales o y .

Solucion.—
det AM = —(a—1)(B+ 2)
e a#l1 ANf#-2 1r(AM)=4 = SIL
e a=1AfF#-2 1(A)=2<r(AM)=3 = S.L
e a=1ApF=-2 1r(A)=r(AM)<3=n = S.CI
e a#l ANpf=-2 1r(A)=1r(AM)=3=n = S.CD
b.— Resolver por el método de Gauss en el caso a =2y = —2.
Solucién.—
1 2 1 1 1 2 1 1
1 1 1 0 0 -1 0 -1
100, 1|~ ~lo o1 of T ELLY
2 1 1| -1 0 00 0
c— Hallar AM~! | paraa=2y 3 =0.
Solucion.—
0 -3 -} 1
1 1 1
AM™L = T2 T2 T2
-1 2 1 0
1
0 -3 35 3

4.3. Cuestiones verdadero/falso

Razona si son verdaderas o falsas las siguientes afirmaciones:

1. Un sistema compatible determinado puede tener mas incégnitas que ecuaciones.

2. Un sistema lineal homogéneo de 4 ecuaciones y 6 incégnitas siempre es compatible indeterminado.
3. No existen sistemas compatibles indeterminados con el mismo nimero de ecuaciones que de incoégnitas.
4

. Un sistema homogéneo de m ecuaciones lineales con m + 1 incégnitas siempre tiene infinitas soluciones.

(@1

. Si A € My xn(R) es una matriz invertible, el sistema A - x = b tiene infinitas soluciones.
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4.4. Cuestiones multiple eleccién

En cada una de las preguntas del test, debe indicarse la o las respuestas correctas de las diferentes posibili-
dades existentes (puede haber una, més de una o ninguna). Los dos primeros fallos no se tendrén en cuenta,
pero a partir del tercer fallo, por cada uno de ellos, se descontard la mitad de la puntuaciéon de un acierto.

r+2y+z = 5
1. Elsistema ¢ z—y+72z = 1 es:
r+15z = 7

(O S.C.D. con solucién (17, -8, %)
(O S.C.D. con solucién (2—32, —%, — )
O S.ClL

OS.L
(O S.C.D. con solucién (%, %, 1).

2. Sea A € Ruxn(R).

(O El sistema lineal homogéneo cuya matriz de coeficientes es A es siempre S.C.D.

O det A= 0.

Or(A) =n.

(O Todos los sistemas lineales no homogéneos cuya matriz de coeficientes es A siempre tienen una tinica
solucién.

3. Sea A € My xn(R) la matriz de coeficientes de un sistema de ecuaciones lineales que tiene al menos
dos soluciones linealmente independientes.

Or(A) < nypuedeserr(A) =n.

Or(A)<n—1ypuedeserr(A)=n—1.
Or(A)<n—2ypuedeserr(4)=n-—2.
O r(AM) < n siendo AM la matriz ampliada del sistema.
1 +rot+x3trst+as = 1
4. Consideremos el sistema, T3+ T4 +T5 = 2
rs = 3

O El conjunto de las soluciones depende de un pardmetro.
O El sistema es incompatible.

O El conjunto de las soluciones depende de dos parametros.
O El rango de la matriz de coeficientes del sistema es 3.

O El conjunto de las soluciones depende de tres parametros.

12 1
5. Sea A= 2 t 0 | la matriz de coeficientes de un sistema lineal homogéneo.
1 0 -1

O El sistema tiene més de una solucién si y sélo si t # 2.

Or(4)=3 = t#£1.

O El conjunto de las soluciones del sistema depende de un tinico pardmetro si y sélo si ¢t # 1.
O El sistema siempre tiene solucion.

(O A es invertible si y sélo si t # 1.
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5. Ejercicios unidad tematica 5

5.1. Ejercicios a resolver en clase

Ejercicio 5.1.— 1.— Consideremos los vectores ; = (—1,1,1) y 2 = (0, —1,2) del R-espacio vectorial R?. Se
pide:

a.— Determinar la combinacién lineal que permite expresar el vector de R?* T = (—2,5, —4) en funcién de
los vectores w1 y Us.

b.— Demostrar que 3 = (1,1,1) € R? no es combinacién lineal de u; y Us.

c— Hallar A € R tal que Z = (A, 3,0) sea combinacién lineal de u; y Us e indicar los coeficientes de la
combinacién lineal cuando ésta exista.

2.— Sea el R-espacio vectorial Ps :

a.— Demostrar que el polinomio 7(x) = 322 + 1 no es combinacién lineal de los polinomios p(x) = 1y
q(z) = .

b.— Hallar A € R para que el polinomio p(x) = 3z2 + X sea combinacién lineal de ¢(z) = 22 + 1y
g2(x) =z — 1.

Ejercicio 5.2.— Indicar cudles de los siguientes subconjuntos de R? son subespacios vectoriales de R3. Hallar
un sistema de generadores en caso afirmativo. Hallar también una base de aquellos subconjuntos que sean
subespacios vectoriales.

S ={(z,y,2)/r+y=0V ax—y==z}

Sy ={(z,y,2)/x,y,2 € Z}

S3 = {(0,a,b)/a,b € R}
Ss={(0,a,1)/a € R}

S5 ={(0,a,0)/a € R A a> -5}

Se ={(z,y,2)/r+y=0AN2x—y=2}

57 = {($1,$2,.’1¢3)/x1 = 21‘2 +l‘3}

Sg = {($1,$2,$3)/2$1 + 20 =311 + 13 = O}
So = {(1,m,n)/m,n € R}

Ejercicio 5.3.— Sea el R—e.v P3. Demostrar que

S = {p(z) € P3/p(1) = p(-1) A p'(1) = 0}
es subespacio vectorial de P3 y hallar un sistema de generadores de S.
Ejercicio 5.4.— A.— Indicar cudles de los siguientes sistemas de vectores son libres o ligados en R? (segiin los

valores del pardmetro oo € R cuando sea pertinente). Si el sistema es ligado dar una combinacién lineal nula

con coeficientes no nulos.
F={(1,0,2),(0,-1,1),(3,1,1)}
F2 = {(_1’ 1’ Oé), (07 Q, O)a ( 7170)}

B.— Se pide lo mismo en el espacio vectorial Py para los sistemas:

Gi={pi(x) =22%, pa(z) =2 — 1}
Go={q(x) =-22+2, g2(x) =2 — 1}
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Ejercicio 5.5.— Indicar una base de los subespacios vectoriales de los ejercicios 5.2 y 5.3.

Ejercicio 5.6.— Consideremos el subespacio vectorial real Ps.

a.— Demostrar que
B = {el(m) :1'2+l'+1, 62($) :1'2—|—1'7 63(33) :,132}
es base de Ps.

b.— Hallar o € R para que
B' = {(u; = (o, 1,0), Ty = (0,0, +2), U3 = (1,1,1)} sea base de R?
c.— Determinar una base del subespacio vectorial de R® dado por £(F) siendo

F= {El = (1707 ]-)aEQ = (2a0,2)7ﬂ3 = (17032)aﬂ4 = (2307 1)}

Ejercicio 5.7.— Sea el subconjunto del R-espacio vectorial R*:
S ={7 = (21, %2, x3,24)/T1 — T4 = T2 + x3 = 0}
a.— Demostrar que S es un subespacio vectorial de R*.
b.— Hallar una base B y la dimensién de S.
c.— Probar que s=(1,2,-2,1) e Sy quet = (2,—-1,1,-1) ¢ S.
d.- Hallar las coordenadas de 5 en la base B de S.
e.— Completar la base B de S hasta obtener una base B* de R* y hallar las coordenadas de f en B*.

f.— Hallar un sistema libre F' de S que no sea base de S.

Ejercicio 5.8.— Sea el R—espacio vectorial P3 y el subconjunto:
S ={p(z) € P3/p"(0) =0 A p(1) = 0}
a.— Demostrar que S es un subespacio vectorial de P35, detallando una base B y la dimensién de S.
b.— Hallar una base B’ de S distinta a la base B hallada en el apartado anterior.
c.— Completar la base B de S hasta obtener una base B* de Ps.
d.— Dar un subconjunto T de P3 que no sea subespacio vectorial de Ps. Justificar la respuesta.

e.— Hallar un sistema generador de S que no sea un sistema libre. Justificar la respuesta.

Ejercicio 5.9.— Hallar el rango de los siguientes sistemas de vectores:

Fl - {ﬂl = (1a07 _17 1)’ﬂ2 = (2507070)’ﬂ3 = (_2707 _2’2)} C R4
Fy = {pi(z) = 2% + Lpa(2) = 222, p3(z) = 32° + 1, pa(w) = 1} C Po

Encontrar una base B; (i = 1,2) para cada uno de los subespacios vectoriales L(F};) (i = 1,2) y prolongar
estas bases hasta conseguir dos bases B} y Bj de R* y de P, respectivamente.

Ejercicio 5.10.— En el espacio vectorial real:
Ps = {az® + bx® 4+ cx +d/a,b,c,d € R}
consideremos los siguientes subconjuntos:

S = A{p(x)/p(-1) = 0}
T = {p(x)=az’+bx?+ (a+ b)x +2b/a,b € R}
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a.— Demostrar que S y T son subespacios vectoriales de P53 y hallar una base para cada uno de estos
subespacios.

b.— Comprobar que S UT no es subespacio vectorial de Ps.
c.— Encontrar una base del subespacio vectorial de P3, SNT. ;Cudl es la dimensiéon de SNT?

d.— Prolongar la base del subespacio vectorial S NT encontrada en el apartado anterior hasta obtener una
base B* de P3. Hallar las coordenadas de los polinomios de las bases obtenidas para S y T en la base
B*.

Ejercicio 5.11.— Sean las matrices:

1 0 1 0 a o
w=(in) e=(an) »=(55)
a.— Estudiar la dependencia e independencia lineal de A;, Ao, A3 segin los valores del parametro a € R.

b.— Calcular r ({A1, Az, A3}) segtin los valores del pardmetro « € R.

c.— Hallar una base B y la dimensién del subespacio S = £ ({A1, A, A3}) segiin los valores del pardmetro
a e R.

d.— Ampliar la base de S hasta obtener una base B* de May2(R), para a = 1.

Ejercicio 5.12.— Sea la matriz:
= (50 ) e ram
a.— Hallar una base B y la dimensién del subespacio vectorial:
S ={X € M3x2(R)/A- X = (0)2x2}

b.—, d.— Hallar un s.g. G de S que no sea base de S. Calcular r (G).
c—, d.— Hallar un s. libre F' de S que no sea base de S. Calcular r (F').

e.— Ampliar la base B de S hasta obtener una base B* de Msy2(R).

Ejercicio 5.13.— Calcular el rango de las siguientes matrices (segun el valor del pardmetro real m € R en el
caso de las matrices B,C y D).

1 2 3 4
2 3 1 2 1 2 1 m+1 Tlniii
A=|45 =3 2| . B=[ 11 -m m+1 |, o=|" ]
01 5 9 m 3 -1 0 .
00 0 1
1 0 m 1 4 4 2 3 -1
m -1 1 0 11 11 1
D=9 1 m 1| » E=1 21 210 o
1 0 -1 0 9 1 0 1 -1

Utilizando la informacién obtenida al calcular el rango de las matrices del problema, responder a las siguientes
cuestiones:
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a.— Calcular el rango de la familia F' de los vectores fila de las matrices A, By FE.
b.— ;Cuél es la dimensién del subespacio vectorial engendrado por F' ? ;Por qué?

c.— Indicar una base de £(F) y ampliar esta base hasta conseguir una base de R* en los casos de las
matrices Ay By R® es el caso de la matriz E.

d.— ;Para qué valores del pardmetro m € R los vectores fila de D forman base de R*? Razonar la respuesta.

Ejercicio 5.14.— Sea A € R y los vectores de R* siguientes:

m=(2,1,),2) , w=(53,2XA+2,)) , uz3=(\0,\9)

a.— Calcular r (F'), siendo F = {uy,Ws,us}, segin los distintos valores de A € R.

b.— Hallar para A = 3 una base B; de L(F'). Ampliar la base By de £(F') hasta conseguir una base Bf de
R*.

c.— Hallar para A = 0 una base By de L(F). Ampliar la base By de £(F') hasta conseguir una base B3 de
R*.

Ejercicio 5.15.— Resolver por el método de Gauss los siguientes sistemas:

20 +y+5z = 5 r+y+z+t = 4
r+y—3z = 2 r+y—z+t = 2
r+y+2z = 2 20 4+2y—z+t = 4

Resuelve las siguientes cuestiones, justificando las respuestas:

a.— Estudiar la dependencia o independencia lineal de la familia de vectores:

F={wm=(,1,1,1),aa=(1,1,-1,1), 15 = (2,2,—-1,1)}

b.— Dar una base B del subespacio S = L (F).

c— Ampliar la base B; de S hasta conseguir una base B} de R*.

d.— ;Son L.I los vectores v; = (1,1,1,1,4) , o = (1,1,—-1,1,2) , 73 = (2,2,—1,1,4) ?
e.— Dar una base By del subespacio T' = L ({71,72,73}).

f.— Ampliar la base By de T del apartado anterior para conseguir una base Bj de R,

g.— (Es subespacio vectorial de R* el subconjunto W = {(a,2 — a,1,1)/a € R}?

Ejercicio 5.16.— Sea el subespacio vectorial de R*:
S=L{a=14ao1l,a—1,a),a2 = (a,0,1 —,1),a3 = (o, 1, — 1,0)})
a.— Hallar una base B y la dimension de .S , segun los valores del pardmetro «.
b.— Para o = 0 , completar la base B hasta obtener una base B* de R*.
c.— Consideremos el sistema homogéneo:
21-G1+29-Go+x3-a3 =0

Discutir y resolver el sistema segun los valores del paramétro a.
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5.2. Ejercicios propuestos (con solucién)
Ejercicio 5.17.— Sea el subespacio vectorial de P, definido por:
S = {p(x) € P2/p(0) +p(1) = p'(0)}
a.— Hallar una base de S y la dimensién de S.

Solucion.—
S:{—20x2+bz+c/b,c€R}

B={pi(z) =, pz(x) = —23:24—1} , dimS =2.
b.— Ampliar la base de S hasta obtener una base B* de Ps.
Solucién.— B* = {pl(x) =z, pa(r) = =222 +1, p3(x) = 1}
c.— Hallar un sistema generador de S que no sea base de S.

Solucién.— G ={pi(x), p2(x), p1(x) + p2(z) }
d.— Hallar un sistema libre de S que no sea base de S.
Solucién.— F={pi(x)}
Ejercicio 5.18.— Consideremos el siguiente subespacio vectorial de R*:
S ={(z1,22,23,24)/21 — 24 =0 N 3 — x4y = 23}

a.— Obtener dos bases distintas By y By de S y hallar la dimensién de S.

Solucién.—
S={(a,b,b—a,a) Ja,beR}
By = {u = (1,0, - 11) > =(0,1,1,0)} o
By = {v;=(1,1,0,1), 95 = (0,1,1,0)} } , dimS =2.

b.— Sea F' = By U By. (Es F libre? ;Es F sistema generador de S ? Hallar r (F).
Solucién.— F s.ligado , F s.generadorde S , r(F)=2

c.— Completar la base B; hasta obtener una base B* de R*.
Solucién.— B*={u,us, €3, €4}
Ejercicio 5.19.— Indicar razonadamente si son verdaderos o falsos los siguientes enunciados:

a.— Si G ={v1,7a,...,Um} es un sistema generador de un subespacio vectorial S, entonces dim S = m.

Solucion.— No necesariamente cierto: Si G es ademds un sistema libre, entonces es cierto.

Si G es un sistema ligado, entonces: dim S < m.

En general, dimS < m y la igualdad sélo se cumple cuando el sistema generador G de S es ademds un
sistema libre.
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b.— Los polinomios {p1(z) = z,p2(z) = 1 + z,p3(z) = 1 + x + 22} forman una base del espacio vectorial
real Ps.

Solucién.— Verdadero

Ejercicio 5.19.— Indicar razonadamente si son verdaderos o falsos los siguientes enunciados:
a.— El conjunto de vectores de R? de la forma (21, 72,1) es un subespacio vectorial de R3.

Solucién.— Falso:  0¢ H = {(z1,22,1) /z1,22 € R}.

b~ SiF = {z = (1,2),7 = (2,3)} es un sistema generador de R?, entonces G = {Z = (1,2),7 = (2,3),z = (-2, —3)}
es también un sistema generador de R2.

Solucién.— Verdadero: Zz = —7.

c.— Si S es un subespacio vectorial propio de R® es posible encontrar 3 vectores linealmente independientes
de S.

Solucién.— Falso: Si S es subespacio vectorial propio de R? = dim S =1 V 2, luego como mucho

habra 2 vectores L.i. en S.

Ejercicio 5.20.— Justificar cudles de los siguientes subconjuntos son subespacios vectoriales del correspon-
diente espacio vectorial real, indicando una base en caso de que sean subespacios.

Sy ={p(z) € Ps/p(x) = 2 + ax + b}

Sy = {(x1, 2, x3) € R®/xy - 22 = 0}

Ss = {(z1,22,23) € R®/z1 + 23 < 0}
Solucion.—

e S1  no es subespacio vectorial de Ps pues 0 ¢ S;

e S5 mno es subespacio vectorial de R3 pues:
f:(07171)652 ; y:(17070)6‘92 ; E+y:(1a1a1)¢82

e S3  no es subespacio vectorial de R3 pues:
f:(ilvoao)es‘k’) ; 72f:(270a0)¢53
Ejercicio 5.21.— Sea
S = {(Il,IQ,QZ37l‘4)/I3 = O A T +£L‘2 +I4 = 0}
a.— Demostrar que S es subespacio vectorial de R*, hallando una base B de S y su dimensién.
Solucién.—
S={(a,0,0,—a—-10) /a,be R}
B={u; =(1,0,0,-1),uy =(0,1,0,—-1)} , dimS=2.

b.— Completar la base B de S hasta obtener una base B * de R%.
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Solucién.—  B* = {w, U2, & = (0,0,1,0), & = (0,0,0,1) }

Ejercicio 5.22.— En el espacio vectorial real R* se consideran los subespacios:

S = {($1,$2,$3,£L’4)/$1 = LUQ}
T=rL({(1,1,2,1), (2,0,-1,1)})

Hallar una base y la dimensién de cada uno de los subespacios siguientes: S, T', S N T. Prolongar cada una
de las bases hasta conseguir tres bases de R%.

Solucion.—
e Bs={(1,1,0,0), (0,0,1,0), (0,0,0,1)}
Bt ={(1,1,0,0), (0,0,1,0), (0,0,0,1), &1}
i BT:{(1,17271)3(27071771 }
B’; = {(17 1727 1)7 (2707 ]-7 _]-) , €3, 64}

Ejercicio 5.23.— Sea el subconjunto de Ps:
S = {p(z) € P3/p(z) es divisible por z°+ 1}
a.— Demostrar que S es un subespacio vectorial de Ps3, detallando una base B y la dimensién de S.

Solucién.—
S={(ax+b)-(2*+1) /a,beR}

B={pi@)=2’+z,p(x)=2+1} , dimS=2.
b.— Completar la base B de S hasta obtener una base B* de Ps.
Solucién.— B*={pi(x) =24z, pa(x) =22 + 1, q1(z) = 2%, ga(a) = 2? }

c— (El polinomio w(z) =2 + 22 +2+1€S?;Yr(z)=a2t+23-1€ 57

d.— {Cudles son las coordenadas de w(z) = 2®> + 22 + 2+ 1 € S en la base B de S ?
Solucién.— w(x)=p1(z) +p2(x)e S , rl@)¢gPs = r(x)¢Ss
e.— Buscar un subconjunto infinito 7' de P3 que no sea subespacio vectorial de Ps. Justificar la respuesta.

Solucién.— Por ejemplo:
T={az’+1/a€R} pues q(z)=0¢T.

f.— ;Cudl es el rango del siguiente conjunto de polinomios
T = {17:13‘,1'2 +1,2% +z, 2% 2% + 1}?

;,Qué puedes decir sobre T'7
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Solucion.—

0 0 01
0 010
01 01
A= 101 0 r(A)=r(T)=4
01 00
1 0 0 1

Como 1 (T) = 4 = dim P3, entonces T es sistema generador de Ps, pero no es base de Ps, pues es s. ligado.

Ejercicio 5.24.— Sea el R-espacio vectorial P = {p(x) =ax®+bx®+cx+d/a,b,c,dc R} y consideremos
el siguiente subespacio vectorial :

S ={p(x) € Ps/p(=1) +p""(=1) =0 A p(1) + p""(1) = 0}
a.— Hallar una base B de S y determinar la dimensién de S.

Solucién.—
S={az’+bz®—ar—6a—b/a,beR}

B={pi(z)=2—2—6,p(z)=2">-1} , dimS=2.
b.— Prolongar la base B de S hasta obtener una base B* de Pj.
Solucién.— B*={pi(z)=2—2—-6,pe(x) =2 -1, qu(z) =2, g2(x) =1}
c.— Encontrar un subespacio vectorial 7" de S tal que dim 7T = 1, indicando una base del mismo.
Solucién.— T=L({z*-2z-6}) , B ={p(x)=a2®—z—6}
Ejercicio 5.25.— Consideremos el subconjunto del espacio vectorial real Ps:
1
S = {p(x) € 773// p(x)dz = 0}
-1
a.— Comprobar que S es un subespacio vectorial de Ps.
b.— Hallar una base B de S ;Cuél es la dimensién de S?

Solucién.— )
S = {az® — 3d2® + cx + d/a,c,d € R}
Bs = {23, -322 + 1,2} ; dimS=3

c.— Prolongar la base B de S hasta encontrar una base B* de Ps.
Solucién.— B* = {23, -322 + 1,2, 1}
Ejercicio 5.26.— Una compania almacena tres mezclas bésicas A, B y C. Las cantidades se miden en gramos
y cada “unidad” de mezcla pesa 60 gramos. Pueden formularse mezclas especiales de argamasa efectuando

combinaciones de las tres mezclas bésicas. Por ello, las mezclas especiales posibles pertenecen al espacio
generado por los tres vectores que representan las mezclas basicas. La composicion de éstas es:
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Cemento || 20 | 18 | 12
Agua 10 | 10 | 10
Arena 20 | 25 | 15
Grava, 10| 5 | 15
Tobas 0 2 8

a.— Razonar si es posible hacer una mezcla que consiste en 1000 gramos de cemento, 200 gramos de agua,

1000 gramos de arena, 500 gramos de grava y 300 de tobas. En caso afirmativo decir cuantas unidades
de cada mezcla basica A, B y C se necesitan para formular la mezcla especial.

Solucién.—
a= (20,10,20,10,0)
b= (18,10,25,5,2)
c= (12,10,15,15,8)
m = (1000, 200, 1000, 500, 300)
M= ap-dG+as-b+as-¢ sistema incompatible
b.—

Supdéngase que se desean hacer 5400 gramos de argamasa de manera que contenga 1350 gramos de
cemento, 1675 gramos de arena y 1025 gramos de grava. Si la razén de agua a cemento es de 2 a 3,
decir qué cantidad de tobas debe utilizarse para hacer 5400 gramos de argamasa. En caso de que esta
masa se pueda formular como una mezcla especial, decir cudntas unidades de las mezclas A, By C se
necesitaran para formular dicha mezcla especial.

Solucion.—

5.3.

(20, 10, 20, 10, 0)

(18,10, 25,5,2)

(12,10,15,15,8)

(1350, 900, 1675, 1025, 450)

a1-6+a2-5+a3~6 — a1:157a2:25,a3:50

3 3 o <isl
i

Cuestiones verdadero/falso

Razona si son verdaderas o falsas las siguientes afirmaciones:

1.

5.4.

Un conjunto de tres vectores {u, 7, w} es linealmente independiente si ninguno de los tres vectores es
proporcional a ninguno de los otros dos vectores.

. Si {u1,ds,..., Uy} son vectores linealmente independientes de un espacio vectorial real V| entonces
dimV > n.
Si {wy,u2,...,Un} y {U1,02,...,Um} son dos sistemas generadores distintos de un mismo subespacio

vectorial real S, entonces n = m.
Todo sistema libre de un espacio vectorial real V', es base de V.

SiS={(a+c,a—bb+¢0)/a,b,c € R}, entonces dim S = 3.

Cuestiones multiple eleccién

En cada una de las preguntas del test, debe indicarse la o las respuestas correctas de las diferentes posibili-
dades existentes (puede haber una, mds de una o ninguna). Los dos primeros fallos no se tendrdn en cuenta,
pero a partir del tercer fallo, por cada uno de ellos, se descontard la mitad de la puntuacién de un acierto.
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. Sea G = {T1,T2,...,Tp} un sistema ligado de vectores de un espacio vectorial real V.

(O Cualquier vector de G se puede poner como combinacién lineal de los restantes vectores de G.
O G contiene alguna base de V.

O dim L(G) < p.

O G se puede completar a una base de V.

. En el espacio vectorial real de los polinomios de grado menor o igual que 2 con coeficientes reales, el
conjunto de los polinomios que admiten el 1 como raiz,

(O no es un subespacio vectorial de P,
(O es un subespacio de Py de dimensién 1,
(O es un subespacio de Py de dimensién 2,

(O es un subespacio de Py de dimensién 3.

. Sea S = {Ty, U, U3, s} un sistema ligado de vectores de R3. Entonces, el conjunto B = {%y, s, U3} es
una base de R? si uy € £ ({1, Ua, Uz }).

O Falso, el enunciado serfa cierto si S fuera también un sistema generador de R3.
O Falso, los tres vectores {uy, Ua, U3} pueden seguir siendo linealmente dependientes.

(O Verdadero, el procedimiento para construir una base es eliminar el vector que sea combinacién lineal
de los demaés.

O Verdadero, pues dimR? = 3.

. Sean {W1, U9, U3, U4} una base de un espacio vectorial V' y consideremos los vectores

U1 =U

Vg = U1 — U2

V3 =1Up — Uz + U3

Uy =U1 — Uo + U3+ Uy

O dim E({51,§27@3}) = 3.
O L{u1,u2,u3}) = L({v1,02,03}).
(O Los vectores 01,02, 03, U4 generan V.

O Los vectores vy, U, U3, U4 son linealmente dependientes.

. Sea V' un espacio vectorial real de dimensién n y sean 4y, Us, ..., U, € V.
Or>n = {w,us,...,ur} es un sistema ligado.
Or>n = {u,us,...,uUr} es un sistema generador de V.
Or<n = {u,us,...,U,} es un sistema libre.
O {u1,qs,...,u,} sistema generador de V.. = r >n.
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6. Ejercicios unidad tematica 6

6.1. Ejercicios a resolver en clase

Ejercicio 6.1.— Indicar cudles de las siguientes aplicaciones son productos escalares sobre el correspondiente
espacio vectorial V. En caso afirmativo, obtener la matriz de Gram en la base candnica del correspondiente
espacio vectorial:

o fi :R3® xR?® — R definido por:
) [1(7,Y) = x1y1 + 222y2 + 23y3

b f2 : Py x Py — R definido por:
" falp(2),q(2) = aad’ + bV + e

| f3 i Maxa X Maxa — R definido por:
¢ f3(A, B) = traza (BT - A)

f4(T,7) = ;a1 + x2(y1 + y2) + (21 + 23) (Y1 + y3)

_ { f5: P2 x Py — R definido por:
T (@), q(@) = p(=1)a(=1) + p(0)g(0) + p(1)g(1)

do { fi:R*xR* — R definido por:

Ejercicio 6.2.—

1.— Sea el espacio vectorial euclideo usual R?

a.— Hallar la norma del vector = = (1,2, —1).

b.— Calcular el d4ngulo formado por los vectores 5 = (1,0,—1) y z = (—1,1,1).
c¢.— Determinar la distancia entre los vectores del apartado anterior.

2.~ Se pide lo mismo siendo el producto escalar en R3:

(Z,7) = v1y1 + 272y + T3y3 VT, Y € R?

Ejercicio 6.3.— Sea el e.v. euclideo (Pa, ( , }), con el producto escalar usual en Pa:

(p(x),q(x)) =a-a’ +b-b +c-c, siendo:
pla)=az®+bz+c , qlz)=dz?+bz+¢

a.— Calcular el 4ngulo formado por los polinomios py(z) =1y pa(z) =z + 1.
b.— Calcular la norma del polinomio v(z) = 2% + 22 — 1.

c.— Calcular la distancia entre los polinomios ¢;(x) = 22 +z + 1 y ¢2(z) = 2% — 1.

Ejercicio 6.4.—

a.— Consideremos el e.v. R? con el producto escalar usual. Hallar la expresién matricial de dicho producto
escalar respecto de la base:

B = {ﬂl = (1’ 150)7ﬂ2 = (07 1, 1),@3 = (0)071)}
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b.— Consideremos el e.v. R? con el producto escalar definido por la matriz de Gram

G =

S = N
[enl Nl

0
0
1

respecto de la base:
B ={u, =(1,0,1),us = (0,1,0),u3 = (0,1,1)}

Hallar la expresién general de dicho producto escalar
Ejercicio 6.5.~ Sea el e.v. euclideo (R?,(, )) con el producto escalar:
(T,9) = z1y1 + (21 + 22) (Y1 +y2) + (21 + 22 + 23) (Y1 + Y2 + ¥3)

a.— Hallar una base ortogonal Bp de R3.

b.— Hallar una base ortonormal Boy de R3.

Ejercicio 6.6.— Sea el subespacio vectorial
S ={A€ Ms3R)/A=—-A"}
contenido en el espacio euclideo (M3sx3(R), (, )) donde el producto escalar es el usual, es decir:
(A, B) = traza (B" - A)

a.— Hallar la expresién general del producto escalar en la base canénica de M3x3(R).
b.— Hallar una base ortogonal Bo y una base ortonormal Boy del subespacio vectorial S.

c— Hallar la mejor aproximacién de la matriz

E =

3 &~ =
co Ot N
O O W

en el subespacio S. Calcular la norma del error cometido.

Ejercicio 6.7.— a.— Utilizando el producto escalar usual, encontrar la mejor aproximacién wdev = (1,1,1,1) €

R* es el subespacio
S ={(z1,22,23,24) /01 —24 =0 A 23 — 14 = 23}

Calcular también la norma del error cometido.

b.— Utilizando el p.e. usual, encontrar la mejor aproximacién w de ¥ = (0,1/2,1,1) € R?* en el subespacio
S=L{u =(-1,0,1,1),u = (1,1,1,1)})

Calcular también la norma del error cometido.

c.— Utilizando el producto escalar usual, cudl es la combinacién lineal w de (1,2, —1) y (1,0, 1) que estd més
cerca de ¥ = (2,1,1) € R3? Calcular la norma del error cometido.

Ejercicio 6.8.— a.— Utilizando el producto escalar usual en C_ y):
1
(f9) = | fa) gla)da
-1
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hallar 7(z) = az® + bz? + cx  (a,b,c € R) que mejor se aproxima a la funcién
v(z) =2 Vze[-1,]1] (v(z) € Ci-1,1))

b.— Idem par w(x) = 222 — z.

Ejercicio 6.9.— Resolver de forma aproximada el sistema de ecuaciones lineales dado por:

T +ZL'3 = 1

T2 +2£C3 = 1

1 +2x9+2x3 = 1
r1+x9+3x3 = 1

Obtener el error que se comete.

Ejercicio 6.10.— a.— Comprobar que no hay ninguna recta que se ajuste a los siguientes datos:
y==~6 en z=0
y=20 en z=1
y=—-1 en z=1

y=20 en =2

b.—Encontrar la ecuacion de la recta y = ax + b que mas se aproxima a los datos anteriores.

6.2. Ejercicios propuestos (con solucién)

Ejercicio 6.11.— Sea el espacio vectorial euclideo (P2, < , >) donde el producto escalar viene definido por:

{p(z),q(x)) = p(=1) - ¢(=1) + p(0) - ¢(0) + p(1) - ¢(1)
Vp(z) =az? +br+c , qlx)=d2?>+bx+c

Calcular la matriz de Gram del producto escalar definido previamente respecto de la base candnica de
Py : Be = {2% x,1}. Realizar el mismo célculo respecto de la base de Ps:

B={pi(z) = 23— 1,po(x) = 2% — z,p3(x) = 2 — 2% — 1}

Solucion.—
2 0 2 5 —4 7
GBC = 0 2 0 N GB = —4 4 —6
2 0 3 7 —6 11

Ejercicio 6.12.— Consideremos el subespacio vectorial de P, definido por:
S ={p(x) € P2/p(0) + p(1) = p'(0)}
a.— Hallar una base B de S y determinar la dimensién de S.

Solucién.—
Bs = {pi(z) = ,pa(2) = 222 +1} , dimS =2

b.— Ampliar la base B de S hasta obtener una base B* de Ps.

Solucién.—
B* = {P1(9U) =x,p2(x) = -2z + 1,p3(z) = 1}
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c.— Hallar un sistema generador de S que no sea base de S.

Solucion.—

G = {pi(z) = z,pa(x) = =222 + 1, p1(x) + pa(x) = —

222 +x + 1}
d.— Determinar la mejor aproximacién vp(z) del polinomio p(z) = 1 en S con el producto escalar en Py
definido por:
(p(x), q(x)) = 2aa’ 4+ b’ + 3cc’ + ac’ + ca’
Vp(r) = az? + bz + ¢

, qlx)=d2? +Vx+ ¢
Solucién.—

e.— ;Cudnto vale la norma del polinonio error e(z) = vp(z) — p(z)?

Solucion.—

II()II*@*%
e(z)|| = - 7\ﬁ

Ejercicio 6.13.— Consideremos el siguiente subespacio vectorial de Ps:

S ={p(z) € P3/p""(0) =0 Ap(1) =0}
a.— Hallar una base B de S y determinar la dimensién de S.

Solucion.—

Bs={pi(z) =2* —1,pa(z) =2 —1} , dimS=2
b.— Ampliar la base B de S hasta obtener una base B* de Ps.

Solucién.—

B* = {pi(x) = z? — Lipz(z) =2 —1,p3(x) = $37P4($) =1}

c¢.— Dar un subconjunto 7" de P3 que no sea subespacio vectorial de P5. Justificar la respuesta.
Solucion.—

T={2* -1} ; 0¢T

d.— Utilizando el producto escalar usual en P hallar la mejor aproximacién vr(x) de r(z) = 2% + 1 en S.
Solucién.—

x
vr(z) ~3 73 + -
e.— Calcular el valor de e(x) = vr(x) — r(z)
Solucién.— /i3
12 2
le()[l = 3 g\/g

Ejercicio 6.14.— Consideremos el siguiente producto escalar en R3
(T,79) = (1 4+ 22) (Y1 + y2) + (21 + 23) (1 + y3) + (22 + x3)(y2 + y3) VT, 7 € R?
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a.— Calcular la matriz de Gram del producto escalar definido previamente respecto de la base canénica.

Solucion.—

2
Gp. = | 1
1

— N =
[N

b.— Calcular la matriz de Gram y la expresién matricial del producto escalar definido previamente respecto
de la base de R?:

B = {ﬂl = (1707 1)ﬂﬂ2 = (07170)7ﬂ3 = (07 _1a_]—)}

Solucién.—
6 2 =5
G = 2 2 -3
-5 -3 6
11 1 6 2 -5 10 0 m
@y =(z1 a2 x3)[ 0 1 0 2 2 -3 11 -1 Yo
5 ~ 0 -1 -1 -5 -3 6 1 0 -1 Y3
X en C
Gp Y en Bo
Ga,

c.— Hallar el dngulo formado por los vectores T = (1,—1,3) e 5y = (0,1, 2) y la distancia entre ambos. ;Son
los vectores T y i ortogonales? Justifica la respuesta.

Solucién.— 7 u
z,y
cosf = — " = = 0 =0.5796397 = 33.210911°
1Z| - [[gll  v14-v20

d(,7) = [z - gll = (1, -2, 1) = V6

Como el dngulo que forman los vectores no es 7/2 los vectores no son ortogonales.

Ejercicio 6.15.— Consideremos el siguiente subespacio vectorial de R* con el producto escalar usual:
S = {(w1, 2, 3, 74) € R /w1 — 24 = 29 — 24 = w3}
a.— Hallar dos bases distintas B; y Bs de S y determinar la dimension de S.

Solucién.—

)7(07()’1’_1)} 5 dimS =2
1,1 }

b.— Sea F' = By U By. (Es F libre? jEs F s.g. de S? Hallar r (F).

Solucion.—
F es ligado ; F ess.g.de S ; r(F)=2
c.— Prolongar By y Bs hasta obtener dos bases Bf y Bj de R*.
Solucién.—

BT: (1717031)7(070717_1)762764}
Bik = (171a1a0)7<1717_172)aélaé2}
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d.— Obtener a partir de B} una base ortogonal de R*.

Solucion.—
Bo ={(1,1,0,1),(1,1,3,-2),(-2,3,-1,-1),(-1,0,1,1)}

e— Obtener a partir de B3 una base ortonormal de R*.

Solucién.—
(LLL()) ( 11 =2 @) (@ -2 -1 —1) (Oi;l;l)
\/g?\/g)\/ga ) \/E’\/ﬁ’\/ﬁ’\/g ) ﬁ?m?\/ﬁ?\/ﬁ ) 7\/57\/§7\/§

f— Hallar la mejor aproximacién de Z = (1,1,1,1) en S. Hacer lo mismo con los vectores § = (2,4,2,2) y
Z = (4,4,2,2). Calcular en ambos casos la norma del vector error.

Solucion.—
_, (6 6 3 3) -, (16 16 8 8) -,
— P T — . — P —— . A—
5555/ 7 575’55 ’
_ V10 _ V156 2 _
lell = el = —===3v39 ;5 [l =0

5 ’ 5 3 ;
g.— Utilizar el producto escalar:

(7,7) = w1y1 + (21 + 22) (Y1 + Y2) + 23Y3 + Tava,

hallar la mejor aproximacién de T = (1,1,1,1) en S. Hacer lo mismo con el vector § = (2,4,2,2 y
zZ = (4,4,2,2). Calcular en ambos casos la norma del vector error.

Solucién.—
Bos ={(1,1,0,1),(1,1,6,—5)}

_ R
, (12126 6)’

(1212 6 6 (32321616)‘?
117117117 11 ’

117117117 11

/55 V656 4
e = -_— N e = —= 41 M e =
el = %= el = = VAT el =0
1 1 1 1
L . 1 1 0 1 . . . . .
Ejercicio 6.16.— Sea la matriz AM = 1 —-1 -1 0 |’ matriz ampliada asociada a un cierto sistema de
2 1 0 1

ecuaciones lineales. Responde razonadamente a las siguientes cuestiones:
a.— Calcular det AM por el método de las operaciones elementales de fila..

Solucién.—
det AM =1

b.— Escribe en forma vectorial el sistema de ecuaciones que representa AM .

Solucién.— _
—/ —/ —/
Ti1-0 + T2 0y +x3-a3=">

a/1 = (1’ 15 172) ; a/2 = (17 17 71a 1)
ay = (1,0,—-1,0) ; b=(1,1,0,1)
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c.— Resuelve el sistema de ecuaciones asociado a la matriz AM en el sentido de minimos cuadrados..

Solucién.—
l l l
- 1 1 1 1
AM — =1 1 0] 1
- 1 -1 -1 0
2 1 0 1

det AM #0 =— r(AM)=4>rA=3 = S.L

3.— Hallamos la mejor aproximacién w’ de b" en S = L ({@},a%,a%}). Necesitamos dar los siguientes pasos:

3.1~ Encontrar una base B de S: B = {a@}, @), a4}

3.2— Aplicar el proceso de Gram—Schmidt a la base B para obtener una base ortogonal Bp de S:

e 73 = a5=1(1,0,-1,0)=71;

— _, ay,v) o (@5,72) 34 31 7
— D) .Ulf — B . = e e — —=,Z," T, ZT :US
(ot 72| 7T

ah,T1) = =2

34 31
BO = {’Ul = (1707—1,0),52 = (171,1,2),53 = (-7,7,_777)}

3.3.— Hallar la suma de las proyecciones ortogonales de b sobre los vectores de la base ortogonal hallada en
el apartado 3.2—.

S Y (8 170 SR (0 0 SR (0 1% S 94 16
Z; b)) o (0T (b,v3) :< )

. — - U1 — - Vo — ‘U3 = - —— =
[l " ol w22 3] 10°5" 1075

@ v)=1 &, m)=4 &, 05 =

2
7
[l =2 Jwl?=7 |©|®=2

4.— Resolver el sistema (que ha de ser compatible determinado):

—/ —/ —/ —
T1-G; + 220y + X3 03 =W

I1+l‘2+l’3 = 4]1%

1‘1+l’2 = 5

$1—$2—2I3 = —Tlo

21‘1+I2 = g

9 9
o 1 0 5 ngF1 5 _ 2
Bil——1—% 200% IR S |
2 1 0 e 2 1 0| ¢ ’ 10
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5.— Norma del error cometido:

4 1 1
g777_77§ —(1,1,0,1) :@
10°5° 105 10

6.3. Cuestiones verdadero/falso
Razona si son verdaderas o falsas las siguientes afirmaciones:
Lzl =gl <= &E+y7-7)=0
2. (Z,7) = 2191 + 12y2 VT, 7 € R3 es un producto escalar en R3.

3. En un espacio vectorial euclideo, cualquier coleccién de vectores ortogonales es linealmente indepen-
diente.

4. La matriz de Gram en una base ortogonal es siempre una matriz diagonal.

5. Para calcular la mejor aproximacién de un vector en un espacio vectorial euclideo calculamos la suma
de Fourier de este vector respecto de una base del espacio vectorial.

6.4. Cuestiones multiple eleccién

En cada una de las preguntas del test, debe indicarse la o las respuestas correctas de las diferentes posibili-
dades existentes (puede haber una, mas de una o ninguna). Los dos primeros fallos no se tendrdn en cuenta,
pero a partir del tercer fallo, por cada uno de ellos, se descontard la mitad de la puntuacién de un acierto.

1 2
1. Sea A = 2 2
1 0

(O A es una matriz de Gram <= A es regular.

a
0 S M3><3(R).
b

(O A es una matriz de Gram <= a=1.
O A es una matriz de Gram <= b > 0.

(O Si b= 0, A no es una matriz de Gram.

2. Sea (V,(, )) un espacio vectorial euclideo real.
Ol2-z=2 |zl VreV.
Ol +3ll =z + gl vz.geV.
Olrz|=Xx |zl vZeV, VAeR.
O@ Ay =X Ty VZ,yeV, K VIeR.

3. Sea R? con el producto escalar: (Z,7) = z1y1 + 272%s.

O La matriz de Gram en la base canénica de R? es la matriz Io.

a matriz de Gram en la base B = ,0), — e es la matriz
OL iz. de G la b B={(1,0),(1,-1)} d R2 es 1 i <

O I(L,0)] = 1.
O [0, )] = 1.
O d((1,0),(0,1)) = V2.

— =
[N
N———
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4. En un espacio vectorial euclideo V' de dimension n:
(O La matriz de Gram en una base ortonormal de V es la matriz unidad I,,.
O Si B={ej,e2,...,€,} es base de V, entonces la matriz de Gram en la base B es invertible.

(O La mejor aproximacién de un vector T € V' en un subespacio vectorial S de V' es la suma de las
proyecciones ortogonales de T sobre una base cualquiera de S.

O lz—yl <[zl +lyl vz,yeV.

2 0 2
5. Sea G = 0 2 0 la matriz de Gram en la base Bo = {xQ,x, 1} de un cierto producto escalar
2 0 3

definido en el espacio vectorial Ps:
O p1(z) = 2% y pa(z) = z son ortogonales.
O@?+r+1,2)=2.

O La mejor aproximacién del polinomio p;(z) = 22

en el subespacio vectorial S = P; es q(z) =

2

O La mejor aproximacién del polinomio py(z) = z

2
en el subespacio vectorial S = P; es ¢q(z) = 2.

(O Be no es una base ortonormal es este espacio euclideo.
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7. Ejercicios unidad tematica 7

7.1. Ejercicios a resolver en clase

Ejercicio 7.1.— Sea la matriz

1 0 -1
A= 1 2 1
0 0 2

Indicar cuéles de los siguientes vectores son vectores propios de A, hallando su valor propio asociado:

T = (—1,1,0) ;Y= (13171) ; E:(_LO’ 1) ; t= (03170) ; 0= (03070)

Ejercicio 7.2.— Determinar el polinomio caracteristico y calcular el determinante de una matriz A € My 5(R),

sabiendo que:
o(A) ={0,1,-1}
A =0 es un valor propio de A de orden o multiplicidad k =3

Ejercicio 7.3.— Consideremos la matriz:

a.— Hallar los valores propios y los subespacios propios de A.

b.— Diagonalizar la matriz A si es posible.

c.— Hallar, si es posible, una base de R? formada por vectores propios de A.
d.— Calcular det A.

e~ Calcular A™!, si es que existe.

f.— Calcular A™ en funcién de D y P

Ejercicio 7.4.— Hallar los valores propios y los subespacios propios de las siguientes matrices reales:

1 3 -1 1 0 0 1 0 0
A= 35 -1 |:B=|l0 1 o0];c=[0 -1 1
-3 3 1 1 -1 -1 0 0 -1
100 00 1
Di=(020)|:E=]02 0
009 9 0 0

Indicar cuéles son diagonalizables y diagonalizar cuando sea posible.

Ejercicio 7.5.— Diagonalizar y diagonalizar ortogonalmente las siguientes matrices simétricas:

2 -1 -1 310
A= -1 2 -1 . B=|11 0
-1 -1 2 00 2
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7.2. Ejercicios propuestos (con solucién)

Ejercicio 7.6.— Sea la matriz

01 0
A=11 1 1
01 0
a.— Diagonalizar A.
Solucién.—
)\1 =-1 ] k‘l =1
L] /\2 =0 3 kg =1
)\3 =2 3 kg =1

o V(-1)={(a,—a,a)/a e R} By ={(1,-1,1)}

e V(0)={(a.0,—a)facR} By={(1,0,-1)}
e V(2)={(a,2a,a)/a € R} Bs ={(1,2,1)}
-1 0 O
D= 0 0 0 |]=P1'4P ,con P=| -1
0 0 2
b.— Diagonalizar ortogonalmente A.
Solucion.—
1 1
-1 0 0 V3 V2
— _ pT _ 1
D= 0 00 |=P AP ,con P= -7 0
0 0 2 1 1
V3 V2

—_

—_

di=1=F

dy =1=ky

dy=1=k;
11

2
-1 1

o

ortogonal

S-S

c— (Es posible hallar una base de R? formada por vectores propios de A? En caso afirmativo, indicar una

de esas bases, justificando la respuesta.

Solucién.— B={(1,-1,1),(1,0,-1),(1,2,1)}

d.— ;Es posible hallar una base ortonormal de R? formada por vectores propios de A? En caso afirmativo,

indicar una de esas bases, justificando la respuesta.

s B ={ (3~ ). (05)-

Ejercicio 7.7.— Sea la matriz

1
V6’

%))

SlS

1 00
A= 0 0 O
100
a.— Hallar los valores propios y los subespacios propios de A.
Solucion.—

. )\120 ) k1:2
)\2:1 3 k2:1

o V(0)={(0,a,b)/a,beR} B;=1{(0,1,0),(0,0,1)} d=2=k

e V(1)={(a,0,a)/a € R} By, ={(1,0,1)}

40

do =1=ks



b.— Diagonalizar A, si es posible.

Solucion.—

=P 'AP ,con P=

!

I

o OO
oS O O
— o O
O = O
_ O O
[

c.— Hallar, si es posible, una base de R3 formada por vectores propios de A.
Solucién.— Bgrs = {(0,1,0),(0,0,1),(1,0,1)}

d.— ;Es diagonalizable ortogonalmente la matriz A7 Justificar la respuesta y en caso afirmativo diagonalizar
ortogonalmente la matriz A.

Solucién.— A # AT = A no es diagonalizable ortogonalmente.
Ejercicio 7.8.— Sea la matriz
110
A= 01 2
0 0 1
a.— Comprueba que C = A — I3 es una matriz nilpotente de indice 3.

Solucion.—

010 00 2
C=10 0 2 ; C*=[000 i C%=(0)5,5
000 000

b.— Calcula la tinica matriz B € M3x3(R) que cumple A- B= B - A = I;.

Solucién.—
1 -1 2
B=A"1'=]10 1 -2
0o 0 1

c.— Calcular la matriz A" Vn € N y particulariza para n = 33.

Solucion.—
0 -1 2
e A '=T4+C; conCi=| 0 0 —2 | nilpotente de indice 3
0 0 0

. A*”:I+n01+w03 VneN

1 =33 1122
o A3 =7+433C;+528C=1 0 1 66
0 0 1

d.— ;Cuél es la maxima dimensién que puede tener un subespacio vectorial de R? para que se pueda
construir una base del mismo formada exclusivamente por vectores propios de A? Justifica la respuesta
y da un ejemplo de estos subespacios .S, indicando una base de S formada por vectores propios de A.
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Solucion.—

o V(1)={(a,0,0)/a eR} By ={(1,0,0)} di=1%#k =3

o 5S=1{(a,0,0)/a € R} dimS =1

Ejercicio 7.9.— Calcula, razonadamente, una matriz P regular tal que:

300 0 10 00
010 0] 03 00 1 poa pei
004 o|=F oo 10| P =0AP
000 —1 00 0 4

Calcular P~1y A5,

Solucion.— Se trata de diagonalizar la matriz A, que como es diagonal es trivial:

)\1:1 ; ]{?1:1
)\2:3 3 kfg:l
)\32—1 5 k3:1
)\4:4 ; k4:1

e V(1)={(a,0,0,0)/a € R} By ={(1,0,0,0)} di=1=k
o V(3)=1{(0,a,0,0)/a€R} By =1{(0,1,0,0} do=1=ks
(] V(—l) = {(0,07a,0)/a € R} Bg = {(0,0, 170)} d3 =1= k3

e V(4)={(0,0,0,a)/a €R}  By;=1{(0,0,0,1)} dy=1=k,

0100 0100

L 1000 1000 .

Po=100 01 — P=ly 001 |~"
0010 0010

Ejercicio 7.10.— Sea A € M3x3(R) una matriz triangular inferior tal que su polinomio caracteristico es:
p(A\) =2 —5X+427 — \?

Se sabe ademds que los vectores w = (—1,0,1) y T = (1,1, 0) son vectores propios de A.
a.— Hallar los valores propios de A, indicando su multiplicidad.

Solucion.—
M=1 k=2
A=2 k=1

PA) =2 =BA+4N - =N -1 *\-2) — {
b.— Calcular los subespacios propios de A indicando una base de los mismos.
c.— Hallar la matriz A.

d.— ;Es A diagonalizable? Justifica la respuesta y en caso afirmativo diagonalizar A.

e.— Calcular los valores propios de A2, indicando su multiplicidad.
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Solucion.—

7.3.

° = ) k1:2
)\2:2 ; k2:1

o V(1)={(b—aba)/a,beR} By={(~1,0,1),(1,1,0)} di=2=k

o V(2)={(0,0,a)/a € R} By ={(0,0,1)} do=1=ko

1 00 1 00 -1 10
A= 0 1 0 : D=0 10 |=P'P ,con P= 01 0

1 -1 2 00 2 1 0 1

Cuestiones verdadero/falso

Razona si son verdaderas o falsas las siguientes afirmaciones:

1.
2.

7.4.

Si A € M,,»n(R), entonces la matriz A - AT es diagonalizable.

Todos los valores propios de una matriz regular son no nulos.

1 1 0
El polinomio caracteristico de la matriz A= | 0 1 1 | esp(A)=A\—1)%
0 00

. El hecho de que una matriz n x n tenga n valores propios distintos no garantiza que sea diagonalizable.

210 1 0 0
Las matrices A=| 0 1 1 |yB=|[ 0 2 0 | son semejantes.
0 00 0 00

Cuestiones multiple eleccion

En cada una de las preguntas del test, debe indicarse la o las respuestas correctas de las diferentes posibili-
dades existentes (puede haber una, mds de una o ninguna). Los dos primeros fallos no se tendrdn en cuenta,
pero a partir del tercer fallo, por cada uno de ellos, se descontard la mitad de la puntuaciéon de un acierto.

1.

Sea A € Myx4(R) tal que A= AT y su polinomio caracteristico es p(\) = A3(A + 1).
(O No sabemos si A es diagonalizable hasta comprobar que dim V' (0) = 3.

(O A es diagonalizable.

(O A no es diagonalizable pues A = 0 es un valor propio triple.

Or(4) =1

O A no es regular.

. Sea A € M, «n(R) y T un vector propio de A asociado a .

(O —7 es vector propio de A asociado a .

O 0 es vector propio de A asociado a A pues A-0= \-0.
(O —7T es vector propio de A asociado a —A\.

(O 27 es vector propio de A asociado a 2.

(O 27 es vector propio de A asociado a A.
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3. Consideremos la matriz unidad de orden n, I,.
O I, es diagonalizable.
O I, es diagonalizable ortogonalmente.

(O Todo vector no nulo de R™ es vector propio de I,,.

O o) ={1}.

4. Sea A € My« (R) una matriz diagonalizable.
Or(4A)=n.
(O A es diagonalizable ortogonalmente.
(O A es una matriz regular.
(O AT es diagonalizable.

1 1 1 1
11 1 1
5. Sea A = 1111
11 11
O a(4) ={0,4}.
(O A es diagonalizable.
O dimV(0) = 3.

(O A =4 es un valor propio simple.
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