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2- Limites

3- Continuidad de funciones de dos variables

4- Derivabilidad de funciones de dos variables

5- Diferenciabilidad de funciones de dos variables

6- Derivada direccional. Vector gradiente
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8- Derivadas parciales de orden superior
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10- Extremos de funciones de dos variables

11- Extremos de funciones de dos variables con ligaduras




FUNCIONES REALES DE DOS VARIABLES REALES

Definicién
Una funcion real de n variables reales es una aplicaciéon
f: Dc R"— R que hace corresponder a cada n-upla

(X1,Xg5...,X,) € D un nimero real zelR

fDcR" — R
(Xq5X5,-.,X,) — Z=f (X{,X5,...,X,)

Eijemplos: f:-R3 5 R
2 2 2

goR2 — R
g (x,y) — z=2x+3y

D= dominio de definicidon de f




Para n=2

Una funcion real de dos variables reales es una aplicacién
f:DCcR?— R  que hace corresponder a cada par (x,y) €e D un
nameroreal zeR

Z

Eiemplos: f:R2 — R
(X,y) — Z=X+Xy

g:R? — R
(X,y) — z=Xx%+e¥

% Representaciones graficas

Dado un sistema de referencia cartesiano
del espacio usual R3de origen O y ejes X,Y y Z, el conjunto de puntos P
de coordenadas (x,Y,f(x,y)), define una superficie en R denominada

representacion grafica de f.



CURVAS DE NIVEL

Sea f:DcR?2 —> R
Definicion

Se llama curva de nivel m al conjunto
Cn, ={(x,y)e D/ f(x,y)=m]}

El conjunto G, representa graficamente la proyeccion
ortogonal, sobre el plano z=0, de la interseccion de la

superficie de ecuacion z=f(x,y) y el plano horizontal de

ecuacion z=m.



LIMITES

Sea :DcR? — R y (x,Y,) unpuntode acumulacion
de D

Definicion /7 eR es el limite de f en el punto (x,,Y,) Si

ve>0 38, >0/V(x,y)e D:O<\/(x—x0)2+(y—yo)'2 <, =
f(x,y)—¢|<e
se escribe: im  f(xy)=/
(X¥)—(X0,Y0)

+* NoO es necesario que la funcion esteé definida en el
punto X, sino en infinitos puntos a su alrededor



2=f(x,y)




Definicion
Se llaman limites reiterados de f a los limites definidos por:

lim (Iim f(x,y)j lim (Iim f(x,y))

y—=Yg \ X=X X=Xy \ Y=Y
Si es que existen.

Proposicion

Siexiste lim f(Xy)=¢ |, esUnico
(X,¥)—=(Xo,Y0)

Proposicion

Sean f y g dos funciones tales que:

1%)  festd acotada en un )
entorno de (X,,Y,)

entonces, lim  [f(x,y)g(x,y)]=0

29) Ilm g(X,y) — O ) (Xsy)_>(X05y0)
(X,¥)—=(X0,Yo)




Ejemplo: Calcular los limites reiterados de la funcién

XV — X+
f(x,y)=2—2Y

cuando (x,y)—(0,0)
X+Yy

: : Xy — X + . — X
Ilm{llm Y y}:llm—:—1
x—0] y—0 X + y x—=0 X

Iim{lim Xy_x+y}:liml:1
y—0] x—0 X_|_y yeOy



Proposicion

1%) Para que existael |j;m f(x,y)=¢ elvalor/
(X,¥)—=(X0,Y0)

se debe obtener cualquiera que sea el camino
por el que nos acerquemos a (Xy,Yo)

29) Siexisten |im (Iim f(x,y)) y lim (Iim f(x,y))

y—=Yg \ X—=Xg X—=Xg \ Y=Y

es condicion necesaria para que exista el

im f(x,y)=¢ que los limites reiterados
(X,Y)—=(Xo,Yo)

coincidan y sean /



Esto quiere decir que:

) Si lim (Iim f(x,y)j #+ lim (Iim f(x,y)) entonces

Y=Y \ X—=Xq X—=Xg \ Y=Yp
Y)—(X0,Yo)
g Xy +y? . . . -
La funcion f(x,y) =—; Y tiene limites reiterados distintos en (0,0)
-ty
2
Iim{llm y+y}:lim02=IimO=O
x=>0 [ y->0 x° 4 y x—>0 x x—0

2

jim {lim vy }:Iimyzlim1:1
ty?

y—0 | x>0 y—0 y2 y—0

2
. . XV +
Por tanto no existe el lim Z y2
(x,y)—(0,0) X< + y



mm) Puede ser que lim (Iim f(x,y))

Y=Y \ X—=Xq

lim ( lim f(x,y))

X%XO y%yo

peroque no exista lim f(x,y)=/
(X,Y)—=(X0,Y0)

La funcion  f(x,y) = % tiene iguales los limites reiterados en (0,0)
X" +Yy

. : X .0 .
lim {Ilm 2y 2}:I|m2:hm0:0
x=>0 [ y->0 x° 4 y x—>0 y x—0

lim {lim Xy }:Iim O imo=o0

y—0 | x>0 X2 + y2 y—0 y2 y—0

: Xy
i lim /
pero no existe el (, ,)5(00)y 2 4 y2 pues al hallarlo segun la

direccion y=mx queda:
X (mx ) mx ° . m

. X . .
lim > Y > =lim — > =lim — = Ilim ———
(x.y)=>(0,0) X = 4y x=>0 X + (MX ) x->0X“(1+m=) x>01+m

y =mx

que depende de m



mm) Puede existir ( )Iir(n )f(X,Y)Zf sin que exista alguno o
X,Y)—Xo,Yo

ninguno de los limites reiterados

La funcion f(x,y) = xsenl tiene limite en (0,0) pues es el
y

producto de una funcidn que tiende a 0: x por otra funcién acotada

1
sen— y por lo tanto lim xsenl:O
y (x,y)—>(0,0) y
Sin embargo
. 1 : : 1
lim| limxsen— |=limx|limsen—
x—0| y—0 y x—0 [ y—0 y

. . . 1
no existe pues no existe el limsen—
y—0 y



Coordenadas polares de un punto

Y A
Cartesianas (X,
y [  P(x,y) ooy)
P - Polares (p,0)
O X X
p= \/ X° +y° Ecuaciones del cambio:
{X:p cos 6
o=arctgl | Oc(-m7] y=p sen 6

X



CONTINUIDAD
Sea :DcR? — R y (x,Y,) unpuntodeD

Definicion

f es continua en el punto (x,,y,) Si lim  f(xy) =1(Xq,Y,)
(X,y)—(X0,Y0)

Definicion

f es continua en un conjunto Ac D si es continua en cada punto de A

Proposicion

Si la funcion f es continua en (x,,y,), entonces existe un numero
real §>0 talque lafuncion f esta acotada en el conjunto D((x,,y,),0)ND.
es decir, f esta acotada en un entorno del punto (x,,Y,)

Proposicion

Si dos funciones f y g son continuas en el punto (x,,y,), entonces las
funciones f+g, f-g y f.g son también funciones continuas en (x,,y,).
Ademas, si g(x,,Y,)#0, entonces la funcion f/g es tambien una funcién
continua en (X,,Y,)-




DERIVABILIDAD

Seaf:D cR"—RYy unpunto p=(p,p,,....,p,) Perteneciente al
interior de D.

Definicidon
Llamamos derivada parcial de f respecto de la i-ésima variable en el
punto  p=(p,,P,,----sP, ) al limite:

i (01,0055 P P F 0P 1P ) = F(P1,P0se-sPisisPisPisyseeos P )

h—0 h

cuando existe y lo representamos por:

of _ L _
55 (P)6 D, f(p) ¢ £ (P) 6 fi(p) ¢ Dif(p)

|
Definicidon B
f es derivable en el punto P = (P4,P2,-----P,,) si existen las
derivadas parciales respecto de todas las variables en ese punto




of _
a—xi(p)

en un punto p =(p,,P,,...,.p,) S€derivaf respecto esa variable

Para hallar la derivada parcial respecto de la variable x;

considerando constantes el resto de las variables y posteriormente se
asignan los valores p,,p.....,p, a las variables x,,x,,...,.X_
respectivamente.

Ejemplo: f(x,y,z)= x3z +x seny — In(x+2)

a—f(1,0,1) =3x°z +seny — } :3—1:g
oX X+Z 01 2 2
of

g(1,0,1) = XCOS Y] ;05 =1

101y =x° - } PP

0z X+Z |01 2 2



Para n=2

Sea f:D cR2—R y un punto (X,Y, perteneciente al
interior de D.

Las dos derivadas parciales de f en (x,Yy,) estan
definidas por:

of : f(Xo +hsyo)_f(xo=YO)

a_X(XmYO):L'_rE n

of e f(Xg, Y tK)
5y (Xo:¥o) = lim :

F(X4:Y0)

Esas derivadas parciales representan las pendientes de las
tangentes a las curvas C, y G, intersecciones de la
superficie de ecuacion z=f(x,y) con los planos de
ecuaciones respectivas y=y, y x=x,.



Definicion
Seaf:D c R"—R y unpunto P =(pP;;P,,-----P,) perteneciente a D.

Se denomina funcién derivada parcial de f respecto de la i-ésima

variable denotadaaa—; 0 Dxif 0 fXi 6 f. 6Df ,alaaplicacion

que hace corresponder a cada punto p la derivada parcial de f respecto
de esa variable en p.

Ejemplo: f(x,y,z)= x3z +x seny — In(x+2)

of

— =3x%z+seny -

0X X+ Z
— = X COS

oy Y

8f_x3_ 1

0Z X+ Z



Definicidon
Seaf:D c R"—R y unpunto P =(pP;;P,,-----P,) perteneciente a D.

Se denomina funcién derivada parcial segunda de f respecto de las

2 —

. o
axiaxj(p)o Dxixjf(p) 0 xixj(p)

6 f,(p) o Dif(p), aladerivada parcial de aa—f respecto de la
X.

variables x;y x;y se denota

variable x; en el punto p .

Analogamente se definen las derivadas parciales de ordenes
superiores



Ejemplo: f(x,y,z)= x3z +x seny — In(x+2)
of

— =3x°z+seny —

X X+ 2z

a—f:xc:osy

dy

of 5 1

3z X+z

2 2 3

Hallar: 9°f of Jf

, , en el punto (1,1,1)
IXdy 0x° 9zox?

2
of :Dy(3x22+seny—ij =CosYl,,,, =cos1
oxay X+ Z /)11 -

2
a—z = DX(3XZZ +seny—Lj =6XZ+
(1,1,1)

} _25
X X+2 (x+2)° |, 4

3
o :D{DX(xf"—LD :DX[3x2+ 1 j _ex——2 3} _23
020X X+2)) 1 (X+2)" (x+2)" |, 4




Proposicion

Sify g son funciones derivables en el punto p , entonces
f+g, f-g, f.g, también son derivablesen P ysi 9(p)#0
también lo es la funcion f/g.

Teorema de Schwarz
Seaf:D cR?>—R Yy unpunto (x,Y,) de D.

of of  9°f
oX 9y 4 OXay

Si existen las derivadas parciales en un

2
entorno del punto (X,,Y,) Y aa af es continua en (Xg,Yo)
2 Xay
entonces existe of en el punto (Xg,Y,) Y se
dyoX
cumple que: 32 J2f




Ejemplo: f(x,y)= x3y? +3xy* -2y?

a—f:3x2y2 +3y*

0X

a—f:2x3y+12xy3 — 4y

oy
I g (3x°y? +3y* ) =6xPy +12y° \
oxay
a—Zf:D (2x3y+12xy3 —4y):6x2y+12y3
dyox )

Coinciden Y(x,y)eR?2



Definicion

Seaf:D c R2—R

f es de clase C™ en un abierto A ¢ D, si existen todas las
derivadas parciales hasta el orden m en A, y esas
derivadas parciales son continuas en A.

fes de clase C™ enunpunto pe D siexiste un abierto

AcD talque pe A y f esdeclase Cmen A.



DIFERENCIALES

Sea f:DcR? — R y (x,Y,) un punto delinterior de D

Definicion
f es diferenciable en (x,,Yy,) si existe una aplicacion lineal
L: R2 — R tal que:

i f(Xo +hyo +K) = F(xo,¥0) ~L(hK)

=0
(hk)—(0,0) \/hz + k2

Si f es diferenciable en (x,,Y,) la aplicacion lineal L es
unica ,se llama diferencial de f en (x,,y,) y Se representa

df (Xo,Yo)



Proposicion

Si existen las derivadas parciales o y o enun

ox = ay

entorno del punto (X,,Y,) Y son continuas en (X,,Y,),
entonces f es diferenciable en el punto (X,,Y)




— Si f es diferenciable se llama diferencial total de f a la

expresion: o o
df =—dx+—dy
0X oy
Si f no es diferenciable esta expresion no tiene ningun
sentido

mm) Se llaman diferenciales parciales de f a las expresiones:

of of
df=—dx, df=—d
" oX Yoy 4



Ejemplo: Calcular la diferencial total y las parciales de la
funcion

f(x,y)=2x seny + 3x2y

df = ﬂdx+ﬂdy (2seny +6xy)dx + (2xcosy + 3x)dy

oX oy

d f = g—fdx (2seny + 6xy)dx

df= g—;dy (2xcosy + 3x)dy



Proposicion

Si f es diferenciable en (x,,y,) entonces f es continua y
derivable en (X,, Yo)

1! fderivable =% fdiferenciable !

Proposicion

Si f y g son funciones diferenciables en el punto p ,
entonces f+g, f-g, f.g, también son diferenciables en p

ysi g(p)=0 también lo es la funcion f/g.



Proposicion

Sea z=f(x,y) la ecuacion de una superficie S definida en
un cierto dominio D.

S tiene plano tangente en un punto (a,b,f(a,b)) de S siy
solo si la funcion f es diferenciable en el punto (a,b).

La ecuacion del plano tangente a S en el punto
(a,b,f(a,b)) es

2= Bf@b)}( a)+ P(a,b)}(y—bm(a,b)
X oy



Ejiemplo: Hallar la ecuacion del plano tangente al paraboloide eliptico
2 2

X
de ecuacidbn 2z = 4 -+ y6 en el punto (2,0,1)

Bf (a, b)}( ){ﬂ(a,b)}(y—b)ﬂ(a,b)
X oy

MT20)=%| =1
oX 2 |20
Foo=Y| o
oy 3_(2 0)
Luego la ecuacion del plano es: z = 1(x-2)+0(y-0)+1

Es decir:| Zz = X-1




DERIVADA DE LA FUNCION COMPUESTA
REGLA DE LA CADENA

Sea z=1(u,v),donde u=u(x,y), y v=v(x,y).

Las derivadas parciales se pueden calcular haciendo la
sustitucion o bien con las siguientes formulas:

of of Bu df dv

X Bu oX av oX
of of au of ov

ay BN oy 'c)v oy




Ejemplo 1: Dada la funcion

z=2usenv donde | Y=In(xy)
Hallar a_z y a_z vExy
oX ay
0z — of Ju + of v = 23env.l+2ucosv.y
dX duodX oV oX X
dz df du df dv 1

= -+ = 2senv.— + 2UC0S V. X
dy adudy ovay y




Ejemplo 2: Dada la funcion

X = sent

z = X2y —-y? donde y =¢!

Hallar % cuando t=0

at

dz 0z dx azdy _ 2xy.cost +

x° —2y)e'
dt _ ox dt  dy dt

Parat=0 = x=sen0=0 Ay=e%=1

d_z} _
dt J.g

y por tanto



GRADIENTE DE UNA FUNCION

Sean f:D cR"— Ry unpunto P =(P;,Pase--sPp)
perteneciente al interior de D

Definicion

P = (P15Ps+++sPn)
y lo representamos por Vi{(p) al vector definido por:

Vf@:(af ®), 2 @),.... (5))

X, X, 0 X,

Llamamos gradiente de f en el punto




Seaf:DCcR"—R, unpunto  p=(p,,Ps,-..-,.P,)

perteneciente al interiorde D y un vector Ve R" — {O}

Definicion

Llamamos derivada de f segun el vector \y enel punto
P =(PysPgs-sPy)  allimite:

t—0 i

sl existe.

Se representa ﬂ(ﬁ) =D_f(p)

ov

Si v=(v,V,,---,V, ) esunvector unitario, a este limite se le llama

derivada direccional de f seguin el vector V en el punto

O



Ejemplo: Hallar la derivada de la funcion

f(x,y,z)=x°z +xy en el punto (1,1,1) segun el vector
v =(1,0,—1)

A (114 = fim (@) =) _
av t—0 ’[
_ Iimf[(1 ,1,1)+t(1,0,-1)]—1(1,1,1) _

t—0 ’[

- — 2 — —

:”mf(1+t,1,1 f) 2:”m(1+t) -t)+(+t)-2 _

t—0 i t—0 t

3 2

:Iimt + 3t +4’[:4

t—0 t



Sean f:D cR2—Ry unpunto p=(p,,p,) perteneciente al
interior de D

Propiedades
El gradiente de f en el punto p esortogonalen p alacurvade
nivel que pasa por ese punto

El vector gradiente vi(p) define la direccion, el sentido y la
magnitud de la maxima pendiente, es decir, la direccion segun la cual
la derivada direccional es maxima

Las derivadas parciales son derivadas direccionales respecto a los
vectores de la base canodnica

La derivada direccional se puede escribir como el producto escalar
del vector gradiente por un vector unitario v
of _ of of

D.f(p) = Vi(p).v = PV BV e+ (P)V,
X, 0X, oX

n



Definicion

Sean las funciones f,f,,....f definidasde DcR" >R y
derivables en un punto p = (p;,Ps;---,P,) de D

Se llama matriz jacobiana del sistema de funciones f,,f,,....,f. en p
a la matriz de orden mxn

(of, . of, _ of, )
ox. (P) o, (P) ox. (P)
of, . of, _ of, _
( o(fy,foern, b)) j _ a—):(p) i(p) axi (P)
O(X1sXoyeey Xy) .
of - . of, _ of = _
% (P) o, (P) X, (p)/



Ejiemplo: Hallar la matriz jacobiana de las funciones

f1(X1,X2,X3) = XX, 5 fz(X1=X2=X3) = X5 _2X3

en el punto (1,2,1)

(of, of,  of,)

|l ox,  OX, 09X, B
JOA2D= 50 5, o, -

LdX, 09X, 8x3](1,251)

_[xz X, Oj _[2 1 Oj
o 1 -2 (1,2.1) 0 1 -2




En particular, para m=n, la matriz jacobiana es cuadrada y
podemos hallar su determinante que se llama B
jacobiano del sistema de funciones {f,.f,,...f }en P

Ejemplo: Hallar el jacobiano del sistema de funciones {f,g} definidas

f(x,y) = x2+y?, g(x,y) = x(1-y) en el punto (1, -1)

por:
of ot
a(f,g)j Ix 9y

Det =
(a(XJ) (1,—1) a_g a_g
ox dy

(15_1)

2X 2y
1—-y —X

(1!_1)



FUNCIONES IMPLICITAS

Definicion

Se dice que la ecuacion F(x,y,z)=0 define la funcién de dos variables

z=f(x,y)  enundominio D < R? sise cumple que

F(x,y,f(x,y))=0 V(x,y)eD

Proposicion Derivadas de primer orden

Sea F(x,y,z)=0 -
Derivando respecto a x ofF oFdz_,_ of _oz_ _ox
P ox ' 9z ox ox ox OF

0z

oF

BF oF 0z of dz  9Jx

Derivando respecto a y oy T 3y =0= Sy "3y OF

0Z

Si

Si

JoF
0z

oF
0Z

#0

0



EXTREMOS DE FUNCIONES DE VARIAS VARIABLES

Sea f:DcR"—R y pP=(P;,Ps;---sP,) UN punto
perteneciente a D

Definicion

f tiene un maximo local en D en el punto p , si para todos

los puntos X de un entorno de p se verifica que f(p) = f(X)

f tiene un minimo local en D en el punto p , si para todos los

puntos X de un entorno de p se verificaque f(p) < f(X)

Los maximos y minimos locales se llaman extremos locales.



Definicion

f tiene un maximo local estricto en D en el punto p, si para todos
los puntos X de un entorno de p talesque X=# P se verifica que

f(p) > f(Xx)
f tiene un minimo local estricto en D en el punto p, si para todos
los puntos X de un entornode p talesque X#p se verifica que

f(p) < f(x)

Los maximos y minimos locales estrictos se llaman extremos locales
estrictos.



Sea f:DCR"—R y p=(p;Ps.....P,) €D

Definicion

f tiene un maximo global o absoluto en D en el punto p
si Vxe D sgseverificaque f(p) = f(x)

f tiene un minimo global o absoluto en D en el punto

Ol

si Vxe€ D severificaque  f(p) < f(X)

Proposicion

Si f es continua en un compacto (cerrado y acotado) D
entonces f alcanza un maximo global y un minimo global en D.

Se pueden alcanzar en mas de un punto



Proposicion

Sea f una funcién derivable en un punto p

Si P esunextremo local de f entonces, Vi(p)=0

Es decir, para que haya un maximo o un minimo local en un
punto p es necesario que en ese punto se anulen todas
las derivadas parciales

of _ of _ of _
— (0 =0 — ©®)=0 .. —(©)=0
aX1(|o) aXz(p) aXn(lo)

Esta condicion no es suficiente




Definicion

Sea f una funcion derivable en D

Se llaman puntos criticos o estacionarios de fen D los
puntos p que verifican la condicion  vf(p)=0

Definicion

Se llama punto de silla a un punto critico de f que no es
un maximo ni un minimo local de f



Definicion
Sea f de clase C? en un entorno de un punto interior peD

La matriz :
[ 32 2 2 3\
0°f _ o°f _ °f  _
ﬁ(p) a)(18)(200) ax18xn(p)
0°f . 9% _ °f
H(f)5 = | ox50x; (P) @(p) 0X 50X, (P)
°f . 9% _ o%f _
| 9X,0%; P 0X,,0X 5 (P) X2 (P) )

de orden nxn se llama matriz hessianade fen p



Los n determinantes

% % % _
ﬁ(p) a)(18)(200) aX@Xj(p)
i - [ g 2 _
H, = [ax,9x (P) @(p) axzaxj(p)
*f 9 9% _
o ® g ® 5 ®

para j=1,2,...,n se llaman menores preferentes de la
matriz hessiana H(f)s



Proposicion
Sea f de clase C? en un entorno de un punto critico p

1%) Sipara j=1,2,...,n, se cumple que H,< 0 si | es impar y
H>0 si j es par, entonces p es un maximo local

22) Si Hj> 0 paraj=1,2,...,n, entonces p s un minimo
local

32) SiH,# 0 y no se cumple ninguno de los dos
apartados anteriores, entonces p es un punto de silla

Para n=2
19) H,<O0yH,>0 = Maximo local
2°) H,>0yH,>0 = Minimo local

3%) H,<0 = Punto de silla



EXTREMOS DE FUNCIONES DE VARIAS VARIABLES
CONDICIONADOS

Sea f:D cR"—R,las mfunciones f,,f,,....,f . (m < n) definidas en D
Yy P =(Py;Ps;--+sP,) UN punto solucion del sistema:

(f1(X1,X2,...,Xn) — O
f2(X1,X2,...,Xn) — O

Definicion
f tiene un maximo local condicionado por el sistema de ecuaciones (1)
en el punto P si para todos los puntos X deunentornode p se

verifica que f(p) = f(X)

f tiene un minimo local condicionado por el sistema de ecuaciones (1)
en el punto P si para todos los puntos X de unentornode p se

verifica que f(p) < f(x)



Formamos la funcidon auxiliar

N(X) = F(X) + A, (X) + A5 (X) +--+A T (X) VXeD

y la matriz: of,  of of
dX; dXs d X,
af, df, df,

A=|dXx; 9IX, d X,
of . df, of,
dX; 9dXy d X,

Los coeficientes A4, A,,...,A, son parametros que hay que hallar y
se llaman multiplicadores de Lagrange



Proposicion

Supongamos que las funciones f,f, f,,...,f_ son de clase C’
en un conjunto abierto D < R" y consideremos un punto p
de S tal que la matriz A evaluada en el punto p sea de
rango fila completo (es decir, rango(A)=m).

Entonces, si p es un extremo local de f, condicionado
por el sistema de ecuaciones (1), resulta que existen A,,
Ao,..., A€ R UNicos tales que la funcidon auxiliar h tiene en p
un punto critico.

Es decir, para hallar los extremos condicionados de f
tenemos que hallar los multiplicadores de Lagrange y
los puntos criticos de la funcion auxiliar h teniendo
también en cuenta las ligaduras

¢, Son maximos o minimos?



Definicion Sif, f,,f,,....f. son de clase C? en D, la matriz:

o o0 .. o [ 3 o
d X4 d X5 d X,
0 0 0 ai ai df,
d X4 d X5 d X,
0 0 .. 0 | Yo I A
d X4 d X5 d X,
B=l a1, af,  af, || 0 9% 2°h
IX; 9X;  OXy || 9x®  9%X0X%y d X9 X,,
of, of, of || 9%h 9°h 9°h
AT aX2 aX2 o aX2 aXZB X1 axg aX28 Xn
of, of, of . || o%h 9°h 9°h
X, 00X,  O0X, ||[0X,0X4 0X,0X%s J x>

se llama matriz hessiana orlada




Proposicion

Consideremos la matriz hessiana orlada B evaluada en un
punto critico p de la funcion auxiliar h con los
multiplicadores de Lagrange obtenidos anteriormente

1°) Si los ultimos n-m menores preferentes de la matriz B
tienen como signo (-1)™, resulta que la funcion f tiene un
minimo local en el punto p condicionado por el sistema de
ecuaciones (1).

2°) Si los ultimos n-m menores preferentes de la matriz B
alternan su signo comenzando por el signo (-1)™+1, resulta
que la funcion f tiene un méaximo local en el punto p
condicionado por el sistema de ecuaciones (1).



Para n=2

Proposicion
f: R>— R y hay una uUnica ligadura dada por la ecuacién

f,(x,y)=0, la funcidon auxiliar es h = f+Af, y la matriz
hessiana orlada queda:

af oty
d X4 d X5
o @ o
Xy  9x%  9%0Xp
ofp,  9°h  9°h

0

Evaluamos B en un punto critico. Entonces:
1°) Si |B|<0 la funcidn f tiene un minimo local condicionado

en ese punto
2°) Si |[B|>0 la funcién f tiene un maximo local condicionado

en ese punto
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