APLICACIONES GEOMETRICAS DE LA INTEGRAL DEFINIDA

APLICACIONES GEOMETRICAS DE LA
INTEGRAL DEFINIDA

[8.1] Calcular el area del dominio plano definido en el primer cuadrante por:

y<2+x°
y<4-x

Solucién

Determinemos los puntos de corte entre la pardbola y = X +2 ylarecta y=4-Xx:

y=x>+2
y=4-X

= X242=4-X = xX°+x-2=0 =

~1+41+8 -1+3 {1

= P(,3)
2 2 —2 (#1° Cuadrante)

<Y

1 4
B r, 4 ~ B X_3 _X_2 B
A_jo(x +2)dx+J‘1 (4 x)dx_{3+2x} +{4x 2} =

:(er}r((le—s)—@—ln=Z+g=ﬂ u*
3 2)) 372 6
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EJERCICIOS RESUELTOS DE CALCULO INFINITESIMAL

{& sinnombre1.wp2
Archivo Ecua Wer Btns Una Dos Anim  Misc

[
!
i
]
L
L]
[n]
]
4
=]

Input:
1
r (x* +2) dx + F(i}—x} dx
0 w1

More digits

Result:

1
% = 5.83333...

[8.2] Mediante integracion, evaluar la superficie determinada por:

X*+y?—6x-6y+9<0 ; x*+y>-12x-12y+63<0

Solucion

La superficie se corresponde con la intersectada por dos circunferencias:

(x=3*+(y-3°=9 ; (x-6)+(y-6)"=9

(3.6) y (6,3)

Resolviendo el sistema se obtienen los puntos de corte:

YA

(x-6)>+(y—-6)>=9

(x=3)" +(y-3)*=9

0o 3 & >
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APLICACIONES GEOMETRICAS DE LA INTEGRAL DEFINIDA

- [ o= 6oy -6+ o—Goy -

:j 6 [\/9—(x—3)2 +J9-(x—6)’ —3]dx = (mediante tablas) =

6

=%K(X—B)m+(x—6)\/9—(x—6)2+9arcsenXT_3+9arcsenxT_6)—3X} =

3

= %arcsen(l) -18 —%arcsen(—l) +9= 9(% - 1) u’

! figura B.2.wp2

Archiva Ecua Wer Btns Una Dos  Anim  Misc

¥

xx+tyy-12x-12 y+63=0

L xxtyy-6x-6y+9=0

Definite integral: lore digits

[ﬁ[aufg (x—3)2 — [ﬁ—' - ﬁr]]dxmala?l?
UE

[8.3] Sean los puntos A(6,4), B(4,6), C(2,4) y D(4,2). Calcular mediante integraci6

definida la superficie plana limitada por:

Segmento de la recta AB

Cuadrante /BE de la circunferencia centrada en (4,4) y de radio 2
Segmento de la recta CD

=N

Cuadrante DA de la circunferencia citada anteriormente
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EJERCICIOS RESUELTOS DE CALCULO INFINITESIMAL

Solucion

yA

a) INTEGRACION SIN TRASLACION DE EJES

4
Por simetria: A= 2.[2 (Y. —y,)dx

La ecuacion de la circunferencia es: (X —4)*+(y—4)* =4

(V=42 =4-(x-4)? = y=4J4-(x-4)? = y =4+ 4-(x-4)

La ecuacién de la recta CD es: %:Z—_; = y-4=-X+2 = Yy, =6-X

S

Por consiguiente, el area pedida valdra:

A:ZJA:r(yc—yr)dx:2"‘24(4+\/4—(x—4)2 +x—6)dx=2J‘:(\/4—(x—4)2 +x—2)dx:

= Z{XTA'-«M—(X—@Z +garcsen(XT4j+X?—2x} =
2

=2[(0+2arcsen0+8-8)— (0+2arcsen(-1)+2—-4)|=2[2-2(-x/2)|=2(2+x) U’

Archivo Ecua Ver Btns Una Dos  Anim  Misc
¥

g4 (x-4)(x-d)+(y-4)(y-4) =4
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APLICACIONES GEOMETRICAS DE LA INTEGRAL DEFINIDA

Input: Mathematica form

2 (M4 a-c-a7 —6-n)ax

Result: lore digits

2(2+m = 10.2832...

b) INTEGRACION CON TRASLACION DE EJES AL ORIGEN

0
Por simetria: A= 2‘[_2 (Y. —y,)dx

La ecuacién de la circunferencia es: X + y2 =4 = y.,=Vv4- X2

La ecuacion de la recta C'D’ es: y=0 _x+2 = Y, =-X-2
-2-0 0+2

Por consiguiente, el area pedida valdra:
0
0 0 2
A= ZI (Yo —Yp)dx= ZI (\/4—x2 +x+2)dx:2[§-\/4—x2 +garcsen(§j+x7+2x} =
-2 -2
-2

=2[(0+2arcsen0+0+0)—(0+2arcsen(-1)+2—4)| =2[2-2(-7/2)|=2(2+ 7) u®

c) POR GEOMETRIA ELEMENTAL (no permitido por el enunciado).

A= 2[cuadrante(O'BC) + triangulo(O"CD] = 2‘:%'72' -2° +%- 2- 2} =2(2+7) U’

[8.4] Calcular mediante integrales el area limitada en el semiplano Yy >0 por las lineas

X*+y?—6x+5=0; x-y-3=0; x+y-3=0

Solucion
La primera linea es una circunferencia con centro en (3,0) y radio 2: (x—3)*+y* =4

Se corta con las rectas en el semiplano Yy >0 segun los puntos:
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EJERCICIOS RESUELTOS DE CALCULO INFINITESIMAL

{X2+y2—6x+5=° M (3542 2) {X”yz‘ﬁm:o SN2 A2

Xx-y-3=0 X+y-3=0
YA
(x=3)*+y* =4
2
N | y=x-3
V2 M

342
Debido a la simetria del area: A= ZJ [ 4—(X—3)2 — X+3} dx
3

Para resolver la integral irracional se hace:

Xx—3=2sent — dx = 2costdt ”

32 7 7+2
I:j JA=(x=3)dx = EJ‘ 4cos’tdt =
3 (x=3) x:3—>t:o;x=3+ﬁ—>t=Z 2

) 0

Se obtiene para el area:

3+x/§
A=ﬁ+2+2j (-x+3)dx=7r+2-2=7 u?
3

valor que coincide con el area del cuadrante de un circulo de radio 2.

= figura B.4.wp2

Archivo Ecua WVer Btns Una Dos  Anim  Misc

N

|
(a8}

W
=4
=

~1

24
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APLICACIONES GEOMETRICAS DE LA INTEGRAL DEFINIDA

Input: Mathematica form

Vo
2 F+ ['N"4—(1‘—3}2 —(x—B}]a‘x
3

Decimal approximation: More digits

3.1415926535897932384626433832795028841971693993751058209749...

[8.5] Determinar la longitud de la curva: x*'® + yZI3 =a?3 (astroide).

Solucién

b
Formula de la longitud de un arco de curva: L =j- 1+y'?dx
a

3 2
En nuestro caso: yz(az/s_lea)su — yrZE(az/s_les)l/z _EX 13

2/3 -2/3 __ A2/3,-2/3 3 -1/3

X a?®x -1 = J1+y?=a"%x

2/3) X

y''=(a

Por simetria: L=4J. «/1+y’2dx=4J‘ a1’3x‘1’3dx=6a1’3[x2’3] —6a U
0 0

0

[8.6] Hallar la longitud del arco de curva Yy =arcsen(e”™”) desde x =0 hasta x=1

Solucién

el =t = dx=%

1 ' g2 b odx
|_=J' 1+y2 dx = ‘/1+—dx=f—= x=0 = t=1 \!=
0 jo 1-e 0v1—e 2

Xx=1 = t=e
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EJERCICIOS RESUELTOS DE CALCULO INFINITESIMAL

t+\/t -1

In

T:In(eﬂ/ﬂ) u

1

gl =

Definite integral: Vore digits

1 1
r — dx=cosh {e) ~ 1.65745...
l.F'I:l

-2x

cosh™] (x) isthe inverse hyperbolic cosine function

Visual representation of the integral:

—

2.5

i

2.0

1.0

0.5

0.2 0.4 .G s 1.0

3

[8.7] Probar que L=J x+1

0 VX

dx representa la longitud del lazo 9y? = x(x —3).

Calcular L.

Solucién

Efectivamente asi es, puesto que la longitud, L, del lazo seria:

L 1+(y dX_J' /1+ 1- x J /x +2x+1 jx+1

Céalculo de la longitud:

3/2 1/2

X+1 12 X B
L:J—d —J. (x+x7Y2) dx = [erm} [ 3V3+24/3- 0} 43 u
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APLICACIONES GEOMETRICAS DE LA INTEGRAL DEFINIDA

ta figura B. 7.wp2
Archiva Ecua Mer Btns Una Dos  Anim  Misc

¥

Iyyv=x(x-3)(x-3)

Definite integral: More digits

x+1
— —dx=4v3 ~6.9282...
[ =

X

wt

[8.8] El area que limitan en el cuadrante positivo (X>0, y >0) las lineas:

X*+y°—4y=0; x*+y*-16=0; y=0; y=2

gira alrededor del eje OX. Determinar el volumen del cuerpo generado.

Solucion

Area de giro

X*+y°—4y=0 — x°+(y-2)*=4 circunferencia con centro en (0,2) y radio 2
X*+y?-16=0 — x*+y*=16 Circunferencia con centro en (0,0) y radio 4

y

< y=+/16-x*

2 2434 X

YZZ—M \
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EJERCICIOS RESUELTOS DE CALCULO INFINITESIMAL

Atendiendo al gréafico, para calcular el volumen de revolucidn se precisan tres integrales

b 2 2 243 4
V=71:J- yzdx=nj (2—\/4—x2)dx+nJ‘ 22dx+njf (16-x?)dx =V, +V, +V,
a 0 2 243

Los voliumenes parciales resultan:

2 x3
Vlzﬁj (4+4—x2—4 4—x2)dx:7r8x—?
0

2
2
—44 Ja—x? dx =307 g0
0
0

3

23
Vv, =7ZJ- 22dX:47r|X|22\/5 :87z(\/§—1)
2

4 3|t _
v3=nj (16— x?)dx = 7[16x — _86-9y3)r
3,5 3

243

V=V, +V, +V, =4()T7[—47z2 +87z(\/§—1)+w=4n(12—4\/§—n)

V :47z(12—4\/§—7z) u®

Nota:

X=2sent - dx =2cost dt z p

2 = z
I V4—x*dx = o z4jzcosztdtzzj2(1+cosZt)dt:7z
0 x:O—>t:0;x:2—>t:E 0 0

= figura 8.7.wp2

Archivo Ecua Yer Btns Una Dos  Anim Misc

xx+yy-16=0

xx+tyy-4y=0

-5t
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APLICACIONES GEOMETRICAS DE LA INTEGRAL DEFINIDA

[8.9] Hallar el volumen engendrado por el triangulo de vértices (1,1), (2,0), (3,2) cuando

gira alrededor del eje OY .

Solucién

Calculemos las ecuaciones de las rectas que forman los lados del tridngulo:

—. x-1 y-1
AB: —=—+ = x+y-2=0
21 0-1 y A
1 1 C (32
AC: ——=— = x-2y+1=0
3.1 2.1 y A1l
>
Bc. X=2_¥y-0 _, 2x—y-1=0 B (2,0)
3-2 2-0

Recordemos que el volumen de revolucién generado al girar la curva X=¢@(y), entre

d
y=cC,Yy=d, alrededor del eje de ordenadas viene dado por: V = 7[! x2dy .
c

2 2 3

y+4 T2 5 7|y 2

Voo = dy =— +8y+16)dy =—| ——+4y- +16 =
BC ”JO( > ] y 4I0(y y )y 4[3 y Y}

1 2 37* 7
VAB=7rJ.O(2—y)2dy:7rjo(4—4y+y2)dy:7{4y—2y2+y?} -

2
1

2 4y°® 13
VAC:ﬂI (2y—1)2dy=ﬂjo (4y2—4y+1)dy=7{%—2y2+y} :Tﬂ

3r_7r 187 187 _

V. = 6
TOTAL 3 3 3 3 s

Input: Mathematica form
Dy 442 1 2
([(E2) av- [(@-»ray- [(@y-v2ay)
0 2 Jo J1

Result: tora dimite

6~ 18.8496...
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EJERCICIOS RESUELTOS DE CALCULO INFINITESIMAL

[8.10] a) Calcular el area limitada por la funciény=x2—9 y el eje OX, entre las
abscisasX=-3y X=6

b) Determinar el volumen del solido obtenido al girar la funcion y = x> —9 alrededor
deleje y=7

Solucién

a) Calcular el area limitada por la funciény = x2 -9 y el eje OX, entre las abscisasX =—-3 y

X=6.
A

3 6
27 A:-zj (x2—9)dx+J. (x2 —9)dx =
0 3
3 3 3 6
=2 X _ox| +|X_ox| =36+36=72 u?
3 3
0 3
-3 6 >

-2 E[r‘? -9)dx+ C[r? - 9)dx

Result:

72

b) Determinar el volumen del sélido obtenido al girar la funcion y = X2 -9 alrededor del
eje y="7.
A

Efectuando una traslacion del origen al punto (0,7):

X=X
\ 7 y=y+7

y=x*-9 = y+7=x?-9 = y=x%-16

34 )\

Y

4
X" X 16384 s
, 15

4
V:27ZI (x’z—16)2dx’:27z[?—32?+256x’ =7
0
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APLICACIONES GEOMETRICAS DE LA INTEGRAL DEFINIDA

[8.11] Hallar la superficie que resulta al girar en torno del eje de abscisas una semionda

de la sinusoide Y =senXx

Solucién
cosx=sht

—sen xdx=chtdt

S= Zzzf Y1+ Y% dx = ZEJ. sen xa/1+cos? x dx = =
x=0 = t=argshl
X=mr = t=argsh(-1)

argsh(-1) argshl argshl
=2;zj \/1+sh2t(—cht)dt:27rj. x/1+sh2tchtdt:27rj ch?tdt =

argshl argsh(-1) argsh(-1)

argsh1 argshl
=2”J' Mdt:z{t+8hj} = z[t+shtcht]ioo =
argsh(-1) 2 2 argsh(-1) ‘

argsh1

:ﬂ[t+sht 1+sh2t} :ﬁ(argsh1+\/§—argsh(—1)+\/§):

argsh(-1)

=n(2argsh1+2ﬁ)=n[2 |n(1+J§)+2J§]

Input: a form
2 Fsinu:} vV 1+ cos’(x) dx
Wi
Result: lore digits

27 (V2 +sinh™}(1)) = 14.4236...

sinh™! (x) is the inverse hyperbolic sine function
Alternate forms:
2v 2 m+2xsinh~ YD)
2V2 m+2rlog(l+V2)
log (x) is the natural logarithm

[8.12] Calcular la superficie de revolucion engendrada por la catenaria Y =chXx al girar

alrededor del eje OX desde X=0 hasta x=1

Solucién
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EJERCICIOS RESUELTOS DE CALCULO INFINITESIMAL

b 1 1 1
S:an. yyl+y”? :erj chx\/1+sh2xdx=2nj chzxdx:%rj. (1+ch2x)dx =
a 0 0

0
( sh2xj ' ( shzj
=| | X+ =r|l+——|=
2 0 2 2
Input:

1
2 r cosh(x)y 1+ sinh®(x) dx
0

wt

I
7~/ N\
N
+
@
N &
Dl 1
N
[EEN
——
c
[N

cosh(x) isthe hyperbolic cosine function
gsinhix) is the hyperbolic sine function

Result: viore dig

m(1+ cosh(1l)sinh(1)) = 8.83865...

Alternate form:

7+ msinhil) coshil)

[8.13] Hallar el area de la superficie de revolucion generada al hacer girar en torno al
eje de abscisas la elipse:

X2 y2 ~

16 4

Solucién

ya
/Z\xz+4y2=16
_4\\/4 "
-2
b
La férmula de la superficie de revolucion es: S=27Z'J. yy1+ y'% dx
2 2 2
XY 1 o 2ray?-16 = y—+302X
16 4 2
XZ y2 b X yy( X
—4—=1 ——» —+—=—=0 = x+4yy'=0 = y'=-—
16 4 8 2

4y

2 2 2 2 2
/—1+y’2=\/1+ X _\/16y +X :\/16y +X

16y \ 16y? 4y
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APLICACIONES GEOMETRICAS DE LA INTEGRAL DEFINIDA

b 4 2 2 4
Luego: S=27zI yA1+y"? dx=S=27zI y-—“lellerde=%J‘ 16y° + x> dx =
a _4 _4

4 4
:%I 64— 4x% + x> dx:%j \/64—3x2 dx
4 —4

Calculemos la integral indefinida:

x=%sent 6 64
I\/64—3x2dx: 3 :j\/64—643en2t-—costdtz—jcosztdtz
) NG N
dx = —cost dt
J3
=ﬁ(£+%] C:g+ﬁ-25entcost+C:
B2 e NG

2
:garcsen X—\/é +2-@- 1—3i:£arcsen @ + X Jea-3x% +C
J3 8 J3 8 64 /3 8 2

Volviendo a la definida:

= %{% arcsen (@j +8— % arcsen £_—\2/§] + 8} =

-z £-£+8+£~£+8 =8r 1+£n u?
233 V33 9

[8.14] Considérese el recinto plano situado en el primer cuadrante y limitado por la
parabola y* =4x, las rectas X+ Y =3, X—y =2 y el eje de abscisas. Determinar:

a) El area y el perimetro de este recinto.

b) El volumen engendrado por dicha region al girar alrededor del eje 0Y .

Solucién

Puntos de corte
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EJERCICIOS RESUELTOS DE CALCULO INFINITESIMAL

y=x-2 5
1. = X—-2=3-X = 2X=5 = Xx=—
y=3-X 2

?=4 + 9
2 IV S L S (3-x? = X-10x+9-0 = x=10f8_
y=3-X 2 1

YA

a) El &rea y el perimetro de este recinto

1 512 5/
A:J-02x1’2dX+J-1 (3—X)dX—J‘2 (X—Z)dx:%xm z_'_(gx_lez)]z/z_

—(—2x+x2/2)]5/2 A 18T

2 3 8 8 12

Input:

1
[-zwf?dﬂ(
il

LINY ]

5
r‘LB—x)dx— '-:Lx—Eja‘x]
1 ,.

wt et

Result:

37
— = 3.08333...
12

L=L+L +L+L,

yr=4x = y=x" = 1+(y’)2:1+§ = Jl+(y) = —X:(rl
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APLICACIONES GEOMETRICAS DE LA INTEGRAL DEFINIDA

L :J ,/XTJrldx:(\/;\/x+l+argsh\& )} :\/§+argshl

1
0
y=3-x = y=-1 = 1+(y)?=2 = Jl+(y)*=+2

L, :J‘:/zx/idx:\/i(g_l]=¥

y=x-2 = y=1 = 1+(y)’=2 = Jl+(y)? =2

5/2 5 J2
L3:J.2 \/dez\/E(E—ZJZT A L4=2

L=L +L +L,+L, =ﬁ+argshl+¥+%+2:2+3\/§+argsh1 u

b) El volumen engendrado por dicha region al girar alrededor del eje 0Y

v :”{j:/z(y_i_z)zdy_'_-“;z(:g_ y)Zdy_J‘:(y4/16)dy:l:

3 1/2 3 2 5 2 61 39 2
x| Loy ey ||+ Losyrroy|| | L :7{—+———}=
3 NE L, (80| [ "[24 8 5

021
=——7m U
60

Input: Mathematica form

1 o 2 y4

n f‘ny+2:l“"'dy+ ELB—yJ:‘de— r— dy

wil v will lﬁ

Result: lore digits
421w
= 22.0435...
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