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[7.1] Calcular:  
3

2
1 5 1
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x x x  



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Solución 
 

1/ 3
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[7.2] Calcular:  

ln5

0

1

3

x x

x

e e
dx

e

 






 

 
Solución 
 

2 2 2
ln5 0 2

ln5 2
0 2

1 1 ln( 1)
0 1 01

23 ln5 1 2
1

x x
x x

x

e t e t x t
x e t te e

dx te x e t tdx dt
t

                               





 
 

2 22 2
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0 0 0

2 4
2 1 2 2arctg 2 2 2 4

4 4 2 4

t t
dt dt t

t t

                       


  
  
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[7.4] Calcular las siguientes integrales: 
 

 1) 
4

2
1 2 (1 )

dx

x x

   2) 


1

2
0 1

dx

x





  

 

 
 
 

 
 
 
 
 
 
 

 

 [7.3] Calcular:  
ln 2

0
1xe d x                                                                                         

   
Solución 

2
1 2ln 2 1

2
2 2

0 0 0

2

1
2

1 ln(1 ) 0 0 2
1 1

2 ln 2 1

1

x

x

e t x t
t t

e dx x t t dt dt
t t

tdt
dx

t


  

        
  

 



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 
1

1

2 0
0

1
2 1 2 arctg 2(1 arctg1) 2 1 2

4 21
dt t t

t

                   




 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Solución 
 

1)
4 33
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2 21

1
1

2
1 1 1

1 2
3 2 62 (1 )

4 3

x t dx dt
x

dx dt
x t

t tx x
x t

     
                        
  

  

1
  
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1 2 22 2 2

0 0 0

sen cos

1 0 0 1 sen cos cos
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x t dx t dt

x dx x t t t dt tdt
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    
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 
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t
t dt t



4

      


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[7.5] Estudiar la convergencia o divergencia de las siguientes integrales impropias 
 

1)  
2

1

1
dx

x





   2)  
1

1
dx  

x




  
 
Solución 
 

1)  
2 2

1 1 1

1 1 1 1
lim lim lim 1 1 0 1

uu

u u u
dx dx

x x x u



  

                

  
 

   

 
 La integral es convergente.  
 
 
 
 
 
 
 
 
2)  

   1
1 1

1 1
lim lim ln lim ln ln1 1

u
u

u u u
dx dx x u

x x



  
       

 
   

 
 La integral es divergente. 
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[7.6] Estudiar la convergencia o divergencia de las siguientes integrales impropias 

 

1)  
0

3
2

1

( 1)
dx

x 




  2)  
1

4
1

1
dx

x




  3) 
3

1

1

1
dx

x 




  

  
 
 
Solución 
 
1) La integral es impropia de segunda especie porque el denominador de la función 

3

1
( )

( 1)
f x

x



  se anula en  .   1x  

 
0 1 0 1 0

3 3 3 30 0
2 2 1 2 1

1 1 1 1 1
lim lim

( 1) ( 1) ( 1) ( 1) ( 1)

u

u v
v

dx dx dx dx dx
x x x x x 

  

      

   
    

    
    
     3

  

 
 

1 0

2 2 20 0 0 0
2 1

2 20 0

1 1 1 1 1
lim lim lim 1 lim 1

2( 1) 2( 1) 2 2

1 1 1 1 1 1
lim lim

2 2 2 2

u

u v u v
v

u v

x x u

u v

   

 

 

   
  

 

                                 

        

2

1

v
 

 

 
 
La integral es divergente puesto que no existe el límite anterior, sin embargo, al hacer 

    para obtener el valor principal de Cauchy se simplifican los límites y queda igual 
a cero. 
u v
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2) La integral es impropia de segunda especie porque el denominador de la función 

4

1
( )f x

x
   se anula en  .   0x 

 
1 0 1 1

4 4 4 4 40 01 1 0 1

1 1 1 1 1
lim lim

u

u v v

dx dx dx dx dx
x x x x x 



   

           
    
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1
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1

1 1 1 1 1
lim lim lim lim

3 3 3 3 3

u

u v u v
vx x u   



   


                               
2

1

v
 


 

 

3 30 0

2 1 1
lim lim

3 3 3u vu v  
       

 
 

La integral es divergente puesto que no existe el límite anterior y en este caso tampoco  
existe el valor principal de Cauchy. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

3) Es una integral impropia de segunda especie porque la función 
1

( )
1

f x
x




  no está 

acotada en 1x   
 
 

3 3
3

10 0 0
1 1

1 1
lim lim 2 1 2 2 lim 2 2 2

1 1 uu u u
u

dx dx x u
x x    

     
 
 
 

  

 
La integral es convergente 
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[7.7] Calcular la integral impropia convergente: 
/ 2

0

cos

1 sen

x
dx

x






 

 
Solución 
 

21 sencos
2 2 2 1 sen

cos 21 sen

x tx t
dx dt t C x C

tx dx t dtx

  
            

  
  

 
/ 2

2
2

0 0 0
0 0

cos cos
lim lim 2 1 sen 2

1 sen 1 sen

x x
dx dx x

x x

  

 




 
      

 
 
 



  

 
 
 
 
 
 
 
 

 
 
 

[7.8] Estudiar la convergencia de la integral impropia según los valores del parámetro 
real p : 

1

( ln ) p
e

dx
x x





 

 
 
Solución 
 

 Si 1p  :   
 

11

ln 11
(1/ ) lim ln

/ln

u

ue

x t x e t
dx t dt t

dx x dt x tx x

 



    
          


     

 
 Si 1p  :   
 

1

1
1

ln 11
lim

/ 1(ln )

up
p

p ue

x t x e t t
dx t dt

dx x dt x t px x

  




    
           


    

 
si 1

1
si 1

1

p

p
p

 
   

 

Es decir: 

1

( ln ) p
e

dx
x x





 converge si 1p  1, diverge si p   

 
 



INTEGRAL DEFINIDA 

 
Escuela Universitaria de Ingeniería Técnica Industrial Bilbao                                                     7 

 

 

 

[7.9]  Calcular mediante la función beta de Euler:      
 

8

1/ 41/ 2 1/3
0 2

dx

x x








           

(Indicación:  hacer el cambio 1/3 2x t )                 
 
Solución 
 

 

1/ 3 2 / 3 28

1/ 4 2 / 3 21/ 2 1/ 3
0

2 4
0 01

2 242 8 13

x tx t x t
dx

x dx dt dx t dtx x
 

  
   

    





 

 
1 12 2 4 1

1/ 2 1/ 4
3/ 2 1/ 4 1/ 43/ 2 1/ 4 0

0 0

24 12 12 2
(1 )

2 (1 )2 2 (2 2 ) 2 2

t dt t dt
t t d

t tt t    


  
   t   

 
 

4 4

3 5 1 51 3
1

3 5 2 4 2 42 2 , 6 8 6 8
11 7 71 5 2 4

1
4 44 4

p p

q q




                                                               4




 

 

3

4

5
4

3 2
7 7
4 4

   
   

      
   

 

 
 
 
 
 

 
 
 
 
 
 
 
[7.10] Calcular mediante una función de Euler: 

 
3

2 2
0

( 0
a

x
dx a

a x






)  

 
 
Solución 
 

11/ 23 3

1/ 22 2
00

0 0

2( / 2) 1 1

a
x at x tx a

dx dt
dx a t dt x a t ta x



    
        

  
t

  
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[7.12] Sea la función f definida  por: 
1 si

( )
x x

f x
1

ln si 1x x

 
  

 

 
Hallar el área limitada por la curva de ecuación ( )y f x   y las rectas de ecuaciones   

   y 0, 0y x  x e   
 

 
 

3 3 3 31
1/ 2

0

(2) (1/ 2) (1/ 2) 2
(1 ) (2,1/ 2)

3 12 2 2 (5 / 2) 2 (1/ 2)
2 2

a a a a
t t dt    

     
 


3

3

a
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
[7.11] Calcular la  siguiente integral: 
 

2 2 2

0

a

x a x d x  

 
 

Solución 
 

4 1
2 2 2 1/ 2 1/ 2

1/ 20 0

0 0
(1 )

2( / 2) 1

a ax a t x t
x a x dx t t dt

dx a t dt x a t

    
    

    
    

 
 

2

4 4 4
3 3 1

3 3 2 2 2
,

2 2 2 2 (3) 2 2 16

a a a
 4a 

                       
  

 

 
 
 
  
 
 
 
 
 
 
 
 
Solución 
 
En primer lugar obtendremos una primitiva de la función ( ) lnf x x utilizando el método 
de integración por partes. 
 

ln 1
ln ln ln

dx
x u du

x dx x x x dx x x x ctex
x

dx dv v x

       
 

    


    

 

Por lo tanto: 
 

 
12

1 2

10 1
0

1 1
(1 ) ln ln 1 ln ln1 1 2

2 2

e ex
A x dx x dx x x x x e e e

 
                

 
 

3

2 2
u
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[7.13] Hallar el área determinada por la curva de ecuación 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

2

1

1
y

x



 y su asíntota. 

olución 
 

 
S

2 2 0
0 0

1 1
2 2 lim 2lim arctg

1 1

u
u

u u
A dx dx

x x



 
   

 
  
 

 x

 

  22 lim arctg arctg 0 2 0
2u

u u
 



      
 

 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

ar el a región limitada entr[7.14] Hall  área  de l e las curvas de ecuaciones cartesianas     

2

1
y

x x



 y  

3

1
y

x
 en los siguientes casos: 

 
 1) entre las abscisas 2a   y 3b   
 2) para la región dada por 

olución 

1)  Para      

3x   
 
 
S
 

(2,3)x     se cumple que     3 2
3 2

1 1
x x x

x x x
   


 

 
333 3 2

2 3 3 3
2 22 2

1 1 1 1 1 1 1
2 ln( 1) ln

( 1) 1 2

x
A dx dx dx x x

x x x x x x x x x

                           

 
   
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3
2

2
2

1 1 1 5 4
ln( 1) ln ln 2 ln 3 ln

5
ln 2 2ln 2 ln 3 ln

2 18 8 72 3 72
1x x u

x
              

 

 

2)   También para     se cumple que  

 
 
 

 
 

 

3x   
3 2

1 1

x x x



 

  

2 3 3 2
3 33

1 1 1 1 1
lim lim ln( 1) ln

( 1) 2

p p

p p
A dx dx x x

x x x x x x x



 

            
      


  

 


 

2 2

1 1 1 1 3 1 3 1
lim ln( 1) ln ln 2 ln 3 lim ln ln ln

2 18 2 2 18p p

p
p p

p p p 

   
               

   
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.15] Hallar el valor medio integral

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
[7   y el valor medio cuadrático integral c en [-1,1] 

e la función d f   definida por: 

olución 

El valor medio integral 

( ) [ 1,1]f x x     xe
 
 
 
S

 en un intervalo   es:  [ , ]a b  
1

( )
b

a
f x dx

b a
 

   

 
1 1

11

1 1 1

2 2 2
x xe dx e e

e




         
1



 

 
 
 

 

 
 

 
 
 

 
 



INTEGRAL DEFINIDA 

 

 

El valor medio cuadrático integral c en un intervalo  es:   [ , ]a b
21 b

c a
f ( )x dx

b a
 

   

 
12 4

1 2 2 2
21

21 1 1 1 1 1 1

2 2 2 22 2 2

x
x

c

e e
e dx e e e

e e
 



 
        

 
 
 
[7.16] Sea la función 

1

f   definida en [0,2] por: 

 
0 1

( ) 1

x x
f x

x

    

si

si 1 x 2  

    
1) Hallar la altura de un rectángulo de base 2 cuya área coincida con el área del 

recinto limitado por la curva de ecuación cartesiana  ( )y f x , el eje OX y las

0x  2x
 

rectas de ecuaciones   y    . 
2) Determinar el radio de la base de un cilindro circular de altura 2 cuyo volumen 

incida con el volumen engendrado al girar la curva de ecuación cartesiana 
 alrededor del eje OX entre los puntos de abscisa   y  . 

 
Solució  
 

1) La altura pedida es el valor medio integral

co
y f ( )x 0a  2a 

 

n

   
 
 


12 2

1 2

10
1 0

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
ln ln 2 ln 2

2 2 2 2 2 2 2 2 4 2

x
xdx dx x

x



       



  

 
 
 

2) El radio del cilindro coincide con el valor medio cuadrático integral 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

c  

 
1 22 3

12( )c



2
20

1 10

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 5
1

2 2 2 3 2 2 3 2 2 12

x
x dx dx

x x

                
  

Por lo tanto,

 

 
5 1 5

12 2 3c    
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0

1 cosx x
dx

x




 [7.17] Calcular, mediante un desarrollo en serie, la integral:  

 
Solución 
 

2 4 6 2 2
1cos 1 ( 1)

2! 4! 6! (2 2)!

n
nx x x x

x
n


      


  

 
2 4 6 2 2

1 cos ( 1)
2! 4! 6! (2 2)!

n
nx x x x

x
n



      


  

 
 

2 4 6 2 2

0

0

( 1)
1 cos 2! 4! 6! (2 2)!

x n
n

x

x x x x
x n

dx dx
x x

 
        

 
  


 

 




 

 
3 5 2 3

0

( 1)
2! 4! 6! (2 2)!

x n
nx x x x

dx
n

 
       





  

 
 

2 4 6 2 2

( 1)
2 2! 4 4! 6 6! (2 2) (2 2)

n
nx x x x

n n



   
!


     

  
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