INTEGRAL DEFINIDA

INTEGRAL DEFINIDA

3
dx
[7.1] Calcular: J _—
1 XU X2 +5x+1

Solucién

dt X t 1/3
x=1/t = dx=—-——= dt
t? 1 1 T2 ! dt

Jxx/x Thx+l \/1+5t+t2 3]1/3 14t 151 Jydiiesiel
JX2+5 - NP TR
X* +5X + :

t

1
} :In(1+§+ﬁ)_|n 1.5 1.5\
1/3 2 3 2 Y9 3

= L:[ln

t+g+\/t2 +5t+1

7+2\/7 7+2\/7

—In 2 CI—2  _In T+ 27
1 5 5 27 9
3 2 3 6

Cefinite integral:

1 1
F dx=10g[§[?+2‘q"?]]xﬂ.311684...
1

x'\."xz+5x+1

wd

logix) isthe natural logarithm

In5 X
e -ve -1 o

[7.2] Calcular: "
e"+3

Solucién

X _ 2 X __ 42 _ 2
S ex. Jor 1 e’ -1=t" e =t"+1->x=In(t" +1) (=0’ 1=t 510
2t x=In5—>e"™-1=t* >t=2

e +3 B dx = >
t°+1

2 2 2
=J 22t dt=2j (1— 24 )dt:Z[t—Zarctgl} =2(2—2—]=4—7r
ot°+4 t°+4 21, 4

0

0
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EJERCICIOS RESUELTOS DE CALCULO INFINITESIMAL

Definite integral:

bg(5) e* Ve* -1
——— dx = 0.858407
Jo e +3

log(x) isthe natural logarithm

In2
[7.3] Calcular: J.o e* -1 dx

Solucién
e —1=t°
In2 2 X t 1 2t 1 t2
[ Vecim=ix=ma+t) 0 ol v 1dt=2f =
° 2tdt m2 (1] "0 U o+
dx = >
1+t

1
1 1 T T
=2 1- dt=2|t—arctgt|. =2(1—-arctgl)=2|1-— [=2—-—
J( t2+1j [ 9ty =2 99 ( 4} 2

dore digits

Definite integral:

ogi2) n
rl ye -1 .*:1ch‘=2—E ~ 0.420204...
0

logix) is the natural logarithm

[7.4] Calcular las siguientes integrales:

3 J4 dx 2) Jl dx
» 2% @++/x)?

Solucién
_ . .
1+\/;:t_>FdX:dt
X
1)J“ dx 1t ? C(Cdt 1}3_ [1 1}_1
2 e “J.v i, 13 2] 6
L 2x(@+Vx) Xx=4->t=3 ? 2

dore digits

Definite integral:

1
x= 7 ~ 0.166667...

1
fzv’?[uv’?f ‘
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INTEGRAL DEFINIDA

X =sent — dx =cost dt

2) j:\/l—xzdx: Xx=0->t=0 =J'O%\/1—sen2t cost dt :Io%cosztdt =
x:1—>t:%

) %
:J zl(1+c052t)dt:1{t+sen Zt} =
0o 2 2 2

Definite integral:

1 - Iy
r'\,' 1—x" dx= 7 = 0.785398...
w0

vigre aig

Visual representation of the integral:

BOp——
08t
06
0.4t
0.zt \
1
N A A
0.2 04 06 08 10

[7.5] Estudiar la convergencia o divergencia de las siguientes integrales impropias

1)Ji2dx Z)Jidx
1 X 1 X

Solucién

b [ Locmtim| %dX:.im[_z} jz.im(_éﬂjzl_ozl
1 X u—-o ) X U—o X U—o0 u

1

La integral es convergente.

Definite integral:

3

wd

dx=1

"ol =

2)

j L ox= Iimj de=tim(Inx]!) = lim(Inu—In1) = oo 10

1 X U—o0 1 X u—o0 U—0

La integral es divergente.
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EJERCICIOS RESUELTOS DE CALCULO INFINITESIMAL

Input:
1
—dx
J1OX

Result:

m
W
%]
m
(=)

[7.6] Estudiar la convergencia o divergencia de las siguientes integrales impropias

0 1 3
1) J ;dx 2) J ldx S)J L dx
-2 (X+1)3 ax 1vx—=1

Solucion

1) La integral es impropia de segunda especie porque el denominador de la funcion

f(x)=

1
W se anulaen X=-1.
X+

0 1 0 1y 0
J %dX:J %dX+J %dX: Iimj %dxﬂimj %dX:
2 (X+1) 2 (X+1) L (x+1) w0t ), (X+1) =00 ) (X+1)

1. 1 1 1 1. 1
=——lim —+=--=+=1lim —=-0w+o
2 u-0* U 2 2 2 v0t

La integral es divergente puesto que no existe el limite anterior, sin embargo, al hacer
U=V para obtener el valor principal de Cauchy se simplifican los limites y queda igual
a cero.

Input:

1
o
Joz(x+ 1)°

Result:

Nonintegrable singularity of the integrand in the integration interval:

(x+ 177
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INTEGRAL DEFINIDA

2) La integral es impropia de segunda especie porque el denominador de la funcién

f(X)=i se anulaen X=0.
X

4
1 0 1 -u 1
J %dx:J idx+f idx_ Ilmf %dx+|imj %dx:
a X _1)( 0 )( u—-0" ) 4 X v—0" ), X

2 1 1
=——+lim—+Ilim—=0o
u—0" 3u v—0* 3V

La integral es divergente puesto que no existe el limite anterior y en este caso tampoco
existe el valor principal de Cauchy.

Result:

MNonintegrable singularity of the integrand in the integration interval:

no esta

3) Es una integral impropia de segunda especie porque la funcion f(x) =

-
(BN

acotada en Xx=1

lim

3
1
——dx=
J‘lﬂlx_l uaO*J‘ JX_

La integral es convergente

dx_nmz\/_} =242 lim 24 = 2V2

Definite integral: lore digits

1
f— dx =2v?2 ~2.82843...
1
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EJERCICIOS RESUELTOS DE CALCULO INFINITESIMAL

/
72 cosx

[7.7] Calcular la integral impropia convergente: J —X

o l—senx

Solucion

COS X 1-senx =t t
————dx = :—ZJ—dt:—2t+C:—2 1-senx+C
Jxll—sen X {—cosx dx =2t dt} t

rl2 Z ¢ 4
COS X . 2 COS X . ¢
———dx=Ilim —dx=llm[—2\/1—sen X:|2 =2
o l1-senx ¢=>0 ) o JJ1-senx 60 0

Definite integral:

= cos(x)

e —
v Y 1—sin(x)

x=2

[7.8] Estudiar la convergencia de la integral impropia segun los valores del parametro

f Y
e X(Inx)P

real p:

Solucién
e Sip=1:
* Inx=t x=e—ot=1 E3
j Ly - = (1/t)dt:IimIn|t|]u:oo
e XInx dx/x=dt x=ow—>t=0w 1 U—>o0 1
e Sip=l:
” Inx=t x=e—>t=1 0 —p+1 Y
f _ b ke =j P dt = lim = -
e X (Inx)P dx/x=dt x=w—>t=ow| J1 won 1-p |
o sip<l
= 1 .
— sip>1
_1 p
Es decir:

R _ . :
f —————dx converge si p>1, diverge si p<1
e X(Inx)P
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INTEGRAL DEFINIDA

dx
-1/4
X2 (2 _ X1/3)

(Indicacion: hacer el cambio X3 = 2t)

8
[7.9] Calcular mediante la funcién beta de Euler: ,[
0

Solucién
Jg . X3 — ot X213 — 412 x|t
X
1/2 13\ V4 1 -2/3dy — — 24t
o X (2_)( ) 3X dx =2dt dx = 24t°dt 81
[ 24t%dt 12 t'dt _1242 j "2yt =
. 2\/§t3’2(2—2t)’1/4 NA . {32714 (1 174 NZRE
2 2 3 5) ., 2 4) 5 2 4
= =p|=,2|=648 —648. S — L=
DEER e o (D
1 4 4 4 4 4
Rl
= 3-24 .ﬁ
S I
)
Definite integral: vore digits
1 3% 2% x (%)
[ﬂ dx = 4 2 5.03972...
Jo Ny —L— r[%)
1..1' 24+
[ix) isthe gamma function
[7.10] Calcular mediante una funcién de Euler:
a X3
————dXx (a>0)
Jo /az_xz

Solucién

1/2

Ja X3 iy X = at x=0—>t=0 —a—3J1Ldt—
Owlaz_xz dX:(a/Z)tillzdt X=a—>t=1 2 0 1-t
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EJERCICIOS RESUELTOS DE CALCULO INFINITESIMAL

a’ [t . a 2@ T(2)-T1/2) a T@W/2) 2a°
=Sl a=S s =S EREE RS e S
i (5/2) S2rae)

272

Definite integral:

[7.11] Calcular la siguiente integral:

Solucién

_ _J' lt1/z(1_t)1/z dt =
0 dx=(a/2)t™"?dt x=a—>t=1| 2Jo

J'axz /az—XZdX={ x=a\/f XZO—)IZO} a’

) (B3 G

a
2 2 16

1-x si x<1
[7.12] Sea la funcién f definida por: f(x)= .
Inx si x>1

Hallar el area limitada por la curva de ecuacién y = f(X) vy las rectas de ecuaciones
y=0, x=0 y x=e

Solucién

En primer lugar obtendremos una primitiva de la funcién f(x) =Inx utilizando el método
de integracion por partes.

X
InxX=u—->du=— 1
Ilnxdx: X |[=xInx— | x=dx=xInx—x+cte

X
dx=dv—ov=xX

Por lo tanto:

2 1
A:J.l(l—x)dx+J' Inx dx =| x - +[x|nx—x]e:1—£+elne—e—ln1+1:2— _3 u’
0 1 2 1 2 2

0

N |-
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INTEGRAL DEFINIDA

¥
m
]
LT}
¥
Il
[T}
]
]
pu |
= |

Input:

1
r (l-x)dx+ rlng(xj dx
W0 1

logix) is the natural logarithm

More digits

Result:

3
— = 1.5...
2

> Y su asintota.

[7.13] Hallar el area determinada por la curva de ecuacion Yy = 1
+ X

Solucion
“ 1 . Y1 . u
A=2 ~dx =2lim ~dx=2limarctg x|, =
0o 1+X u—o J o 14+ X U=eo 0
=2 lim(arctgu —arctg0) = 2(%—0] =7 U’
Input: fathematica form
1
2 rﬂ dx
oo 14+xt
Result: vore digits
e 3.14159...

[7.14] Hallar el area de la region limitada entre las curvas de ecuaciones cartesianas

1
Yy== y Y=— en los siguientes casos:
X =X X

1) entre las abscisas a=2 y b=3
2) para la regién dada por X>3

Solucion
3.2 1 1
1) Para Xx€(2,3) secumpleque X >X'-X = —<—
X X" =X
3 3 5 ) .
A:J ( 21 _%jdx: 1 _i:; dX:ZJ (L_E_%jdlen(x_l)_lnx_x_ _
JAXT=X X ,\X(x=1) x ,Ix—1 x x 2|,
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EJERCICIOS RESUELTOS DE CALCULO INFINITESIMAL

3
:In(x—l)—lnx+i2} :In2—|n3+i—ln1+ln2—1=2In2—|n3—£=Inﬂ—i u’
2X° 4, 18 8 72 3 72
Definite integral: Vore digit
1 1 5 4
f[ _— —]a‘xz 2 -I—lc:lg[—]rc 0.218238...
J2 e —x  XP 72 3
logix) is the natural logarithm
- 1
2) También para X=>3 se cumple que <=
X X=X
© p p
A:J ( 21 —%)dx:lim ! —is dx =lim [In(x—l)—lnx+i2} =
s \UX"—X X oo oA X(X=1) X P 2X° |,
=lim|In(p-)-Inp+ 12 —In2+|n3—izlim Inp—_1+ 12 +In§—izln§—i
P 2p oo p 2P 2 18 2 18
Definite integral: vore digits
1 1 1 3
r.,[ ~ - —B]dx =—-—+ lng[—] = 0.34991...
W3IOAXT—X X 18 2
loglx) isthe natural logarithm

[7.15] Hallar el valor medio integral uy el valor medio cuadratico integral x, en [-1,1]

de la funcion f definida por: f(x)=e* Vxe[-11]

Solucion

b
El valor medio integral g en un intervalo [a,b] es: u =biji f (x)dx
— a a

L
m
1
L
il
L1}
[u]
]
pu |
= |

Jdore digits

Result:

1 1
- [—— +c] = 1.1752...

2 c
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INTEGRAL DEFINIDA

1 b
El valor medio cuadratico integral g, en un intervalo [a,b] es: 4, :\/b—'[ [f(x)] dx
— a a

[7.16] Sea la funcion f definida en [0,2] por:

si 0<x<l1
f
(x) = }/ si 1<x<2

1) Hallar la altura de un rectangulo de base 2 cuya area coincida con el area del
recinto limitado por la curva de ecuacion cartesiana Yy = f(X), el eje OX y las

rectas de ecuaciones X=0 y x=2.
2) Determinar el radio de la base de un cilindro circular de altura 2 cuyo volumen
coincida con el volumen engendrado al girar la curva de ecuacion cartesiana

y = f(X) alrededor del eje OX entre los puntos de abscisa a=0 y a=2.

Solucién

1) La altura pedida es el valor medio integral u

2 271t
yzlrxdx+1f lox=1X +1Inx]2:11+iln2—£+lln2
270 2 22, 2 vt 22 2 4 2

1 X
Input: sthematica form
1 1 21
— r xdx+ - r— dx
2 .o 2.1 x
Result: ore digits
1 log(2
2t 89 0.596574...
logix) isthe natural logarithm

2) El radio del cilindro coincide con el valor medio cuadratico integral

( ——IXdX Jzidx—ix—3 l+£_—1} 11 1(_1+1j—£
) 2, 23| 2x]), 2320 27) 12

Por lo tanto, g, =\/E:1\/§
12 2\3
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EJERCICIOS RESUELTOS DE CALCULO INFINITESIMAL

X
: . . 1-cosx
[7.17] Calcular, mediante un desarrollo en serie, la integral: J —_—
0 X

dx

Solucion

2n-2
COSX:1—X—+X__X_ (_1)n—1 X
21 41 6l (2n-2)!
2 4 6 2n-2
1_COSX:X__X_ X_ (_1)n X
2! 41 6! (2n—-2)!
" 2 4 6 2n-2
‘1 );'_)z(l'Jr)él D 2X 2)1
J —CosX . _ I 41 6! (2n—2)! i
0 X X
0
Tx % x5 ooxens
=J {E_m 6! 1) 2 ZI} -
0 H ! ! (n_ )
2 4 6 2n-2
2:21 4.4! 6-6!

(2n-2)-(2n-2)!

Definite integral:
1 —cosi(x)

UE X

dx = —Ci(x) + log(x) + 7

Series expansion at x=0:

Ji'z _'Jli'4 Ji'ls JCS

———+ - +

4 96 4320 322560
x,lEI x,l.?

+O[x")

36288000 5748019200

Cilx) isthe cosine integral
¥ is the Euler—Mascheroni constant
log (x) is the natural logarithm

More terms
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