FUNCIONES DE VARIAS VARIABLES

FUNCIONES DE VARIAS VARIABLES

[5.1] Hallar y representar graficamente las curvas de nivel de la funcion f(X,Yy)= Xzy.

Solucién

Por definicion C, = {(X, y) eR? /X’y = m} )

Por tanto:
C, :{(x,y)eRZ/xzyzo}={(x,y)e]R2/x:0vy:O}

Cm={(X,y)e]R2/X2y=m}={(X,y)eR2/y=%} sim=0

Input interpretation:

contour plot  x%y

Contour plot:

gy T T T T T T T T T T T T T T 1
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EJERCICIOS RESUELTOS DE CALCULO INFINITESIMAL

[5.2] Hallar y representar graficamente las curvas de nivel de la funcion

f(xy)=1-[x/-[y]

Solucién
Por definicion C_, = {(X, y) e R? /1—|X|—|y| = m} .
Por tanto, como 1-m :|x|+|y| >0, deducimos que m<1. En este caso:
Para m=1: Clz{(0,0)}
Para m<1:
Si X,y>20: 1-x—-y=m = y=1-X-m
Si X,¥y<0: 1l+Xx+y=m = y=-1-X+m
Si Xx>0Ay<0: 1-x+y=m = y=-1+X+m

Si X<0Ay>0: 14x—-y=m = y=1+x—-m

Por tanto:

c,-00)
Cm:{(x,y)eRzlyzl—x—m/\XZO/\yzo}u{(x,y)eRzly:—l—x+m/\x<0/\y<0}u
u{(x,y)eR2/y=—1+x+m/\x>0/\y<0}u{(x,y)eR2/y:1+x—m/\x<0/\y>0} para m<1

Input interpretation:

contour plot 1— x| - ¥l

|z] is the absolute value

Contour plot:

4
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FUNCIONES DE VARIAS VARIABLES

[5.3] Demostrar que los siguientes limites no existen:

. 1-x
1.- lim 5 y
()0 X2 -y

2

. X
_ lim %
(x,y)—(0,0) X° + y

2.

Solucién
. 1-x
1.- lim — Y
()= X* —y

Limites reiterados

Iim[lim 1;XV}:|im A

Lirmit: Show steps
l-x 1

lim lim — L

x—=1 y—=1 X —y 2

Lirmit: Show steps
l-x

lim lim — Jr=l

y—=+1 x—=1 -y

Xy

2- lim —2—
(x,¥)—>(0,0) X +Yy

Limites reiterados

2 2

2
Iim{lim L} _im 2~ 0

X=>0| y=>0 X° 4+ y4 x—=0 X

2
.- X .0
I|m|:||m%j|:||m —420
y—=>0| x-0 X 4 y y—0 y

Existen y son iguales. Puede existir el limite doble.
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DE CALCULO INFINITESIMAL

y—=0 x—=0 I'? + Jr“"

Lirmit: Show steps
)
lim lim =0
2 4
x—=0 y=0 = + ¥
Lirmit: Show steps
2
lim lim =0

P - . .z 2
Limites segln una direccién, X=my

lim  —2—
(x,y)»(ZO,O) X" +y

X=my

2 4

Xy

4

my m

. m
=lim 2 4y 4
y—0 my+y

Los limites segun diferentes parabolas existen y son

=lim =
y=0 y*(1+m®)  1+m’

distintos, por lo que no existe el

limite doble.
Lirmit: 5 jm=
: m y“ m
lim — = -
¥=0 m? yt 4 y* 14+m*

ol

-0.4t

Plots:
050
:II_.-“' m\ﬁ_\h‘%
/ i _
it R L S O L i 1 1 1 from B to B
-6 -4 -2 2 4 A
E‘“-a i
=g'5 [
0.4 I".
0.2 \
e o frorm —30 to 30
—50 —E0=10 10 20 30
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[5.4] Estudiar la existencia de los siguientes limites:

2

. y
1.- lim ———
(x,y)—(0,0) 3/X2 + y2
2
X+
5. (x+Y)

(y)-00) X +y?

Solucién

2

y

Iim ———
(x,y)—(0,0) 3[X2 + y2

1.-

Limites reiterados

2 0
lim| lim —— | =lim -0
x—0| y—0 3/X2+y2 x—0 3 X2
i 2 ] 2
lim| lim—— |=lim Y= =limy** =0
y—>0| x>0 3/X2+y2 y—>0 3 y2 y—0

Existen y son iguales. Puede existir el limite doble.

) _ ) X=pCcosé
Si realizamos un cambio a coordenadas polares:
y=psenéd
sen’@ .
lim m 2SO p*¥sen?o = 0
X,¥)—(0,0) 3 —>O —0
(x¥)=(0.0) VX + y p \/ p sen? #<[0,1]
p—0
Input: lathematica form
r)
m —2
fx,¥1=(0,0) 3
o V2 4y
Result:
0
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2

(x+Y)

2.~ - -7

(y)-00) X+ y°

Limites reiterados

Iim[lim M} _lim X 21

x—>0| y—0 X2+y2 x—0 X2

2 2
Iim[lim %}:Iim Y 1
y—=>0| x>0 X +Yy y—0 y

Existen y son iguales. Puede existir el limite doble.

X = pcosé

Si realizamos un cambio a coordenadas polares:
y=psend

(x+Yy)*> .. (pcos@+psend)’ . p(cosd+send)’
=lim : =1im >

— = (cos @ +sen 6)*
(600 X +y p—0 Yo, p—0 D

Como el valor del limite depende del valor de €@ podemos concluir

(x+y)?
(y-00) X +y?

que

Input: Mathematica form

. (x+y)r
lim ——
(x,¥) (0,00 x° + ¥y~

Result:

(value depends on %, ¥y path)
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[5.5] Estudiar la continuidad de las siguientes funciones:

X+Yy
_ XY (x,y)%(0,0
Lty =] Ty (x.y)#(0.0)
0 (x.¥)=(0,0)

K2y?

2 f0y) =% (xy)#(0.0)

Solucién

X+y
- (xy)=(0,0

0 (x,y)=(0,0)
Si (X, y)¢(0,0), f(X,y) es continua por ser cociente de funciones continuas y el
denominador no nulo.

Si (X, y) = (0,0), tenemos que comprobar que:

lim f(x,y)=f(0,0)

(x,¥)—>(0,0)

Si calculamos los limites reiterados:

Iim{lim%}:lim X _iim 120=1(0,0
x=0[ y—=>0 ¥ +Xy+y x-=0 X x=0 ¥

Por tanto, como ,Zf lim f(X,y), f no es continua en (0,0). Luego f es continua en

(x,y)—(0,0)
7 -{(00)).

Input: lathematica form
) xX+Yy

im @——
xy)=00x° +xy+ ¥y

Result:
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Xy
2- f(xy)=1x""  (xy)%(0,0)
0 (xy)=(0,0)

Si (X, y) # (0,0) , T(X,y) es continua por ser producto de funciones continuas.
Si (X, y) :(0,0), tenemos que comprobar que:

lim f(xy)= f(0,0)

(x,y)—(0,0)
Si calculamos los limites reiterados:
_ 2yt
. - 2 2 -
lim| limxe* ™ |=lim xe=0
x—0| y—0 x—0
- oy .
- - 2 2 - _
lim| lim xe**" |=lim 0e*=0
y—0| x—0 y—0
Existen y son iguales. Puede existir el limite doble.
) ) _ X = pCcosé
Si realizamos un cambio a coordenadas polares:
y=psené
x2-y? p?(cos? 6—sen’ 6)
. 2,2 . 2 . 2 ) _can?
lim xeX*Y =lim pcos@e P = lim pcos@el® =0 _ g
(x,y)—(0,0) p—0 p—0 *

(*) Utilizamos que es el producto de una funcién que tiende a cero por una funcion

acotada.

Por tanto f es continua en R?.

[5.6] Estudiar la derivabilidad de la funcion:

i ]
f(x,y)= x2+y2 (X' Y)i(0,0)

0 (xy)=(0,0)

Solucion

Si (X, y);t(0,0), f(X,y) es derivable por ser cociente de funciones derivables y el

denominador no nulo.
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of
Si (X, y):(0,0), hay que estudiar la existencia de las derivadas parciales 8—(0,0) y

of
—(0,0):
00
Z—f(0,0)=|hing f(0+h,0;— £(0,0) =|hirr30;0=0
X — —
& (0.0)=lim [O0T0= 100 . 0-0
ay k—0 k k=0 k

Por tanto f es derivable en R?.

[5.7] Estudiar la continuidad y derivabilidad de la siguiente funcién en el punto (0,0):

x+y xy =0
f(x,y)=9 Xy
0 xy=0

Solucién

C b i f(x,y)=1(0,0).
omprobemos si (x,y)l—r>r(10,0) (x,y)=1(0,0)

Si calculamos los limites reiterados:

Iim{lim ﬂ} =lim 2= 4

x—0] y—0 Xy

Lirmit: Sho

. .
im lim = o0
y—=i0 x—=0 Xy

Lirmit:

[ix]
o
I
m
u]

T S
lim lim
x—=0 y=0 xy

=

X = pcosé

Si realizamos un cambio a coordenadas polares:
y=psend

+y . _pcosfd+psend . p(cosf+send) . cos@+send
=lim—; =lim— =lim =0
()00 xy  ,20 p°sen@dcosd  r,o0  psenfcosé ,=0 psen @ cosb

Por tanto f no es continua en (0,0).
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Para comprobar la derivabilidad en (0,0) analizamos la existencia de las derivadas

of of
iales —(0,0 —(0,0):
parciales 6X( )y 6X( )
& (0.0)=tim [ONO=100) _ 0-0 g
OX h—0 h h-0 h
& (0,0)= im 1000100 . 0-0
ay k—0 k k-0 k

Por tanto f es derivable y no continua en (0,0).

[5.8] Estudiar la continuidad y derivabilidad de la siguiente funcion en el punto (0,0):

x’ly] y=0
3 y=0

f(X,y)={

Solucion

Comprobemos si  lim  f(x,y)= f(0,0)=3.

(x,y)—(0,0)
lim f(x,y)= lim x*|y|=0= f(0,0)=3
(x,y)—(0,0) ( y) (x,y)—(0,0) |y| ( )
Input: athematica form
im x|y

(x5 =(0,0)
|z] i= the absolute value

Result:

0

Por tanto f no es continua en (0,0).

Para comprobar la derivabilidad en (0,0) analizamos la existencia de las derivadas

parciales %(0,0) y %(0,0):

Z—f(0,0)=|hing f(0+h,0;— £(0,0) =Ihing3;3=0
X - -

o (0.0)=tim QO 100 0-3_
8y k—0 k k=0 k

Por tanto f no es derivable en (0,0).
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CX

[5.9] Comprobar que z=€ 2 p(ay —bx) es solucién de la EDP :

az, +bz, +cz=0

Solucioén:
CcX CX CcX
iene- —_Ce A p_be a gy —ae @ o
Se tiene: ZX__EE @ —Dbe @ z,=ae @
De donde:

o -2 _& & _x
azX+bzy+cz:a£—e a p—be @ ¢'J+b[ae a (p'J+C£e a q)J:O
a

3
[5.10] Comprobar que Z= y‘3¢[7+ XJ es solucion de la EDP:

2X°z, +(y* +3x*)(yz, +32) =0

Solucién:

2X°z, +(y* +3x%)(yz, +32) =

2 3
:2x3y‘3( ?;)Z j¢’+(y2+3x2)(y{—3y“‘¢+ y“"‘(— 2y>§ jrp'}Sy‘s ¢]=

X3 [ 3x% + 52X,
=2—3[ 7 ! J(p +(y* +3x )[ 3y 340—740 +3y 3¢J=

y

x(3x +y)
y°

3
@' +(y* +3x )( 2X (/)’J:o
y’°
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y

[5.11] Comprobar que la funcién z = X% In cumple la ecuacién de Euler:

0z 0z
X—+

Solucién:

Al sustituir en la ecuacion de Euler:

oz 0z
X—+Yy—=X| 2xIn
oXx oy

2
X‘—xj+ y(x—]: Z(X2 In
X y

logix) isthe natural logarithm
Result:
¥
x +x[2xlng[—) —x:|

X

Alternate forms:

2x° lag[{)
x

[5.12] Demostrar que la funcién zZ = y-qo(x2 = y2), siendo @ una funcién arbitraria y
1oz 1z

diferenciable, satisface la ecuacion: + —

Solucién:
Se tiene: g—2yX ' 2 _ -2y
™ @ oy 4 4

Sustituyendo:
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Input interpretation:
aly f(=2 -»%))

simplify — —%
x

Result:

simplify 2y f' [J.:‘2 = f]

Input interpretation:
aly Flx2 %))
simplify B
¥
Result:
fix =) o
——— -2y fx -y

X
[5.13] Dada la funcion z=(X+ y)-sen(—j obtener lo mas simplificadamente
X+Yy

16}
posible el valor de la expresion: X8_+ y—
X

Solucién:

0z X X X+Yy—X X y X
— =sen +(X+Y)-cos . —|=sen + -COS
OX X+Yy X+Yy (x+Yy) X+y) X+y X+Yy
0z X XYy X
x—:xsen( j+—-cos[ j [1]
OX X+y) X+Yy X+Y
X —X X X X
+(X+Yy)-cos . | =sen - -COS
X+Yy )| (X+Y) X+y) X+Yy X+Yy

y@:ysen( X j— Xy -cos( X j [2]
oy X+y) X+Y X+Y

0z ( X
< —sen
oy X+y
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Haciendo [1] + [2]:

xg+yg—(x+y)-sen X =17
OX oy X+

Input: Mathematica Form
i : x i} , x
X — [[x + ¥ sm{ ]] +¥ [[x + ¥ 5111[ ]]
dx x+y ay xX+y
Result:

¥ ICDS(_L)
¥ sin[ ]— i
x+y x+y

: X 1 x x
I[Sll‘l[ ]+ Lx+y‘.|[ = & ] cus[ ]]
xX+y xX+y (x+yr X+y

Alternate forms:

; x
(x+ ¥l sm[ ]
xX+y

,0z loz 1
+

2 2 2
[5.14] Dada la funcion ZaE R \JY =2 =0, demostrar que X" —+——=—
X / oX yoy 1z

Solucion:
22@
2 +=- y2—22:0—>22g—£2 1 x g
oX X 2 yz_z2
oz z 2 oz 2|y’ -17°
—| 2+ = =
ox yi-z% ) X o 2(22\/ﬁ+z)
5 12y—22az
P+=— y2—22:0—>22—z—— ay:O
y?— 22
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2_ 2
22 L0 el 2Ny —2 L y -

OX yay_x x2(224/y2—22+z) Y| 22y’ -2° +12

2\y?-7° 1 2yl
z

,0z loz 1
X'—+——==
ox yoy 1z
Input interpretation:
B2l y-2| 2(#iioyy-7)
! : dx X dy X
simplify - -
9[22y r] 2242 4y r]
dz X y-:'lz X
Result:
1
Z

[5.15] Se considera la funcion z =z(X,Yy) definida mediante la ecuacion:
1+2xyz=2x%° -CD(XJ
X

donde (®) designa una funcion arbitraria diferenciable. Hallar de manera simplificada el

valor de la expresion diferencial:

Solucién:

Al derivar la ecuacion respectoa X e VY

i . — . r_
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i . '_
—%s oy Eoace(l) o 22002
2 X oy 2Xy

y sustituir en la expresion diferencial:

( o1 GZJ ( 4X- O -2y- D' —2yz 2x'CD’—2xz]
xy| x—+y— |=xy| x by _
X

2Xy 2Xy

Z%[X(4X'®—2y-®'—2yz)+ y(2x- @' —2xz)| = 2x*® — 2xyz =1+ 2xyz — 2xyz =1

[5.16] Sea la funcion z = f(X,y) definida implicitamente por la relacion:

X +y?+2°-2x+4y—-6z-11=0

Obtener la ecuacion del plano tangente a la superficie z= f(X,y) en el punto P(1,1,-1)

Solucién:

La ecuacion del plano tangente a una superficie en un punto By(X,, Y,,Z,) es:
L—1y= Z;(Xo’ yo)-(x—x0)+z’y(xo, yo)'(y_yo)

0z 0z

X2 +y2+22—2x+4y—-62-11=0 — By 24225 -2-62==0
OX OX

— -6 % ooox = ZIZX L s1on-o0
OX ox 7-3

X2+ y2+22—2x+4y—67-11=0 — 2 2y+2z%+4—6%=0

0z oz -y-2
= (21-6)—=-2y-4 => —=—— = 7,(11,-1)=3/4
(22-6)7 =2y >~ 13 y(L1-1)

Por lo tanto, la ecuacion del plano tangente a la superficie dada en P(1,1,—1) es:

z+1:0-(x—1)+%.(y—1) = 472+4=3y-3 = 3y-41-7=0
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[5.17] Dada la funcién z=u -V+2v?, donde { calcular dz
Vv

Solucién:

Aplicando la regla de la cadena:

Or_oz ou o dv_ 2X+ (U+4v)-2=2vx+2u+8v =4x* +2x* - 2y° +16X =

ax 6uax ov dx

=6x°—2y° +16Xx
B RN y(-3y) = bxy’
oy ou oy

Luego: dz_a—dx %dy (6x* —2y® +16x)dx —6xy>dy

donde f y @ son funciones

[5.18] Comprobar que Z= y_l[ f(ax+y)+g(ax— y)] ,
arbitrarias diferenciables de segundo orden, es solucién de la EDP:

Solucién:
2 " "
Derivando respecto de X : o _a(f'+g) , 6§:a(f +9")
ox y OX y

Derivando respecto de Y :

1%} f+g f'—¢ , OZ .,
~ =" + = Y == (f+g)+y(f'-g)
oy y? y oy

}Z—(f'—g’)+(f'—g')+Y(f”+9")=Y(f”+9")

%’IQ)

7k
Por tanto: —
oy

De donde:

a_i{y §:|_a2(frr+gn)_822
2oyl oy y ox?
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’z _ (82°+x)
oxoy (32 -x)°

[5.19] Dada la funcién z° —xz—y =0, demostrar que

Solucién:

Derivando implicitamente respecto de (X) :

322g—z—x@:0 = (3zz—x)@:z = a_ 22 [1]
OX OX OX ox 3z°-X
Derivando implicitamente respecto de (Y) :
3222 2 1.9 o (322_)()@:1 - Z_ 21 [2]
o oy oy oy 3z°-X
Derivando [1] respecto de (Y) :
0z 0z 0z
32° -X)——17-62— 32° +X) —

0’z _ofez) 0 z ( )ay oy ( )ay (32° +x)
oxdy oyl ox :5 327 -x) (32° - x)* T (32° -x)° :_(322—x)3
[x=e*"cos@ a0 . N
[5.20] Si ar calcular a(x.y) utilizando propiedades del jacobiano.

y=e""send :

Solucién:
Utilizaremos la propiedad: o(r.9) = 1
o(x,y)  9(%y)
o(r,0)

o
a(x,y) |or 06| |2¢*"cos® —e*send

or.0) [y | |3e%send € cosd
or 060

=2¢e” cos? 6 +3e> sen? 9 =

= e (2cos? 0 +3sen? §) =e> (2+sen® H)

Luego:
ore) 1 1 e
o(x,y) O(xy) e (2+sen?6) 2+sen’d
ao(r,0)
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Input: Mathematica farm

{ 9 (exp(2 r) cos(t)) 9 (exp(2 r}cns(t}]}
AT ‘gt P

Exact result:

12 e’ cos(t), —e " sin(t]}

Input: Mathematica form

d d
— 3 int)), — 3 in(t
{ - (exp@n) sin(@), — (exp@ ) sin(e))

Exact result:

13 e’ sin(t), e’ cus(t}}

Input interpretation:
[ 2?7 cos(t) —e? T sin(t) ]‘

3e " sin(t) €7 cos(t)

Result:

3T En?(t) + 2 &° " cos?(t)

Contour plot:

0.0F
—nsk
~1of
¢ S
_zof

—2.5F

—30F
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[5.21] Obtener los extremos locales de la funciéon

f(X,y)=x*+y?—6xy+6x+3y—2

Solucioén:

Se determinan los puntos criticos (valores que anulan a las derivadas parciales):

of

p =3x"-6y+6=0
f(X,y)=x>+y*—6xy+6x+3y—-2 — X -
0
—=2y—-6x+3=0
oy

27 27
x* —6x+5=0 X=5 y=—7 - Pl_(5’7j
y_6x—3 -

2

Hallamos la matriz hessiana

o’f  o°f
b ox*  oxoy | (6x —6
et | -6 2
oyox oy’
Y los dos menores preferentes
o° f
H, = v =6X
6x —6
H, =|H|=

=12x-36
-6 2

En F’l—(5,—] hay un minimo local ya que H, =30>0 A H,=60-36=24>0

¢ (5’ EJ -117
2 4

En Pz = [1, %j hay un punto silla, H2 =12-36=-24<0

Escuela Universitaria de Ingenieria Técnica Industrial Bilbao



FUNCIONES DE VARIAS VARIABLES

[5.22] Determinar los extremos locales de la funciéon f definida por:

f(x,y)=e* +2x* —4x%’
Solucion

\%i :Ocﬂ:i:
oX oy
T _gx*—8xe’ =0
OX

- {8x(x2 -e’)=0

g — 4e4y _4X2ey — O ey(4e3y —4X2) = 0
oy

x=0 =e’(4e¥)=0 = 4e"” =0 imposible
8x(x*—e')=0 = v
X*-e'=0 = e’(4e” —-4e")=0 = 4e¥(e” -1)=0 = e -1=0 = y=0
Como X*’=¢' = x’=1 = x=#1
Se obtienen dos puntos criticos: P,(1,0) y P,(-10).

Hallamos la matriz hessiana

o’f  o°f

ox*  oxdy | (24x*—8e’ -8xe’
o*f  otf _[ ~8xe’ 16e4y—4x2eyj
dyox oy’

Y los dos menores preferentes
o* f

H, =—7F= 24x* —8eY
OX

H, =|H|=(24x* —8e)(16e"’ —4x’) - (8xe’)’

En P,(1,0) hay un minimo local ya que H, =24-8=16>0 A H,=16.12-64=128>0
f(1,0)=-1
En P,(-10) hay también un minimo local, H; =24-8=16>0A H, =24.12-64=128>0

f(-1,0)=-1
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[5.23] Sea la funcién f definida por: f(X,y)=X?+y®>—axy donde & es un nimero
real. Hallar los valores de « de forma que la funcién f tenga extremos locales.

Solucién
of a
—=0 & 2Xx-ay=0 ==
OX y - X 2 y
a_

Y 0 & 2y-aox=0 2y—a%y:0 = 4y-a’y=0 = y(4-a’)=0

=y=0 v a=2 v a=-2

Siy=0 = x=0 = elpunto P =(0,0) esun punto critico Vo € R

Sia=2 = y=X = lospuntos P,=(X,X) son puntos criticos VxeR

Sia=-2 = Yy=-X = lospuntos P, =(X,—X) son puntos criticos VXeR

Veremos si son extremos estudiando la matriz hessiana y los menores preferentes en
cada uno de ellos.

o’f  o°f
H x> oy | (2 -a
et ot | \l—a 2
oyox oy’
o f
H1:W:2>0

H,=|H|=4-0a"=(2-a)2+a)

1) B=(0.0)

Al ser H, > 0estudiamos las diferentes posibilidades para H, segun el valor de € R
(1a) H,>0 < 4-a’°>0 < ae(-2,2) P esun minimo local

(1b) H,<0 < 4-a?<0 & a<-2 v a>2 P, no es un extremo sino
un punto de silla

(o) Si a=2 v a=-2 = H,=0
pero observamos que

y es un caso dudoso con este criterio,

a=2 — f(xy)=x>+y2-2xy=(x—y)>?
a=-2 — fxy)=x"+y*+2xy=(x+Y)’

y, en ambos casos, para todos los puntos (X,Y) de un entorno del origen se
cumple que f(X,y)> f(0,00=0 = en B, =(0,0) hay un minimo local
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2)a=2 Yy P,=(xXx)

f(x,y)=x*+y*-2xy=(x-y)*>0 mientras que f(P,)=f(x,x)=0 en P, hay un

minimo local
ya=-2 Yy P=(X—X)

f(X,¥)=x>+y*+2xy =(x+y)’ >0 mientras que f(P,)=f(x,—x)=0 en P, hay un

minimo local

[5.24] Sean las funciones f y f, definidas por:

fx,y)=xy, f(xy)=x"+y* -1

Hallar los extremos locales de f condicionados por la ecuacion f;(x,y)=0.

Solucién

Consideramos la funcién auxiliar L(X,y,A)=xy+A(x>*+Yy?-1) y buscamos los puntos

criticos que cumplan la ecuacion X2 + y2 -1=0

OX 2X
y X 2 _ 2
oL x£0 X oy oy y =X 2 1
—=X+24y=0,—Z> A=-—— ¢+ > 2X 2y + > 22X =1l-ox=+t—
oy v 2y ) X +y? =1 2
2, .2 2, .2 X +y =
X“+y =1 X“+y =1
y=i donde iz—l:—1
. V2 2x 2
Si X:T —> 1 1
2 y =——= donde PR
V2 2x 2
y:i donde ﬂ:—lz—i
. 1 J2 X 2
Si X:_T —> 1 1
2 y =—— donde a=-J ==
J2 X 2
luego los puntos criticos son:
23
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. 1
asociados al valor A = E

. 1
asociados al valor A=— E

(el

Ademas, la matriz A:(O Z—fl %]2(0 2X 2y) es de rango 1 siempre que
X

(x,y)#(0,0)

Hallamos la matriz hessiana orlada:

OX
o°L g?i 0 2 2y
2x 224 1

ox  OX oxoy
4 oL | L
oy oyox oyt
1 1
Para P =| —, —— A=—
' ( 2 2) Ay
0 V2 -2
‘H(L)‘: 21 1 |=-8<0=> Pl(iz,—%j Minimo local condicionado
2 1 1
f(i _Lj__l
2" J2) 2
Para Pzz[—%, LZJ y /1:%:
0 —2 2

H(L)|=]v2 1 1|=-8<0=P EINLE
V22

V211

] Minimo local condicionado

(4
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‘H (L)‘ = \/5 -1 1|=8<0=PF (%—j Maximo local condicionado

V21 1

N

Para P4:(— —LJ y l:—l:

1
V20 2 2
0 2 -2
1 1

‘H (L)‘ =2 -1 1 |=8<0=P, [——,——J Méximo local condicionado

N
N

[5.25] Hallar los extremos condicionados de la funcion z(X,Yy) = x* + yz, estando ligadas

X
las variables x e y por la relacién —+% =1.
a

Solucioén:

Consideramos la funcién Lagrangiana:

L(x,y,4) = x* +y? +/1(§+1— ]
a b

Igualando a cero las derivadas parciales de la funcion Lagrangiana y teniendo presente la

y

X
condicion  f (X, ) :_+B_l: 0 se obtienen los posibles extremos relativos:
a

ab?
A _oxitizo = p?
OX a A =-2ax ax = by )
A _oyilico 5 li—cay S Loyt
oy b XY 1-0 a? 1 b’
Xy XY 1-0 2 2a%bh?
24Y 1-0 a b =27
a b a? +b?

Ademés, la matriz A= [0 % %) =(0 1/a 1/b) esderangolyaque a-b+0
X
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Para determinar si el punto es maximo o minimo se calcula el determinante de la matriz

hessiana orlada en dicho punto:

o o
OX
e ;yl_ 0 1/a 1/b )
|H(L)|=8_l > ooy =/a 2 0 :_b_z__
X X
X % 1/b 0 2
# Lo
oy oyox  oy?
? a’b
La funcion tiene un minimo local en el punto X = WL == condicionado por
a“+b a“+b
XY . ab?  a% a%b?
la ecuacion —+-—=1. Ademas, Z 5 | T
a b a“+b“ a“+b a“+b

[5.26] Sean las funciones f y f, definidas por:

f(x,y,z)=xy+xz+yz, f(Xy,z)=xyz-8

Hallar los extremos locales de f condicionados por la ecuacion f;(X,y,z)=0.

Solucion

Resolveremos el problema por el método de los multiplicadores de Lagrange.

Consideramos la funcion auxiliar L(X,y,z,4)=Xy+XZ+Yyz+ A(xyz—8) y buscamos los
puntos criticos que cumplan la ecuacién xyz—-8=0

z
%:y+z+;tyz:0 a=-J1%2 y+Z X+2
o A3
@=X+Z+1XZ=O ﬂ:—ﬂ X+Z X+Yy X=Y
oL X+Yy Xyz =8
—=X+Yy+Axy=0 A=—— _
pe y y Xy Xyz =8
Xyz =8 Xyz =8
X=y=12 X=y=2=2
— . —
X’ =8 A=-1

Obtenemos un solo punto critico, el P =(2,2,2) asociado al valor 4A=-1
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Ademas, la matriz A=|0 a o o =(0 yz xz xy)=(0 4 4 4) enelpunto
oXx oy oz

P=(2,2,2) es de rango 1.

Hallamos la matriz hessiana orlada

o A A
OX oy 0z
of, oL oL oL 0 yz Xz Xy
ML - X 02 oxdy oxar |y 0 1+az 1+ay
of, o’L  o°L AL xz 1+Az 0 1+ AX
oy oyax  oy:  oyor xy 1+dy 1+ix 0
of, oL oL oL
0z awox  ordy oz’

0 4 4 4
luad | punto (2,2,2) es: H(L) 40 -1 -
ue evaluada en el punto (2,2,2) es: =
b ? 4 -1 0 -1
4 -1 -1 0
y los dos ultimos menores preferentes:
o & A
OX
of, oL aazyL o4
H3:8_1 F 8—=4 0 -1j=-16-16=-32<0
X X X
% 4 -1 0
a oL oL
oy oyox oy’
0 1 1 1
1 0 -1 -1
H, =|H|=16 =-48<0
1 -1 0 -1
1 -1 -1 0

cuyos signos coinciden con (-1)'=(-1)"° de condiciones

Se deduce que la funcion f(X,y,Z)=Xy+XZ+Yyz tiene un minimo local en el punto
(2,2,2) condicionado por la ecuacion f(X,y,z)=xyz—8=0
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