DERIVADAS DE FUNCIONES DE UNA VARIABLE

DERIVADAS DE FUNCIONES
DE UNA VARIABLE

x<1
y obtener f'(X) en
x>1

[4.1] Estudiar la derivabilidad de la funcion f(Xx) =

los puntos en los que esté definida.

Solucién:

En primer lugar observamos que el dominio de la funcién es todo R.

Ademas, si X<1 f es derivable por ser un polinomio y si X >1 también lo es por ser un

cociente de funciones derivables.

El Gnico punto dudoso es el X=1 en el que la funcién cambia de expresion analitica.

Estudiaremos la derivabilidad calculando las derivadas laterales:

3—a+m2_1 )
fr) = tim AN =@ 2 Ty 32i=2h=ht=2  —2-h
h—0" h h—0~ h h—0" 2h h—0~ 2
Y
1= tim SO o 1eh T gy 12170, 21
h—0" h h-0" h h—»0"h(l+h) h->0"1+h

Como: f'Q)=f/1)=-1 = f esderivable en X=1 siendo f'(l)=-1

También se podria hacer hallando las derivadas de las dos funciones y viendo si coinciden

en X=1

= f'M)=f@0=-1
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-x xx<1
’
Resulta: f'(x)=< -1 x=1
1 x>1
T2
X
CFEX
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a4
fix)=03-xx/2
2 -1 2
14
I8 4.1.1.wp2 FEX
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24
f'(x)=-x
14+
X
) -1 2
frix)=-(1l/xx)
4
_2—_
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DERIVADAS DE FUNCIONES DE UNA VARIABLE

[4.2] Estudiar la derivabilidad de las siguientes funciones:

a) f(x)=|xvx+1

X
Xx=0

1
b) f()={1, ex
0 x=0

Solucién:

a) D(f)={xeR/x+1>0} =[~1 +x)

-XvXx+1 -1<x<0
Se puede poner: f(X):|X|\/X+1:{

XV X+1 x>0

Estudiamos en X =0 ya que en los demas puntos es derivable por ser producto de

funciones derivables.

h—0~ h—0"

(0= im f(o”‘r)]‘ 1O _ , Zwh+1-0 th+1—0: lim—h+1=-1
—

£/(0) = lim f(o”‘r)]‘ O _ jim h—VhEl‘O: lim vh+1=1

h—0" h—0" h—0*

Como: -1=f'(0)=f/(0)=1 = f noesderivableen x=0

Por lo tanto, f es derivable en (—1,0) U (0,+x).

En la siguiente grafica se observa que X=0 es un punto “anguloso”.

!= sinnombre.wp2 [Z][El El

Archivo Erua Wer Btns Una Dos  Anim  Misc

1 y=zxesgrifx+1)

y=-zxsgrifx+1)
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Xx=0

1
b) T(X)=11 ¢
0 Xx=0

Si X#0, f es una funcion derivable por ser un cociente de funciones derivables.

Para el estudio en X =0 hallamos las derivadas laterales.

h
£0) = lim ~OFN=TO _ i, Leeth
h—0~ h h—0~
_h
£1(0) = lim ~OEMW=1O) _ r, Leeh
h—0" h h—0"

Por lo tanto, como 1=f'(0)=# f'(0)=0 =

i sinnombre.wp2

-0
lim— -1
h—>0’1+e%
-0
~1im —2_ =0
h>0"y o Hh

f no es derivable en x=0.

Archivo Ecua Yer Btns Una Dos  Anim  Misc

f'(x)

-2 -1
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DERIVADAS DE FUNCIONES DE UNA VARIABLE

[4.3] Segun cierta teoria médica el peligro de un virus se mide en funciéon del tiempo que
lleva en el organismo mediante la siguiente expresion [ P(t) representa el peligro para un

tiempo de t minutos]:

ig si 0<t<5
P(t)=150t—625
0.5t+5

a) Estudiar la continuidad del peligro como funcion del tiempo.

b) ¢El peligro del virus crece a medida que permanece mas tiempo en el organismo?

¢) Por mucho tiempo que lleve en el organismo, ¢puede superar el virus una peligrosidad
de 95? ;,y de 100?

Solucién:

a) Se trata de una funcién definida a tramos.
En el interior del primer intervalo, la funcién es continua (es una parabola).
En el interior del segundo intervalo, la funcién también es continua, puesto que el valor

gue anularia el denominador 0.5t+5=0 — t=-10 se encuentra fuera del intervalo.

Bastara con analizar el punto de unién t=5:

lim P(t) = limt? =25

t—>5 t—5
lim P(t) = lim 50t-62.5 _ 250-62.5 _o5
t—5° t—»5" 0.5t+5 25+5

La funcion existe en t=5, su valor es P(5)=52 =25, y coincide con el valor de los

limites laterales que son iguales. Por ello, la funcién es continua en todo su dominio.

Lirmit:

lim % = 25

t—=5

Lirmit:

. B0t-625
im —— =
t=5 05t+5

25.

b) Se trata de analizar el crecimiento de la funcién. Para ello analizaremos el signo de la

primera derivada:
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tramo 1. P'(t)=2t — P'(t)>0 Vte(0,5)
281.25

tramo 2: P'(t)=————
© (0.5t +5)?

P'(t)>0 Vte (5 x)

Por lo tanto, el peligro del virus crece a medida que permanece mas tiempo en el

organismo.

¢) Se trata de determinar la tendencia de la funcién cuando t — oo :

"m[SOt—GZ.S}:[E}: 50 o0
too| 0.5t+5 o0 0.5

Por tanto el virus puede llegar a superar la peligrosidad de 95, pero no llegara a alcanzar

una peligrosidad de 100. La funcion presenta una asintota horizontal P(t) =100

Lirmit: Show steps
50t -62.5

m = 100.
twea 0.5t45

Series expansion at t=00; ore terms

1125. 11250. 112500. 1.125%10% 1.125% 107 148
100. — Wi i + - +D[{—]
t i t3 £ £ t
Computed by: Wolfram Mathematica Dawnload as: POF | Live Mathematica

& 4.3.wp2
Archivo Ecua Wer Btns Una Dos  Anim  Misc
T%y
G0+
sol P(t)=(50t-625)/ (05t+5)
40 -+
30T
20+
Pit)=tt
10+
1 x
]
-1 1 2 3 4 5 a6 7 &8 9 1011121314 15 16 17 18 19 20 21 22 23 24 25 26 27 28 20 3
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"
1
[4.4] Dada la circunferencia X2 +y? =r? probar que y———
y

|:1+ y’2:|3/2 - r

Solucioén:

senx

[4.5] Sea la funcion definida por (XY)

X d
=Y . Obtener —.
dx

Solucioén:

Utilizando la derivaciéon logaritmica:

(xy)*™ =y* = senxIn(xy)=xIny

cos xIn(xy) +sen xi(y+ xy)=Iny+ x1 y'
Xy

!

1 y X
cosxIn(xy)+=senx+—senx=Iny+—y
X y y

senx x|, sen x
(———J y'=Iny————cos xIn(xy)
y |y X

y' :ﬂ :L{m y_m—cosxln(xy)}
dx senx-—x X
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[4.6] Usando derivaciéon implicita, hallar la pendiente de la recta tangente a la curva:

X?+y?—4x+2y-11=0

en el punto de abscisa X =2 y ordenada positiva.

Solucion:

Calculemos la ordenada para X=2:

44+y*-8+2y-11=0 = y°+2y-15=0 = y= =

_ 2+4+60 248 _{3
2 2

Puesto que la ordenada debe ser positiva, el punto en cuestién es el (2,3)
Derivando implicitamente la ecuacién de la curva: 2X+2yy'—4+2y' =0
Sustituyendo las coordenadas del punto (2,3) en la expresion de la derivada:
2:2+2-3y'-4+2y'=0 = y'(2)=0
La ecuacién de la recta tangente es:
Y=Y =Y (%)(x=%) = y-3=0-(x-2)=0 = y=3

Se trata, por tanto, de una recta paralela al eje de abscisas.

- 4.9.wp2
Archivo Ecua Vet Btns Una Dos  Anim  Misc

¥

—2

xx+tyv-4x+2y-11=0

5+

8 Escuela Universitaria de Ingenieria Técnica Industrial Bilbao
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[4.7] Justificar que 4X—4y—21=0 es una recta tangente a la parabola y=x*-2x-3,

paralela a la cuerda que une los puntos de la parabola A(0,—3); B(3,0).

Solucién:

La funcion y=Xx"—-2x—3 es continua y derivable en todo R . Si se aplica el teorema de

Lagrange en el intervalo [0, 3]:

y=x2—2x—3 N y'=2x—2 T.Lagrange

f(o)—f , 0-(-3
—(g—a(a): f'(c), ce(a,b): %zlzZC—Z - C:3/2 = y(3/2):—15/4

Luegoen M (3/2,—15/4) la tangente es paralela a la cuerda AB . Su ecuacién es:
y-y()=y'(c)(x-¢c) — y+15/4=1(x-3/2) = 4x-4y-21=0

El ejercicio se ilustra con la figura.

im sinnombre?.wp?

frchivo Ecua Wer Btns Una Dos  Anim Misc
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4x* —32x+49

[4.8] Hallar la derivada n-ésima de la funcion Yy =—;
X°—8x+12

(Indicacion: descomponer previamente en fracciones simples)

Solucién:
4x% —32x +49 1 1
:2—:4+ 7 =4+
X —8x+12 X —8x+12 (x—=2)(x—6)
1 A N B  A(Xx-6)+B(x-2)
(x=2)(x—6) x—2 x-6 (x—2)(x—6)
X=6: 1=4B A=-1/4
1=A(x-6)+B(x-2) =
Xx=2: 1=—4A B=1/4
Input: Mathematica form
, , 4x? —32x+49
partial fractions -
x*—8x+12
Result: Show steps
1 1
- + + 4
4ix—-27 44ix-—06)
Por lo tanto: y™ :0—1D" {L—L}
4 X—2 X-6
Consideremos la funciéon ¢ =L = (X—a)‘l. Derivandola sucesivamente:
X—a

g'=-(x-a)" =(-1)'1(x~a)”
9" =+2(x-a)° =(-1)°2!(x-a)” Por induccion: g™ = (-1)"n!(x—a) "
9" =-6(x—a)™" =(-1%3!(x—-a)™"

Luego:

n) _(_ n+1n_! l _ 1
y _( 1) 4|:(X_2)n+1 (X_6)n+l:|
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[4.9] Siendo Y =argth X, obtener una relacion entre y" 2y vy “cajcular y"(0) .

Solucioén:

Derivando: y=argthx = y’:112 = (1-x)y'=1

Aplicando el operador D (n-1) veces y teniendo en cuenta la regla de Leibniz:

D™ [@-x*)y'|=D"'[] = D"*[@-x*)y'|=0

n-1) oo N n-1\ w2 _ N=1) oao_
[0 j(y) 1-x) f : ](y) 2x f ) ](y) 2-0

La férmula de recurrencia pedida es:

@-x2)y™ —2x(n-1)y" P —(n-1)(n-2)y"? =0

Con x=0 se tiene:
Yy (0) - (n-2)(n-2)y"?(0) = 0= y™(0) = (n-1)(n-2)y"?(0)

Para n=3: y"(0)=2y'(0)=2

Input:

tanh™'(x)
tanh™! (x) istheinverse hyperbolic tangent function
Plots:
|
2 //
J: o
_—-"_'-‘-
—10  _—BE 0.5 10 Ham =Lt
-1
-2
|
! -3
. \
2
HZAS
. PP =
-5 —4“:«2\ 2 4 B (x from —F f
41
2
T:3 — real part
— imaginary part
Root:
x=0

Series expansion at x=-1: lore terms

1(l (x+1)-1 (2))+x—+1+1(+1)7+1(+1)3+
— (logix —lo — (X T+ — X
2 # 2 4 16 48

! e+t + ! (x+1)° + ! (x+ 1%+ 0(x + 1))
— X — X — X X ¢
128 320 768

Irzgl_.'-.'] is the natural logarithm

Series expansion at x=0;
x x*° X A x 12
X+ —+—+—+—+ — +0[x¥)
3 5 7 9 11

Escuela Universitaria de Ingenieria Técnica Industrial Bilbao 11
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n(x+yx +1)

[4.10] Para la funcion Yy =
X2 +1

se pide:

a) Determinar su dominio de definicién.
b) Probar que satisface a la ecuacién diferencial (X2 +1) y'+xy—-1=0

(n+1)

, y(n), y(n_l) :

c) Demostrar la relacion recurrente entre las derivadas Y
(x*+1) ™ + (2n+2)xy™ +n’y" Y =0

d) Aplicar la relacion anterior para calcular las primeras derivadas de Yy en X=0

2x°  8x°
e) Justificar la aproximacion: y=X———+——---

3 15

Solucion:
a) Dominio de definicion

X+VX*+1>0Ax*+1#0 secumple VxeR — D=R

b) Probar que satisface a la ecuacién diferencial (X2 +1) y'+xy-1=0

(s2)y=infce 1) 2o (i) - J;

(x2+1) Yy +xy—-1=0

(n+1)

(n) (n-1) .
Y Y :

¢) Relacion recurrente entre las derivadas Yy

Se deriva (n) veces la ecuacion diferencial. De acuerdo con la férmula de Leibniz:
n n n n n
B e R R O W P R B PRI R

(x*+1)y" ™+ 2nxy ™ +n(n -1y + xy® +ny" P =0 =

(x*+1)y" +2(n+D)xy™ +n?y" Y =0
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d) Calculo de las primeras derivadas de ¥ en X=0

Para Xx=0: y™(0)++n’y"?(0)=0. Ademas: y(0)=0; y'(0)=1

Dando valores a (N) en la relacion recurrente:

n=1 —- y'"(0)+y0)=0 — y"(0)=0

n=2 — y"(0)+4y(0)=0 — y"(0)=—4
n=3 - yY(0)+9y"(0)=0 — yY(0)=0
n=4 — y'(0)+16y"(0)=0 — y'(0)=64

e) Basta aplicar la férmula de Maclaurin

2 3
X"
y= y(0)+ Y (0)+ y"(0)+ y"’(0)+ e y?(0)+R,, —
4 , 64 . 2 ; 8 &
y=X-——"X+—"X -+ = Yy=X—""X+—X —+-
3! 5! 3 15
Input & - .
1c:g[x+ X+l ]
o+l
log(x) isthe natural logarithm
Alternate form:
sinh™(x)
o+l
sinh™? (x) isthe inverse hyperbolic sine function
Series expansion at x=0 e tern
2x’ Bx® 16x7 128x” 256x'! -
X — + - + - +0[x*?)
3 15 35 315 693
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. - / X
[4.11] a) Hallar las ecuaciones de las rectas tangentes a la funcion: y =1In —1
X+

paralelas a la recta X—4y+1=0

b) Desarrollar en potencias de (X—1) el polinomio P(x) = x* -1

Solucién:
a)Y=|n«/L=l[lnx—ln(x+1)] = y’=£|:1_ 1 }:Hl—x: 1
Xx+1 2 20 x  x+1] 2x(x+1) 2x(x+1)
1 1 1
X-4y+1=0 = =—X+— = m,==
Y Y= 274

Como las rectas tangentes a la funcion deben ser paralelas a esa recta de pendiente m,,

se tiene:
m=m, = #zl = x2+x-2=0
2x(x+1) 4
1 - ——EInZ
L _—lVir8 123 =73
= 5 ===

-2 - y:+%In2

y+lln2 =£(x—1)

; : ) 2 4

Luego las dos rectas tangentes tienen de ecuaciones: 1 1
—ZIn2==(x+2
Y= 4( )

= 4.5.wp2

Archivo Ecua Yer Btns Una Dos  Anim  Misc

Y- (1/2)m2=(1/4)(x+2) -

(1,-(1/2)In2)

A e (122 =(1/4) (x-1)

i

—4 4
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b) Se aplica la férmula de Taylor para polinomios (en este caso N=4):

\

PU):PG)+Pﬁn(xéD+Eg?(x—Dz+EgQ(X—DS+E%§Qu—D4
PX)=x*-1 > P@)=0
P(x)=4x> — P0=4
P'(x)=12x> — P"())=12
P"(x)=24x — P"(1)=24
PV(x)=24 —» PY@)=24

4 12 24 24
”‘4=°+1ﬁx‘3+§ﬂx‘92+§I“‘Ds+z;“‘n4=4“‘D+6“‘DZ+4“‘93+“‘D4

[4.12] Determinar la recta que pasa por el punto (2,3) y forma con los ejes coordenados

un triangulo de area minima.

Solucioén:
- - Xy
Ecuacién candnica de la recta: _+B:1
a
2 3
Por pasar por el punto (2,3) : E+B:1
043 ) . gh_ab-3a—a(b-3) = a=—22
ab b-3 >
X
2 _ _ 2 2_
Al ot 2 bt A'(b)ZZb(b 3)2b _b 62
2 b-3 b-3 (b-3) (b-3)

b=0

A=0 = b°-6b=0 = b(b-6)=0 = {b—G

Puntos criticos:

AA = Db-3=0 = b=3

Dos de esos puntos criticos (b=0 y b=3) se desechan por consideraciones

geométricas. Vamos analizar el Unico punto critico restante mediante el criterio de la

variacion de la primera derivada:

vbe(3,6): A'(b) _ 66 _ () v (decrec.)
(+) [Minimoen b=6 ; a=4]

Vb e (6,): A'(b):wz(ﬂ /" (crec)
(+)
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., . X
Luego la ecuacién de la recta pedida es: Z+—=

[4.13] Hallar los puntos criticos y los extremos locales de las funciones:

X
a) f(x)= —| |
1+|X
D) f() =X
Jx
Solucion:
|X| 1_—X x<0
a) Podemos expresar f(X)= —JtX
1+|x| X
— x>0
1+x
-(1-x)-x -1 0
@-x?*  @1-x)
Se obtiene para la derivada: f'(X) = A X=0
l+x-x 1 0
@+x)°  @+x)°

No hay mas puntos criticos que el (0,0) puesto que f'(X)=0 VxeR

c f'(x)<0 si x<0 = f esdecrecienteen (—c,0)
omo:
f'(x)>0 si x>0 = f escreciente en (0,+)

y como f es una funcién continua en R podemos decir que en el punto (0,0) hay un

minimo absoluto.

1& sinnombre.wp2

archivo Ecua Ver Btns Una Dos anim Misc

y=-x/(l-x) v=x/(l+x)
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DERIVADAS DE FUNCIONES DE UNA VARIABLE

b) f(x):f—%:% D() = (0,+)
1
fl(x)zﬁ_(x_l)Q\/QZZX—x+l_ x+1

X 2x\/§ - 2x\/§

f'(x)=0 = x=-1¢D = No hay puntos criticos

Ycomo f'(X)>0 VxeR"™ = la funcién no tiene extremos

1& sinnombre.wp2

Archivo Ecua Wer Btns Una Dos  Anim  Misc

v=(x-1)/sqt{x})

-2 -1 1 2

24

[4.14] Hallar los puntos criticos y clasificar los extremos absolutos de la funcién:

f (x) = x*—2|x|+2 en el intervalo {—%g}

Solucioén:
2x+2 si x<0

2 H <
F(x) = x2+2x+2 s! X<0 ~ f(x)= e <=0
X°=2Xx+2 si x>0 ]
2Xx—=2 si x>0

Xx=-1

f'(x)=0<:>{x=1

13 .
Como X=-l¢ ik los puntos criticos son X=0y Xx=1

Estudiamos ahora el signo de la derivada primera

Escuela Universitaria de Ingenieria Técnica Industrial Bilbao
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f'(x)>0 —%<x<0 = f creciente

f'(x)<0 O0<x<l = f decreciente \

f'(x)>0 1<x<% = f creciente /"

Teniendo en cuenta que f es continua y estudiando los valores en los extremos del
intervalo se tiene que:

1 5 15 -
X=—=, y=— = |-=,=| minimo local
2 4 24
3 5 35 -
X==, y== —,— | maximo local
2 4 2'4

{X:O, y=2 = (0,2) maximo absoluto

x=1 y=1 = (1,1) minimo absoluto

tan 4.14.wp2

Archiva Ecua Wer Btns Una Dos  Anim  Misc
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