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NUMEROS COMPLEJOS

9 9
[1.1] Expresar en forma binémica: z= (1+\/§i) +(1—\/§i)

Solucién:

Teniendo en cuenta que 1+\/§i = 27[,3 A 1—\/§i = 2_,,/3
2=(LVB1) +(1-V3i) =(241) +(2.010)" =(2°),_+(2) =

=2%(cos 37z +isen37) +2° (cos(=37) +isen(—37)) = 2° - 2cos 37z = 210 . (1) = —21° = 1024

Input:

(1+V3 i) +(1-V3 i)

f iIsthe imaginary unit

Alternate form:
—-1024

Download as: POF | Live Mathematica

Computed by: Wolfram

[1.2] Calcular:

3
a) = (1+\/§ i)Z
1+
b) 1="———0
(1+i)™

0

c) z=1+i+(1+i)2+(1+i)3+...+(1+i)2

Solucién:

2 2= (1)
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|Z|:m=2 A Hzarcth?’:%

Por tanto:
3 3 3
— i Z —4 i — — :4 w+2k -
2=(1+31)4 = §(1+3i) 4[2ZJ 48 J§+T k=0,1,2,3
1+it%
by z=———
(1+i)™

Teniendo en cuenta que 1+i =2 y que i*=1:
4

25
- 1.4il00 _1+(I ) 1412 2 2 5
(1+i)™ (\/5” )100 (\/5)100100 2%55x  27(cos 25w +isen 257) 27 (-1)
1 e
1+ 4190
(14"

{ isthe imaginary unit

Exact result:
1
562040053421312

Scientific notation:

—1.7763568394002504646778106689453125 x 10~ 1*

Prime factorization:

9%

Computed by: lfram Mathematica Download as: POF | Live Mathematica

c) z =1+i+(1+i)2 +(1+i)3+...+(l+i)20

Comprobamos que es una progresion geométrica de razén r =1+i, por tanto:

L anl—ay (L+1) @+i)—@+i)  (1+0)° @Q+i)-@+i)

. 21 .
r—1 1+i-1 i - [(1“) _(1“)}

Calculamos en primer lugar (1+i)*:
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21 21
(1+i)21=(x/§;[)21=(\/§)2121,,:22”—22(cos57+|sen—) 22( \/_ \/_ =20 (-1-i)

4 4

Sustituyendo:

— [210 (~1-i)— 1+ i)] —i(l+ i)(21° +1)=1025(~1+i)

sum(1+1)~k k=1 to 20 =) ]

Result:

20
Z(l +0F = 1025+ 1025

Input: athematica form

(LDl 4+ + 1+ +Q 4+t + A+ +1+d5+ 1 +d7+ 01+ +
L@ EPsxedFegde it egpedFe@ente
(L+DT + A+ + 1+ +Q+DB+ 1+ + 1+
{ istheimaginary unit

Result:

—1025 4+ 1025

Magnitude:

1025y 2 ~ 1449.57

Polar form:

1.0
1025vV2 e%3'®™

Position in the complex plane:

Gaussian prime factorization:
—(1+Dx(L+2P %2+ x4 +5)%x(5+41i)

Computed by: Wolfram Mathematica Daownload as: POF | Live Mathemstica
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[1.3] Resolver las siguientes ecuaciones algebraicas:

a) X' +1=0

by x'—9x*+8x=0

Solucién:

1) X' +1=0 = x'=-1 = x={-1=11_=[1_,., k=0,1,2,3,4,5,6
7
Imput interpretation: lathema
solve e S Bt x
Result: Show steps Fewsr roots o
x=-1
x=v—1 ~ 0.90097 + 0.43388 i
x=—(-1*7 = —0.62349 — 0.78183
x=(-1%¥" =~ 0.22252 + 0.97493 i
x=—(—1)%7 ~ 0.22252 — 0.97493 i
x=(-1)%" ~ —0.62349 + 0.78183 i
x = —(—1)%7 ~ 0.90097 — 0.43388 i
Roots in the complex plane:
Im
. '
k |-'; .
N ke
.-/. I' E
Root plot:
PR e E Y BLatTE O g
—-2.0 -1.5 =1.0 —0.5 E
-2f
.
of
/
_1oF
f ;
/ —12f
/ —14§
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x=0

7 4 6 3
2) X' =9x"+8x=0 = x|xX-9x"+8|=0 =
[ } {x6—9x3+8:0

como x6-9x*+8=0 es una ecuacién bicuadrada, realizamos el cambio X3 =t,
obteniendo la ecuacion de segundo grado t2-0t+8=0, cuyas raices son t=8 y t=1.

Por tanto, obtenemos las ecuaciones X° =8 y x3=1.

e x*=8 = x=¥8,=20,5, k=012
3

Para k=0: x=2
Para k =1: X=—1+\/§i
Para k=2: X=—1—\/§i

e X*=1 = x=¥ =14, k=012
Para k=0: x=1

Para k =1: X:—1+—i
2

Para k=2: X=—=——I
2

2
Input interpretation: sthematica formr
solve  x7—9xt+Bx=0 for x
Result: 5 Fewe o ore digits
x=0
x=1
x=2

x=—V—1 ~—0.50000 — 0.86603 i
x=(-1* = —0.50000 + 0.86603 i
x=-1-iV3 ~—1.0000-1.7321i

x=—1+iV3 ~—1.0000+1.7321
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Roots in the complex plane:

Irm

Root plot:
|

Te—
1

3b-2ai
sea un

[1.4] Hallar los nameros reales (a) y (b) de forma que el complejo z =

nuamero real y tenga modulo la unidad. Determinar Z .

Solucion:
_3b-2ai _ (3b—2ai)(4+3i) 12b+6a+(9b—8a)i _12b+6a+9b—8ai
C4-3i 25 B 25 25 25
SizeR: 9b-8a=0 — a:E
54b
12b+——=25
sif7]=1 - |Z|:‘12b2-;6a RN 12b24;6a:irl . Sib
12b+—=-25
az—, b:ﬂ
~ 3 34
a=——, b=—=
2 3
Entonces:
4 3
Z_12b+6a_12'3+6'*_16+9_1
25 25 25
-4 -3
_1b+6a PO 169
25 25 25
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Otra forma de resolver:

b4
3Bb=4 3
h-2ai=4-3 - BN 3
—2a=-3 3
=3
2=1 > z=%1 » XA _4y

4-3i 4
b=——

=4
3b-2ai=-4+3 — - 3
-2a=3 _ 3
2

[1.5] Operando soélo con valores principales, resolver en C la ecuacion:

i[1-log,(z-zi)]=1

Solucién:

In(z—zi):_i N 1+i:Inz+ln(1—i)

ill-lo -zi)|=1 1-
l 9. (2 20)] = Inz Inz

n@-i) _ . _Inc-i) L) = Inz=-i[In(l-)]
Inz Inz |

1+i=1+

= mz=—{maﬁxﬂd :»mz=4PmJ5+{—%+%nﬂ =

mzzquJZ+(—%ﬂ :>|np>4mJ__% N zzngl%

Input interpretation: Mathematica Form

solve 1 — logle—zd)

=i for | =
logi=z)

{ istheimaginary unit
log(x) is the natural logarithm

Result: Show steps Moy, L

z2=(1—i)"" ~ 0.42883 — 0.15487 i

Roots in the complex plane:

Computed by: Wolfram Mathematica Diownload as: POF | Live Mathemacica
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Input: Mathematica form

exp|—ilog(V2 ) - g) =(1-i

i istheimaginary unit

logix) isthe natural logarithm
Result:
True
Computed by: Wollram Mathematica Download as: POF | Live Mathematica

[1.6] Resolver la ecuacién en numeros complejos: z°—(3+i)z+4=0. Determinar el
logaritmo neperiano de las raices obtenidas.

Solucién:
i+ )2 — L -
2 (341)z44=0 — 7= t1EVEHD 16 _ 3+i+-8+6i _
2 2

4+4i )

_svix@ed) |2 M

2 2-2i
En efecto:

J-8+6i=a+bi — -8+6i=(a+bi)> — —8+6i=a’—-b*+2abi

De donde, identificando partes reales real e imaginaria:

_8: Z_bZ
4 5 b=3 A 8=a’-2 » a‘48a’-9=0 -
6 =2ab a a

a=1+1 A b=13

2 —8+/64+36 -8+10 _{ 1

2 2 -9 (no es posible)

El logaritmo neperiano de las raices obtenidas es:

In(2+2i)=|n(\/§z)=In\@+i(%+2k7zjzgln2+i(%+2k7z}

In(l—i)=|n(\@_z)= In\/§+i(—%+2k7zj=%In2+i(—%+2k7zj

8 Escuela Universitaria de Ingenieria Técnica Industrial Bilbao



NUMEROS COMPLEJOS

Input interpretation:

solve 2 —(B3+i)z+4=0 tor =
{ istheimaginary unit
Results: Show steps
g=1-—1i
g2=242i

Roots in the complex plane:

.

=
Computed by: Wolfram Mathematica Downlead as: POF | Live Mathematics
Input: {athematica form
log(1l — i)
i istheimaginary unit
logix) is the natural logarithm

Position in the complex plane:

Irm

Alternate form:

log(2) inm
2 4
Input: lathematica form
log(2 + 2 )
i istheimaginary unit
logix) is the natural logarithm
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Position in the complex plane:

Iy

Alternate forms:

3 log(2 [ 7T
og(2) in
2 4

1 [ T
0g(8) L ir
2 4

[1.7] Expresar en forma bindmica las soluciones de la ecuacion:

(3-2i)(pe'’)* -6i-4=0

Solucién:

Recuérdese que pe'’ = p(cos@+isend)=p,=12.

Luego se trata de resolver la ecuacion: (3—2i)z>—(4+6i)=0

o _A+6i _ (4+6)(3+2i) 12+18i+8i-12 _ 26i _
3-2i 3 +(-2) 13 13

22:2i = Z:\/E:\/g:(\/z)ﬂ'/2+2kﬂ (k:011)

2

2i

Otra forma de resolver (aplicando la definicién de raiz cuadrada):

2i=x+yi (x,yeR) = 2i=(x+Vyi)=x2—y*+2xyi <

y=- 1
2 _ 2 _ Ty ==
- {X myz = 1. =
Xy = x2_7=0 x'-1=0 = x=x1 (xeR) y==1
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Input:

Result:

Alternate forms:

2 -2i=0

z=-1-1i

g=14+1i

Irm

Complex solutions:

(3-2iz"-4-6i=0

(3-222—(4+6)=0

3-2Hz—(1+iNiz+(l+in=20

Alternate form assuming all variables are real:

3z +i(-2z"-6)-4=0

Roots in the complex plane:

Computed by: Woliram Mathematica

fathematica rarm

i istheimaginary unit

Download as: POF | Live Mathematica

Solucioén:

Siendo z=X+Yi se tiene:

|z-2
|z+2

|(x=2)+yi

|(x+2) +yi

[1.8] Describir el lugar geométrico de los puntos Z € C, que verifican la condicion:

7—2

Z+2

=

=3 = J(x=-2’+y* =3 (x+2)*+y* =

(x=2)>+y* =9[(x+2)°+y’] = 8x*+40x+32+8y*=0 =
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5 3Y’
X2 +5x+4+y* =0 = (x+5) +y2:[5j

Circunferencia de centro C =(-5/2,0) y radio r =3/2

A

Input interpretation:
simplity Vix—22 +3° =3y (x+2)° +y°

Result:

X(X+5)+3y +4=0

Implicit plot:

[1.9] Determinar la ecuacién del lugar geométrico de los Z = X+ Yi del plano complejo
tales que la razon de las distancias de Z a los puntos 1 y -1 tienen el valor constante k

Solucion:
-1 _1)2 2
24 ko) = OEPHY 2 o )2 axadey? =K2(xE 4 2x 414 y?)
|z+q (X+1)°+y
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x2 (k% 1)+ y?(k? -1) + 2x(k* +1) +k? -1=0

e Sik=l:

2 2 2 2 2 2
x2+y2+2xk2+1+1:0 = x+k2Jrl +y? = % —1=%
k-1 k-1 ke -1 (k°-1)

. . _ k?+1 2k
Se trata de una circunferencia, cuyo centro y radioson: C|—-——,0 r=——

e Sik=1: x=0 (eje de ordenadas)

[1.10] Los puntos (1,5) y (1,7) son vértices opuestos de un octégono regular.
Determinar los restantes vértices.

Solucioén:

Si (1,5) y (1,7) son vértices opuestos, el centro del octégono regular esta en su
semisuma, es decir, en el punto (1,6), y el radio vector es (1,7)—(1,6)=(0,1). Girando

este radio vector 27 /8 radianes sucesivamente, se obtienen los restantes vértices.

Utilizando nameros complejos se tiene:
Vi=(17)

V,=(16)+(0,1)-1,, =(L6)+(0,1)-(2/2,v212) = (1,6) +(-2/2 ,N212) =
=(1-2/2,6+212)

Vo =(L6)+(—~2/2,212)1_,,=1,6)+(-~2/2,N2/2)-(N212,~212) = (1,6) + (-1,0) =
=(0,6)

V, = (1,6)+(-1,0)-1,,, =(1,6)+(-1,0)-(v2/2,2/2) = (1,6) + (-~/2/2,-~/2/2) =
=(1-+2/2,6-212)

Haciendo uso de la simetria de los vértices respecto del centro del octégono resulta:

Vs =(16)-(0.2) = (1,5)

Vs =(16)—(—~2/12 N212)=(1+~212,6-+/212)

Escuela Universitaria de Ingenieria Técnica Industrial Bilbao 13



EJERCICIOS RESUELTOS DE CALCULO INFINITESIMAL

V7 =(1,6)-(-1,0)=(2,6)

Vg =(L6)— (=212, -~212)=(1+~212,6++/2/2)

{& sinnombrel.wp2

Archivo Ecua  Wet Btns Una Dos  Anim Misc

¥
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