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1. Usando la definicién de notacion asintética ©, demuestre con detalle que
1024n2 + 5n € O(n?).

Solucién:
Para demostrar que 1024n? + 5n € O(n?) hay que encontrar un ny y una
constante ¢ > 0 tal que 1024n2 + 5n < en? ¥Yn > ng.

Basta dividir esa inecuacién por n? para obtener 1024 + % < ¢. Por lo tanto,
basta tomar ng =5y ¢ = 1025.

Para demostrar que 1024n2 + 5n € Q(n?) hay que encontrar un ng y una
constante ¢ > 0 tal que 1024n2% + 5n > en? Vn > ng. Basta tomar ng = 0 y
c=1.

2. Usando las definiciones de notacién asintética, demuestre si son verdaderas o
falsas las afirmaciones siguientes:

a) (n+1)! € O(3(nl))
b) n2 € Q(n +1)2)

Solucién:

a) (n+ 1)l € O(3(n!)) es falso. Lo demostramos por reduccién al absurdo.
Si suponemos que es verdadero, entonces

de > 0,np tal que Vn > ng, (n + 1)! < ¢3n!

pero entonces tendriamos que Vn > ng, n + 1 < ¢3; que es imposible.

b) n? € Q((n + 1)?) es verdadero. Intentemos justificar las acotaciones per-
tinentes:

n?>cn+1)2=>n’ >’ +2n+c=>1>c+c2/n+c/n?

y basta tomar una constante 0 < ¢ < 1/4 para que se satisfagan las
acotaciones Vn > 1.

3. Demuestre las proposiciones siguientes:

a) g(n) € O(f(n)) siy sdlosi f(n) € Q(g(n)).
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b) g(n) € o(f(n)) siy sélosi f(n) € w(g(n)).

c) ©(f(n)) = O(f(n)) NQ(f(n))

d) Si g(n) € o(f(n)) entonces g(n) € O(f(n)) — Q(f(n))
Solucion:

a)

g(n) € O(f(n)) < Fec>0,n9Yn>ng, g(n) <cf(n)
< dc> 0,19 Yn > no, % g(n) < f(n)
& f(n) € Qg(n)).

g(n) € o(f(n)) < 3IngVe >0, Vn > ng, g(n) < ef(n)
& dngVe > 0, Vn > ny, %g(n) < f(n)
& f(n) € w(g(n)).

c) Basta desplegar la definicién de que g(n) € ©(f(n)) para comprobar que
las dos acotaciones se corresponden con las pertinentes definiciones de

que g(n) € O(f(n)) y g(n) € Q(f(n)); y viceversa.

d) Si g(n) € o(f(n)) entonces es obvio que g(n) € O(f(n)); pero vamos a
demostrar, por reduccién al absurdo, que g(n) ¢ Q(f(n)).

g(n) € Q(f(n)) < f(n) € O(g(n)) (véase el apartado (a) anterior)
= Jc>0,n9 Yn > ng, f(n) <cg(n)

(e fn) < g(n)

pero esto ultimo contradice Ing Ve > 0,Vn > ng, g(n) < cf(n) que es la
definicién de g(n) € o(f(n)).

4. Demuestre que las proposiciones siguientes son equivalentes:

a) O(f(n)) = O(g(n))
b) ©(f(n)) = ©(g(n))
c) g(n) € ©(f(n))

Solucién:
Vamos a demostrar que (a) = (b) = (¢) = (a).

(a) = (b): Bastard con demostrar la inclusion O(f(n)) € ©(g(n)), porque
O(g(n)) € O(f(n)) se demuestra de manera analoga.

h(n) € ©(f(n)) & h(n) € O(f(n)) = O(g(n)) y hin) € Q(f(n)).

O(f(n)) = O(g(n)) = g(n) € O(f(n)) = f(n) € Ag(n)).
h(n) € Q(f(n)) y f(n) € Qg(n)) = h(n) € Q(g(n)).
h(n) € O(f(n)) = O(g(n)) y h(n) € Q(g(n)) = h(n) € B(g(n)).
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(b) = (c): g(n) € O(g(n)) = O(f(n)).

(¢) = (a): Como antes, demostramos sélo una de las inclusiones.
g(n) € ©(f(n)) < g(n) € O(f(n)) y g(n) € Q(f(n)).
h(n) € O(g(n)) y 9(n) € O(f(n)) = h(n) € O(f(n)).

5. Demuestre que lgn € o(n®) para cualquier a > 0.
Solucién:
Aplicando las propiedades de los limites y la regla de L "Hopital:

1

ln nln2_1

lim —=-— = lim _
n—oo N n=oo qno—1 n—00 omo‘nln2

6. Demuestre que n* € 0(2") para cualquier k > 0.

Solucién:
Aplicando las propiedades de los limites y, reiteradamente, la regla de L “"Hopital:

,onk o kRt ke (k—1)...2-1
Iim — = lim = lim =0
n—oo 2N n—oo 27 1n 2 n—00 2”(1H 2)k

7. Justifique si son verdaderas o falsas cada una de las afirmaciones que aparecen
a continuacién: Por ejemplo, a la afirmaciéon n? € O(n?) y n? € O(n3) se
deberia responder verdadero y falso.

W) 2 € 0) ¥ i € ofn)

b) lglgn € o(lgn) y lglgn € w(lgn)
4le2n ¢ O(n?) y 4'82m € Q(n?)

)

)

c)

d) Siendo 0 < e < 1, nH‘E cw(nlgn)y nH‘E € O(nlgn)
)
)

e) Siendo 0 <e <1, £ € O(n'*e) y lg—n € w(ntte)

f) (gn)?* € o(v/n) YWEO((lgn) )
g) 3" € Q(2") y 3" € ©(2")

Solucién:

lgj” = 0 por lo tanto

dadero, respectivamente.

b) limy,— 00 lglglg;" = 0 por lo tanto, lglgn € o(lgn) y lglgn € w(lgn) es

verdadero y falso, respectivamente.

c) 482" = ple24 = p2 por lo tanto, 482" € O(n?) y 482" € Q(n?) es
verdadero y verdadero, respectivamente.
, 1+¢
d) hmn_,oo ’gllign
n'*t€ € O(nlgn) es verdadero y falso, respectivamente.

n2

e) lim, .o -5 = oo por lo tanto

y wverdadero, respectivamente.

n_
' lgn

a) lim, o €0(n)y wn € o(n) es falso y ver-

= oo por lo tanto, siendo 0 < £ < 1, n'™¢ € w(nlgn) y

, ? €Oty 12—2” € w(n'*e) es falso
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f) im0 % = 0 por lo tanto, (Ign)? € o(y/n) y v/n € O((Ign)?) es

n
verdadero y falso, respectivamente.

9) lim,_.o 32 = oo por lo tanto, 3" € Q(2") y 3" € O(2") es verdadero y
falso, respectivamente.

8. Demuestre si la siguiente afirmacién es verdadera o falsa: f(n) € O(r(n)) y

g(n) € O(s(n)) implica que % € O(ggzg)

Solucién:

La afirmacion es falsa. Basta mostrar el siguiente contraejemplo: 3n? € O(n?)
y n € O(n?) pero 3’%2 ¢ O(1).

9. Una funciéon f : N — R* es asintdticamente no decreciente si dng Vn >
no f(n) < f(n+1). Una funcién f: N — R* es b-arménica (b€ N AN b > 2)
si es asintéticamente no decreciente y la funcién g(n) = f(bn) es de O(f(n)).

Demuestre que si f es b-armonica entonces es k-armdonica para cualquier k > 2.

Solucién:
Si f(n) es b-armdnica entonces es asintdticamente no decreciente y Jec >

0. Ing. Yn > ng. f(bn) < cf(n).
Demostraremos la proposicién haciendo induccién sobre k.

Base de la induccién: Si & < b entonces

f(kn) f(bn)  (f(n) asint. no decreciente)

<
< e¢f(n)  (f(n) es b — armonica)

Hipdtesis de induccién: Supongamos verdadera la proposicion, para todo k <[

f(l+1n) < f(2in) (2<I=1+1<2l)y (f(n) asint. no decreciente)
< af(2n) (f(n) es b — arménica)
< caf(bn) (2 <mn, y f(n) asint. no decreciente)
< ceaf(n)  (f(n) es b — armédnica)

10. Definimos una notacién asintética condicional del siguiente modo. Sea P(n)
una propiedad.

O(f(n)|P(n)) = {g(n)| 3e1, 2. Fno.
Vn = no. (P(n) = c1f(n) < g(n) < caf(n))}

Demuestre la siguiente proposicién: Si f(n) es b-armonica, t(n) es asintotica-
mente no decreciente y t(n) € O(f(n)| n potencia de b) (b > 2), entonces
t(n) € O(f(n)).

Solucién:

La hipdtesis es que Ja,c > 0. Ing. Yn > ng. (n potencia de b = af(n) <

t(n) < cf(n)).
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Si m no es potencia de b y m > ng entonces Ji. b* < m < b+,

Entonces:

t(m) t(b"1)  (t(n) asint. no decreciente)
cf(b"T) = cf(bb')  (por hipétesis)
cdf(b")  (f(n) es b — arménica)

cdf(m)  (f(n) asint. no decreciente)

VAN VAN VAR VAN

Por otro lado :

f(m) < f(™)  (f(n) asint. no decreciente)
< df(b") (f(n) es b — arménica)
1
< dat(b’) (por hipdtesis)
d
< —t(m) (t(n) asint. no decreciente)
a
En conclusién: 3p = cd, ¢ = g. Img. Vm > mg. qf(m) < t(m) < pf(m)), lo

que significa que t(m) € O(f(m)).



