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. Para resolver cierto problema se dispone de un algoritmo trivial cuyo tiempo de
ejecucion t(n) es cuadrético (i.e. t(n) € O(n?)). Se ha encontrado una estrate-
gia Divide y Vencerds para resolver el mismo problema; dicha estrategia realiza
D(n) = nlgn operaciones para dividir el problema en dos subproblemas de
tamano mitad que el original y C(n) = nlgn operaciones para componer una
solucién del original con la solucién de dichos subproblemas. ;Es la estrategia
Divide y Vencerds mas eficiente que la empleada en el algoritmo trivial?

Solucién:
La funcién de coste del algoritmo divide y vencerds indicado, responde a la
siguiente ecuacién:

_J o) sin<l1
f(n)—{ 2f(5)+2nlgn sin>1

Resolviendo por expansion, llegamos a la ecuacién patron

i—1
fn) = 2f()+mY lg
§=0

que llevandola al caso bésico, cuando n = 2°
i—1 i-1
= nf(l)+ 2nlognz 1-— QnZlong

j=0 j=0
= cen+n(lgn)® —nlgn
= O(n(lgn)?)
Puesto que
2
lfm M -0
n—00 n

ocurre que n(lgn)? € o(n?), y concluimos que el algoritmo divide y venceras
es mas eficiente que el trivial.
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2. Escriba un algoritmo para ordenar una lista enlazada de elementos utilizando la
estrategia de ORDEN_POR_MEZCLA. Analice su algoritmo en tiempo y espacio
y comparelo con la version clédsica utilizada para ordenar vectores.

Solucién:

La estrategia de ORDEN_POR_MEZCLA consiste en dividir por la mitad el
conjunto de elementos a ordenar, ordenar recursivamente cada uno de ellos, y
mezclar ordenadamente cada mitad.

En el caso de que el conjunto de elementos a ordenar esté representado medi-
ante una lista enlazada, con acceso secuencial a cada elemento (partiendo del
primero) como tnico modo de alcanzar cada elemento, la tarea de dividir por
la mitad el conjunto de elementos consiste en un recorrido de la lista hasta
llegar al elemento que ocupe la posicién | §]. Esto resulta de ©(n).

La mezcla ordenada de dos listas ordenadas se realiza de manera analoga a
como se hace con vectores; pero con la ventaja de que no es necesario espa-
cio extra de ©(n), basta con recolocar los nodos de las listas mediante redi-
reccionamiento de las referencias. Este procedimiento necesita un tiempo de
O(n).

En consecuencia, la funcién de coste temporal de esta versién de ORDEN_-
POR_MEZCLA es

_J o) sin<l1
f(”)_{ 2f(2)+O(n) sin>1

que es la misma que la de la versién que ordena vectores. La diferencia de
esta version es que se reduce el espacio extra necesario; ahora el espacio extra
proviene de la pila de llamadas recursivas, que alcanza un tamano de O(lgn).

3. Este ejercicio propone estudiar algunas variantes del algoritmo de ordenacion
por mezcla.

a) Supdngase que queremos utilizar el algoritmo de ordenacién por mezcla,
pero dividiendo el vector en tres tercios, ordenando cada trozo recursiva-
mente y mezcldndolos después de ordenados. Escriba y analice esa version
del algoritmo, que denominaremos ORD_MEZCLA_3.

b) Generalice el analisis para el caso de dividir el vector en k& > 3 porciones
de tamano similar, ordenar recursivamente y mezclar las k porciones or-
denadas.

¢) (Qué conclusiones puede extraer de lo anterior?

d) Considere un algoritmo ORD_-MEZCLA_RA{Z que divida el vector en |y/n|
trozos de tamano |y/n| aproximadamente. Estudie con cuidado cémo
deberfa ser el algoritmo de mezcla de los |y/n] trozos ordenados. Analice
el algoritmo ORD_MEZCLA_RAI{Z y compdrelo con los anteriores.

e) Llevando al extremo la idea de dividir el vector cada vez en més porciones,
para aplicar la idea de ordenacién por mezcla. Considere un algoritmo que
divida el vector en n/2 trozos de tamano 2.

Disetie y analice un algoritmo siguiendo esta variante.
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Solucidn:

a)

El algoritmo ORD_MEZCLA_3 es totalmente andlogo a la version clésica
de ordenacion por mezcla de dos trozos. Simplemente hay que tener en
cuenta que, en la rutina de mezcla de los tres trozos ordenados, hay que
seleccionar el minimo valor de tres valores, en vez de el minimo de dos.

Por tanto el analisis de coste temporal termina con la resoluciéon de una
recurrencia del estilo siguiente:

] o) sin<l1
fn) = { 3£(2) +O(n) sin>1

Con cualquiera de los métodos conocidos, se ha de llegar a comprobar
que f(n) = O(nlgn)
Generalizar para el caso de k > 3 trozos, nos lleva a la recurrencia:

[ o) sin<1
9(n) = { kg(%)+0O(n) sin>1

Y se debe llegar a comprobar que g(n) = O(nlgn)

La conclusion de lo anterior es que la decisién de trocear el vector de
entrada, en un nimero constante de porciones de tamano similar (in-
dependiente del tamano de la entrada n), no modifica la complejidad
asintotica del algoritmo resultante.

La implementacién de la idea de dividir el vector de entrada en |/n]
trozos de tamafio |y/n| aproximadamente, obliga a tener un poco mas
de cuidado con los detalles; pero no ha de ser muy distinta de la versién
anterior para un numero constante de trozos. El caso es que, ahora, el
nimero de trozos depende del tamano de la entrada. Si para mezclar los
| /1] trozos ordenados se ha seguido la misma pauta que en los apartados
anteriores; es decir, calcular n veces el minimo valor de un conjunto de
(aproximadamente) |y/n] elementos, con el algoritmo trivial de recorrido
de los elementos del conjunto, entonces la recurrencia a resolver debe ser
del estilo:

Hn) = 0(1) sin<l1
] Vnt(y/n)+nyn sin>1
Si resolvemos esta ecuacién por expansion, llegaremos a la expresién pa-
2 -1 1 . 1
trén t(n) =n 27 t(n2)+n) iy n2 .Y suponiendo que n es de la forma
1
a?* tendremos t(n) =2c+n Z?ZI n.
1

Obsérvese que Zé?zl ny > ni = Vv/n'y por lo tanto t(n) = Q(ny/n) y
concluimos que es una solucién peor que la de los apartados anteriores.

El caso es que la rutina de la mezcla puede hacerse de un modo mas
eficiente. Usando una estructura de monticulo (que se estudia en otro
capitulo), se puede realizar la mezcla en tiempo O(nlgn).
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e) En este caso, si se realiza la mezcla de los n/2 trozos ordenados de tamafio
2 calculando n veces el minimo valor de un conjunto de (aproximada-
mente) n/2 elementos, con el algoritmo trivial de recorrido de los elemen-
tos del conjunto, entonces la recurrencia a resolver debe ser del estilo:

Hn) = o(1) sin<2
O(n) t(2) + O(n?) sin>2

Hay otras formas maés eficientes de realizar la mezcla ordenada de los n/2
trozos ordenados de tamano 2. Por ejemplo, usando una estructura de
monticulo (que se estudia en otro capitulo), la mezcla puede realizarse en
tiempo O(nlgn).

4. Sea T'[1...n] un vector de enteros distintos ordenado de menor a mayor, al-
gunos de los cuales pueden ser negativos. Disefie un algoritmo que determine
un valor ¢ € {1...n} tal que T[i] = ¢, siempre que dicho i exista. Debe em-
plearse un tiempo o(n).

Solucién:

Puede utilizarse una estrategia similar a la de la bisqueda dicotémica: Pregun-
tar por el valor de la componente que esta en la mitad del vector que estamos
estudiando, digamos que ese indice es m. Si T'(m) = m hemos terminado.
Si T'(m) > m es imposible que el elemento que buscamos se encuentre a la
derecha de m (jpor qué?) y deberiamos buscarlo en la parte izquierda. De
manera analoga, si T'(m) < m es imposible que el elemento que buscamos se
encuentre a la izquierda de m y deberiamos buscarlo en la parte derecha. Al
codificar este algoritmo hay que tener cuidado con los detalles (igual que le
ocurre al de bisqueda dicotomica). Es facil analizar el algoritmo y descubrir
que el tiempo serd O(lgn).

5. Sea T'[l..n] un vector de nimeros naturales distintos. Una pareja de valores
(T[i],T[j]) es una inversion si no respetan el orden, es decir si i < j pero
T[i] > T[j].

Escriba un algoritmo de O(nlgn) que calcule el niimero de inversiones de un
vector T'[1..n].

Solucién:

Obsérvese que al ordenar un vector, deshacemos sus inversiones. Asi que una
solucién consiste en adaptar el procedimiento ORDEN_POR_MEZCLA. La adap-
tacion consistird en anadir una variable NInv que registre el nimero de inver-
siones que van deshaciéndose al ordenar.

func CUENTA_INVERSIONES (7" Tabla; Inicio, Fin: Natural) return natural
NInv + 0
if Inicio < Fin then
NInv «— CUENTA_INVERSIONES(T', Inicio, (Inicio+ Fin)/2)
NInv «— NInv + CUENTA_INVERSIONES(T', ((Inicio + Fin)/2) + 1, Fin)
NInv < NInv + MEzZCLA_Y _CUENTA (T, Inicio, (Inicio + Fin)/2, Fin)
end if



UPV-EHU. Diseno de algoritmos 5

return NInv

func MEzcLA_Y _CUENTA (T Tabla; I, Centro, F: Natural) return natural
NInv <0
Izq «— I
Der <« Centro+1
A — I  {primer subindice de La_Mezcla}
while Izq < Centro A Der < F' loop
if T'(Izq) < T(Der) then
La_Mezcla(A) «— T'(Izq)
Izq « Izq+1
else
La_Mezcla(A) < T'(Der)
Der <+ Der+1
NInv < NInv + (Centro - Izq + 1)
end if
A — A+41
end loop
if Izq > Centro then
La_Mezcla(A..F) < T'(Der..F)
else
La_Mezcla(A..F) « T(Izq..Centro)
end if
T(I..F) « La_Mezcla(I..F)
return NInv

Obsérvese que las sentencias que se incluyen para la adaptacion de ORDEN_-
PorR_MEzCLA no modifican su orden de complejidad. Por lo tanto, CUEN-
TA_INVERSIONES es de O(nlgn).

6. Sea F(x) una funcién monétona decreciente y sea n el mayor entero que cumple
F(n) > 0. Asumiendo que n existe, un algoritmo para determinar dicho n es
el siguiente:

z«—0

while F(z) > 0 loop
r—zx+1

end loop

return x — 1

Compruébese que esta solucién tiene complejidad O(n). Escribase un algoritmo
cuyo comportamiento asintotico sea mejor en funcién de n.

Solucioén:
Puesto que se pide hallar una solucion de orden mejor que lineal en n, esto
indica que la busqueda del nimero n no se debe realizar por incrementos
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constantes (1, 2 o, en general, ¢ constante), que siempre llevarfan a un orden
lineal, como puede comprobarse. En cambio, podemos buscar n realizando
saltos que sean potencias de 2, hasta que hallemos un 2% tal que F (2’“) =
0 (entonces, ese es el n que buscamos), o bien F(2¥) < 0, y eso significa
que el n que buscamos estd en el intervalo (2¥=1,2%). En ese caso, buscamos
dicotémicamente en ese intervalo de ntimeros. Al realizar saltos potencias de
2 conocemos con exactitud el nimero de elementos que hay en el intervalo
en el que se realiza la busqueda dicotémica, lo cual es imprescindible para
determinar el orden de la misma.

func BuscaAMAXPoOs(F') return natural
E—0
while F(2%) > 0 loop
k—k+1
end loop
if [(2%) = 0 then return 2*
else return BusqQDicoTomica(F, 2= 41, 28 — 1)

Sélo queda adaptar el algoritmo de busqueda dicotémica a las circunstancias
concretas de este problema.

El algoritmo BuscAMAXPOS(F') tiene el siguiente coste:

a) Sin = 2* entonces se realizan k iteraciones del while (cada una de O(1)).
Por lo tanto el algoritmo es O(logn).

b) Si 2871 < n < 2F entonces se realizan k iteraciones del while (cada
una de O(1)), més las operaciones realizadas por BUSQDICOTOMICA(F,
2k=1 11, 28 —1). Como en el intervalo (2871, 2%) hay 2*~! elementos, se
realizaran O (log2¢~!) = ©(k) preguntas en la biisqueda dicotémica. Por
lo tanto el algoritmo serd ©(logn) porque k — 1 < logn < k.

Concluimos que BuscAMAXPOs(F) es O(logn) siendo n el mayor nimero
entero tal que F(n) > 0.

7. Considere el siguiente algoritmo de ordenacion:

proc ORDENSOLAPA(V, i, j)
b [
if V[i] > V[j] then INTERCAMBIAR(V[i], V[j]) end if
if j—i+1>2then
ORDENSOLAPA(V, i, j — k)
ORDENSOLAPA(V, i+ k, j)
ORDENSOLAPA(V, i, j — k)

= Determine el tiempo de ejecucién y el espacio extra empleado por OR-
DENSOLAPA (en el peor caso) para ordenar un vector de tamano n.
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» Compare el tiempo de ejecucién de ORDENSOLAPA con el tiempo de eje-
cucién de los algoritmos de ordenacion ORDEN_POR_INSERCION, OR-
DEN_POR_MEZzCLA y ORDEN_POR_MONTI{CULO, para un vector de tamafio
n.

(Nota: Para analizar el tiempo de ejecucién de ORDENSOLAPA, considere
tinicamente valores de n de la forma (3)*. Obsérvese que lg3 2 = 0,63092.)

Solucién:

En el algoritmo ORDENSOLAPA(V, i, j), el valor j —i+1 representa el tamano
de la entrada. Entonces el tiempo de ejecuciéon de ORDENSOLAPA(V 4, j), con
un tamano de entrada n, queda especificado por la recurrencia:

Hn) = a sin <2
T 3t(E)+b sin>2

Expandiendo la recurrencia, encontramos la ecuacion patréon siguiente:
9 izl
tn)=3"t((z)n)+0) ¥
() =3 () +0 3

Suponiendo que n = (%)k y que el caso bésico se obtiene cuando ¢ = k, tenemos

3k—1 b b
t(n) = 3% +b = )3k —
(n) =3%+ 5 (a+ 2)3 5
Obtenemos el valor de k, en funcién de n, aplicando logaritmos a la ecuacién
3k
n = 5

3
lggn = klgg 5 = k(1 —lg32)

Puesto que lgz 2 = 0,63092, tenemos que

1

k=——
1—1gy2

lgsn =clggn con 2<c<3

Sustituyendo el valor de k en la ecuacién de t(n) obtenemos

é:(a]+g)ncfé

_ b clggn
t(n) = (a+ 2)3 5 5

siendo ¢ una constante con valor 2 < ¢ < 3.

El algoritmo ORDEN_POR_INSERCION es O(n?) y los algoritmos ORDEN_POR._-
MEzcLA y ORDEN_POR_MONTICULO son O(nlgn), por lo tanto ORDENSO-
LAPA es asintéticamente peor.

El espacio extra empleado por ORDENSOLAPA corresponde a la pila de recur-
sién. El tamano méaximo que alcanzard esa pila serd el necesario para realizar
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por completo una llamada recursiva (cuando se completa una llamada, la pila
queda vacia).

Si denominamos s(n) al espacio necesario para ORDENSOLAPA con una entrada
de tamano n, entonces s(n) responde a la siguiente recurrencia:

2n
s(n) = s(5) +0(1)
que resolviendo de manera andloga a como hemos resuelto ¢(n), obtenemos
s(n) = O(clgzn) con 2 < ¢ < 3. Por lo tanto, s(n) = O(lgn).

8. Un minimo local de un array A(a—1..b+1) es un elemento A(k) que satisface
Ak —1) > A(k) < A(k + 1). Suponemos que a < by A(a—1) > A(a) y
A(b) < A(b+ 1); estas condiciones garantizan la existencia de algin minimo
local. Escriba un algoritmo que encuentre algiin minimo local de A(a—1..b+1)
y que sea sustancialmente més répido que el evidente de O(n) en el caso peor.
., De qué orden es su algoritmo?

Solucién:
Podemos diseniar un algoritmo basado en la idea de la bisqueda dicotémica.
Se comprueba si el punto central L“TH’J es un minimo local; en caso afirmativo,
ese es el resultado; si no lo es, debe ocurrir uno de estos dos casos:
b b
a) A([%57]) = A(l*57] + 1)
b b
b) A7) - 1) < A(LF))
Si ocurre el caso (a) resolvemos el mismo problema original pero en el array
A(L“TH’J ..b+1), que es de tamano mitad que el original.
. ‘ b
Si ocurre el caso (b) resolvemos andlogamente, pero con el array A(a—1..[%52]).

Lo importante es que basta con tomar una sola de las dos alternativas, ya que
las condiciones garantizan la existencia de algiin minimo local en el subinter-
valo considerado.

La funcién de coste temporal de este algoritmo sera de la forma

[ o) sin<1
f(n)_{ FB)+6(1) sin>1

que resolviendo, obtenemos f(n) = ©(lgn).

9. Un vector T' contiene n ntimeros naturales distintos. Queremos un algoritmo
que imprima los m nimeros menores de T'. Sabemos que m es mucho menor
que n. ;Cémo lo haria para que resultara més eficiente?

» Ordenar T usando ORDEN_POR_MEZCLA o bien ORDENACION_RAPIDA
y luego imprimir los m primeros.

= Usar algin otro método.
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10.

Estudie si cambiaria algo para los casos particulares: m € O(y/n) y m €
O(lgn).

Solucién:
Ordenar con ORDEN_POR_MEzZCLA es de O(nlgn), y hacerlo con ORDE-
NACION_RAPIDA es de O(n?) en el caso peor y O(nlgn) en el caso medio.

Podemos considerar varios métodos alternativos. Por ejemplo:
a) Construir un monticulo-min con los n valores de T’; eso resulta de ©(n).

Después repetir m veces la retirada de la raiz del monticulo; eso es de
O(mlgn). Concluimos que este método seria O(n + mlgn).

b) Construir un monticulo-max M con m elementos de T'; eso resulta de

©(m). Después realizar el procedimiento siguiente:

for i de los (n — m) restantes de 1" loop
if i < Raiz(M) then
M(1) «— i
HUNDIR(M, m, 1)
Este procedimiento es de O((n —m)lgm), que en el caso de m << n es
igual a O(nlgm). Asi pues, el método completo resulta de O(m+nlgm).

¢) Invocar el procedimiento SELECCIONAR-K-ESIMO(T, m). Obsérvese que,
como efecto secundario, los m menores elementos del vector T quedaran
en las m primeras posiciones, aunque no estén ordenados de menor a
mayor. En el caso peor, es de O(mn); pero en el caso medio es O(n).

Concluimos que (asumiendo m << n), en el caso peor, la alternativa (a) de
O(n+mlgn) es la mejor. Pero en el caso medio, la alternativa (c¢) de O(n) es
la mas eficiente.

En el caso particular de m € O(y/n):

a) es O(n++/nlgn) = O(n).

b) es O(y/n+nlgy/n) = O(y/n+nlgn).

¢) es O(ny/n) en el caso peor y O(n) en el caso medio.
Lo preferible en el caso peor es (a), y en el caso medio (a) o (c).
En el caso particular de m € ©(Ign):

a) es O(n+Ignlgn) = O(n).

b) es O(lgn +nlglgn) = O(nlglgn).

c) es O(nlgn) en el caso peor y O(n) en el caso medio.

Lo preferible en el caso peor es (a), y en el caso medio (a) o (c).

Sea un vector T'(1...n) de nimeros enteros, que representa n temperaturas
tomadas en sucesivos intervalos de un minuto de tiempo. Disefie un algoritmo
que use la técnica Divide y Vencerds para encontrar el menor intervalo de
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tiempo en el que todas las temperaturas registradas son de valor bajo cero. Es
decir, si hay temperaturas bajo cero, queremos los indices a y b del intervalo
T(a...b) de menor nimero de elementos de T'(1...n) tal que (a <z <b —
Tz) <0O)A(a>1—->Ta—-1)>0)A(b<n—Tb+1) >0).Sino hay
temperaturas bajo ceroen T'(1...n), basta una pareja de valores 0 para indicar
esa circunstancia. jCree que ese algoritmo es 6ptimo? Justifique su respuesta.

Solucién:

Usando la técnica Divide y Vencerds, podemos disenar el siguiente algoritmo.
Dividimos el vector en dos mitades. El menor intervalo en el que se registraron
temperaturas bajo cero estard incluido en la primera mitad o en la segunda
mitad o tendrd, necesariamente, elementos del final de la primera mitad y del
principio de la segunda mitad.

Hay que tener especial cuidado con los intervalos que son fronterizos con el cen-

tro del vector. Por ejemplo, en el vector [1,0, —1,—-2,—1,0, -3, -2, -2, -2, 1,2, 3, 3],
las dos mitades son [1,0,—1,—-2,—1,0,-3] y [-2,—2,—2,1,2,3, 3]. El interva-

lo mas pequeno de la primera mitad, que satisface las propiedades que bus-
camos, es [—3] (formado por el dltimo elemento de més a la derecha). Sin
embargo, no podemos descartar el intervalo [—1,—2, —1], aunque tenga tres
elementos; porque al concatenar los intervalos fronterizos con el centro [—3] y
[—2,—2, —2], para que se cumplan las condiciones que buscamos, resulta que

el intervalo [—1,—2, —1] es el més pequetio del vector dado inicialmente.

Lo que vamos a hacer es evitar, en las llamadas recursivas, los dos elementos
que hacen frontera con el centro del vector. Disenaremos un procedimiento
particular para el tratamiento de esos valores fronterizos y sus adyacentes
negativos.

En un intervalo determinado por los indices ¢ y j, asumiendo que hay al
menos dos elementos, los elementos fronterizos con el centro de ese interva-
lo son los que ocupan los indices {%J y LHTJJ + 1. El algoritmo INTER-
VALO_CENTRAL(T, i, j) calcula el intervalo de negativos, que satisface las
condiciones que buscamos, del vector T'(i..j) que incluye a alguno de esos el-
ementos fronterizos. Si no existe tal intervalo, devuelve el valor estructurado
especial (0,0,00), que representa dos indices artificiales 0 y una longitud de
intervalo imposible oo.

pre: En T'(i..7) hay al menos dos elementos (i + 1 < j).
func INTERVALO_CENTRAL(T), i, j) return (Int x Int x Int)
centro «— L%j
12q <« centro
while (i <izq) A (T(izq) < 0) loop
12q «— tzq — 1
end loop
// T(izq) > 0. El intervalo empezaria en izq + 1, si existe.
der «— centro+1
while (der < j) A (T'(der) < 0) loop
der «— der +1
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end loop

// T'(der) > 0. El intervalo terminaria en der — 1, si existe.

if izqg+ 1 > der — 1 then //no hay intervalo que satisfaga las condiciones
return (0,0, co0)

else
return (izq + 1, der — 1, der —izq — 1)

Para resolver el problema que nos piden, disenaremos un algoritmo recursivo
que resuelve directamente los casos de vectores de longitud menor o igual que
1; y para los vectores de longitud mayor o igual que 2:

= resuelve recursivamente el problema para la primera mitad —excluyendo
el elemento fronterizo de la derecha—,

= resuelve recursivamente el problema para la segunda mitad —excluyendo
el elemento fronterizo de la izquierda—,

= calcula el intervalo de temperaturas bajo cero que satisface las condiciones
e incluye alguno de los elementos fronterizos y

s finalmente se queda con el méas pequeno de esos intervalos, si existe al-
guno.

Si hay temperaturas bajo cero, MIN_INTERVALO_HEL(T', %, j) devuelve los in-
dices del intervalo buscado, incluido en el vector T'(i . .. ), y ademas el niimero
de elementos de ese intervalo. En el caso de que no haya temperaturas bajo
cero en T'(i...7), devuelve dos indices artificiales de valor 0, indicando que
no hay intervalo que satisfaga las condiciones, y ademdas un valor artificial
oo, suficientemente grande, que se elige asi para facilitar la codificacion del
algoritmo. Obsérvése que si hay temperaturas bajo cero, el valor co siempre
serd mayor que cualquier nimero de elementos del intervalo.

func MIN_INTERVALO_HEL(T, i, j) return (Int x Int x Int)
if ¢ > j then return (0,0, c0)
elsif i = j then
if T'(i) < 0 then return (i, j, 1)
else return (0, 0, o)
else
(al, bl, contl) < MIN_INTERVALO_HEL(T, i, | %] — 1)
(a2, b2, cont2) « MIN_INTERVALO_HEL(T, L%J +2, 7)
(a3, b3, cont3) « INTERVALO_CENTRAL(T, i, j)
if contl < cont2 A contl < cont3 then
return (al, bl, contl)
elsif cont2 < contl A cont2 < cont3 then
return (a2, b2, cont2)
else
return (a3, b3, cont3)
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La funcién de coste temporal de MIN_INTERVALO_HEL(T', 1, n) responde a la
recurrencia siguiente:

_J o) sin<l1
f(”)_{ 2f(2)+O(n) sin>1

y resolviendo obtenemos f(n) = O(nlgn).

Evidentemente, este algoritmo no es éptimo. Obsérvese que basta un recorrido
secuencial del vector T'(1...n), en el que vayamos guardando los indices del
menor intervalo de valores negativos, para resolver el problema. Obviamente
eso puede hacerse en O(n).

El didmetro de un arbol es la longitud del camino més largo entre cualquier
par de nodos. Disefie un algoritmo, lineal en el namero de nodos, que calcule
el didmetro de un arbol.

Solucién:
Presentamos la guia de solucién sélo para el caso de un arbol binario. Habria
que generalizarla para el caso de un arbol general.

Si a es un arbol binario, denotamos a.izq y a.der a sus subarboles izquierdo y
derecho, respectivamente, si es que existen.

Un algoritmo lineal para resolver este problema puede basarse en la siguiente
especificacién recursiva de la funcién didmetro, que utiliza la funcién alt que
calcula la altura de un arbol:

0 si a.der = nil A a.izq = nil
max{diam(a.izq),
alt(a.izq) + 1} si a.der = nil \ a.izq # nil
., max{diam(a.der),

didm(a) = alt(aj{der) +( 1} ) si a.der # nil A a.izq = nil
max{diam(a.izq),
alt(a.izq) + alt(a.der) + 2,
diagm(a.der)} si a.izq #nil N a.der # nil

La implementacion puede hacerse lineal en el niimero de nodos del arbol ya que
hay exactamente una llamada recursiva por cada nodo del arbol; y el nimero
de operaciones que hay que realizar, una vez resueltas las llamadas recursivas,
es constante.

La funcién alt(a) queda especificada por la ecuacién siguiente:

0 si a.der = nil A a.izq = nil

alt(a.izq) + 1 si a.der = nil A a.izq # nil
alt(a) =< alt(a.der) +1 si a.der # nil A a.izq = nil

max{alt(a.izq) + 1

alt(a.der) + 1} si a.izq # nil N a.der # nil

y su calculo puede integrarse dentro del mismo algoritmo que calcule didmetro,
o bien calcularse aparte, sin que se produzca incremento del coste asintético.



