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Técnica Divide y Venceras
Consiste en:

@ descomponer, el ejemplar de problema a resolver, en un cierto niimero
de (sub)ejemplares mas pequefios del mismo problema,

@ resolver independientemente cada subejemplar — mediante el mismo
procedimiento — y

@ combinar los resultados obtenidos para construir una solucién del
ejemplar original.

func DIVIDE_Y_VENCERAS (P) return Solucién

if P es pequeio o simple then
return SOLUCION_SIMPLE (P)

else
DESCOMPONER P en k subproblemas Py, ..., Py
for i — 1 to k loop

S[i] < DIVIDE_Y_VENCERAS (P;)

end loop

return COMBINAR (S[1],..., S[k])



Andlisis tipico
Para que esta técnica resulte rentable, la descomposicién en subejemplares
y la combinacién de soluciones de subejemplares debe ser eficiente.

El andlisis tipico de un algoritmo divide y venceras requiere la resolucién
de una recurrencia del estilo siguiente:

B 0(1) sin<n
T(n)= { k -T(n/c)+ DC(n) sin> ng

donde:

@ ng es una constante que determina el tamaio pequeiio de un problema

@ k es el nimero de subproblemas y n/c es el tamafio de cada
subproblema. Si hay subproblemas con diferentes tamafios, esta parte
serd la suma de las expresiones correspondientes a cada uno de los
subproblemas

@ DC(n) es la funcién de coste de la descomposicién mas la
composicién



Biusqueda dicotémica

El algoritmo de biisqueda dicotémica decide si un determinado valor X
se encuentra entre los elementos de una tabla ordenada T(/..F)

func BUsSQUEDA_DicoTOMICA (T: Tabla; /, F: Integer; X: Clave)
return Boolean
if / > F then return False
else
Mitad « (/ + F)/2
if T(Mitad) = X then
return True
elsif T(Mitad) < X then
return BUsQUEDA _DicoTémica (T, Mitad+1, F, X)
else  {T(Mitad) > X}
return BUsQUEDA_DicoTémica (T, I, Mitad-1, X)



Anilisis de BUSQUEDA _DicoTOMICA(T, 1, n, X)

Ndmero de operaciones elementales:

[ 0(1) sin<l1
fln) = { F(2)+O(1) sin>1

que resolviendo, resulta ser f(n) = O(log n).

Espacio extra de O(log n), que es lo maximo que puede crecer la pila de
recursion.



Ordenacién por Mezcla (1/2)

El algoritmo de Ordenacién por Mezcla descompone la tabla de entrada
en dos mitades, ordena cada mitad recursivamente, y mezcla
ordenadamente cada mitad previamente ordenada.

proc ORDEN_POR_MEzcCLA (T: Tabla; Inicio, Fin: Natural)
if Inicio < Fin then
ORDEN_POR_MEZCLA( T, Inicio, (Inicio + Fin)/2)
ORDEN_POR_MEZCLA(T, ((/nicio + Fin)/2) + 1, Fin)
MEzcLA (T, Inicio, (Inicio + Fin)/2, Fin)



Ordenacién por Mezcla (2/2)
pre: T(l..Centro)y T(Centro + 1..F) estan ordenados y | < Centro < F

post: T(/..F) es la mezcla ordenada de T(/..Centro) y T(Centro+ 1..F)

proc MEzCLA (T: Tabla; I, Centro, F: Natural)
lzq « 1
Der «— Centro + 1
A — I {primer subindice de La_Mezcla}
while Izq < Centro N Der < F loop
if T(lzq) < T(Der) then
La_Mezcla(A) «— T(lzq)
lzq « lzq+1
else
La_Mezcla(A) < T(Der)
Der « Der+1
end if
A — A+1
end loop
if 1zq > Centro then
La_Mezcla(A..F) <« T(Der..F)
else
La_Mezcla(A..F) «— T(lzq..Centro)
end if
T(l..F) — La_Mezcla(/..F)



Anilisis de ORDEN_POR_MEzcCLA (T, 1, n)

Nimero de operaciones elementales:
f(n) = 2f(3) + ©(n)
que resolviendo, resulta f(n) = ©(nlog n).

NO ordena “in situ”, necesita espacio ©(n) para la mezcla.



Ordenacién rapida

El algoritmo de ORDENACION_RAPIDA descompone el problema original
de una manera tan interesante que hace que la fase de composicién de
soluciones sea trivial.

El algoritmo PARTICION(T, /, j) permuta los elementos de la tabla T(i..j)
de manera que, con el indice p que devuelve, se satisface lo siguiente:
Vx.(i<x<p—-TX)<TP)A(p<x<j— T(x)>T(p)).

proc ORDENACION_RAPIDA(T: Tabla, 7, j: Natural)
if / < then
p < PARTICION(T, i/, j)
ORDENACION_RAPIDA(T, i, p—1)
ORDENACION_RAPIDA(T, p+1, j)



Ordenacién rapida

Para una codificacién simétrica de PARTICION, que permita
desentendernos del tratamiento de indices de la tabla fuera del rango,
decidimos instalar un valor centinela al final de la tabla inicial.

(Hay otras versiones para PARTICION que pueden consultarse en las
lecturas recomendadas).

Entonces, la llamada inicial para ordenar una tabla T(1..n) seria del
siguiente modo:

T(n+1) «— T(1)+1 {valor centinela}
ORDENACION_RAPIDA(T, 1, n)



Particion para Ordenacién rapida (1/2)

pivote =T(i)

R

i =izq

hasta T(izq)=pivote

der =j

hasta T(der)=pivote

i izq der j
S —~ - S —
=pivote >pivote
i der izq J
S — e ~—
=pivote >pivote




Particion para Ordenacién répida (2/2)
Permuta los elementos de la tabla T(i..j) de manera que, con el indice p
que devuelve, se satisface lo siguiente:

Vx(isx<p—=Tx)<T(p))A(p<x<j— T(x)> T(p))

func PARTICION(T:Tabla, /, j: Natural) return Natural

pivote «— T (i)

izq — i

der « j

while izq < der loop
while T(izq) < pivote loop izq < izq +1 end loop
while T(der) > pivote loop der < der —1 end loop
if izq < der then

INTERCAMBIAR( T (izq), T (der))

izq < izq +1
der « der —1
end loop

INTERCAMBIAR( T (i), T(der))
return der



Anilisis de ORDENACION_RAPIDA, en el caso medio
(1/4)

@ Sea k el nimero de elementos a ordenar.

e Denominaremos M(k) al nimero promedio de comparaciones entre
componentes del vector que realiza ORDENACION_RAPIDA sobre un
vector de k elementos.

@ La probabilidad de que el pivote p quede en la posicién nimero i es %
en un vector de tamafio n.

e Entonces el valor de M(n) serd n+ 2 comparaciones, que realiza
PARTICION(T, 1, n), més la suma del nimero de comparaciones que
se producen en promedio para cada caso en que la posicidn del pivote
seai=1,...n

Expresado en forma de recurrencia obtenemos lo siguiente:
M(n) = n—|—2+z M(i—1)+ M(n—1i)) si n>2

M(1) = I\/I(O):O



Anilisis de ORDENACION_RAPIDA, en el caso medio
2/4) |
y obsérvando los sumandos del caso general es facil ver que
1 n—1
Y, _ 1 N oo on>
(n) n+2+n22M(/) si n>2
i=2
En vez de intentar resolver de manera directa esta recurrencia, hacemos la
siguiente conjetura:

@ M(n) <cnlnn para alguna constante ¢ > 0, que demostraremos
por induccién.
Hipétesis de inducciéon: Suponemos que M(i) < cilni (para todo i
1<i<n-1).
Demostraremos que M(n) < cnln n, ajustando la constante c.
Aplicando la hipdtesis de induccién a la dltima ecuacién, tenemos que:

2nfl
M < 24 = iIn i
(n) < n+ —i—n;an/



Anilisis de ORDENACION_RAPIDA, en el caso medio

(3/4)

En vez de buscar el valor exacto del sumatorio, lo acotamos superiormente
por el valor de una integral definida

icilni < c/2nx|nxdx:n2|2nn—rf—2ln2+1
Por lo tanto:
M(n) < n+2+2:(”2'””—'f—2|n2+1)
= cnlnn+2+n(1—%)+2—:(l—2ln2)

Obsérvese que (1 —2In2) < 0 porque In2 ~ 0,7; y si elegimos el valor de
la constante ¢ > 6 entonces 2+ n(1 — 5) < 0 para todo n > 1.



Anilisis de ORDENACION_RAPIDA, en el caso medio

(4/4)

Por lo que podemos concluir que
M(n) < cnlnn para c¢>6 y n>1

Ademds, se satisface la conjetura para el caso basico n = 1 ya que
M(1)=0=clInl.

Por lo tanto, ORDENACION_RAPIDA(T, 1, n) es O(nlgn) en el caso
medio.



Seleccién del k-ésimo (1/3)

Para calcular el primero de n elementos, segtin una relacién de orden (<),
se necesitan n — 1 comparaciones. Para calcular el segundo de esos n
elementos, podemos realizar n — 2 comparaciones mas (aunque hay varias
formas de calcular el segundo con sélo 3[ 5] — 2 comparaciones).

iCémo podriamos calcular el k-ésimo de manera eficiente? (1 < k < n)

Un problema interesante es calcular /la mediana de un conjunto de n
elementos, que es el [7]-ésimo elemento.

Obsérvese que, realizado de la manera trivial, tenemos un algoritmo de
©(kn) comparaciones; y si k = ©(n) tenemos un coste de ©(n?).

Si ordenamos los elementos, y devolvemos el que aparezca en la posicion
k, resolvemos en tiempo O(nlg n).



Seleccién del k-ésimo (2/3)

El algoritmo PARTICION(T, i, j) puede ayudar. Recuérdese que permuta
los elementos de la tabla T(i..j) de manera que, con el indice p que
devuelve, se satisface lo siguiente:
Vx.(i<x<p—=THx)<TP)A(p<x<j— T(x)>T(p)).

Si buscamos el k-ésimo de la tabla T(i..j), entonces debe ser
1< k<j—i+1yelindice que le corresponderia en una permutacién
ordenada de T(i..j) seriael s=1i+ k—1.

Podemos aplicar p <« PARTICION(T, i, j) y estudiar la relacién entre p y
s.



Seleccién del k-ésimo (3/3)

Permuta los valores de T(i...J) y devuelve el que ocupa la posicién de indice
s =i+ k —1 de manera que (Vx € [i.s —1].T(x) < T(s)) y

(Vx € [s+1.J].T(s) < T(x)).

func SELECCIONAR(T, i, j, k) return Nat
s— i+ k—1 {sesel k-ésimo indice relativo a [i..j]}
if i = then
return T (/)
else
p < PARTICION(T, i/, j)
case of
s=p:return T(p)
s < p : return SELECCIONAR(T, i, p—1, k)
s > p : return SELECCIONAR(T, p+1, j, s — p)

ANALISIS: Aunque, en el peor caso, este algoritmo es O(n2); si tenemos suerte y p = 3
entonces la funcién de coste de SELECCIONAR(T, 1, n, k) tiene la forma

f(n) = f(n/2) + ©(n) que resulta f(n) = O(n). Puede hacerse un anélisis mas
cuidadoso que demuestre que es ©(n) en el caso medio.



Segmento de suma maxima

Determinar dos indices iy j (1 <i < j < n) de una tabla de enteros
V[1...n] tales que > _; V(k) es el mayor valor que se puede conseguir
sumando niimeros consecutivos de la tabla V[1...n].

El algoritmo de fuerza bruta, que estudia todos los segmentos posibles
para quedarse con el que mds suma, es Q(nz).



Segmento de suma maxima: Primera versién (1/4)

@ Resolver el problema para cada mitad de la tabla no es suficiente. El
segmento de suma maxima podria tener elementos de las dos mitades.

@ El segmento de suma maxima sélo puede estar en la primera mitad,
en la segunda mitad o tener elementos de la primera y segunda mitad:
El mejor de estos tres casos es el que buscamos.




Segmento de suma maxima: Primera versién (2/4)

func SEG_SuMA_MAX(V, i, j)) return Nat x Nat x Nat
{Calcula los indices extremos del segmento y la suma
del segmento de suma maxima de la tabla V/(i..j)
if i = then
return (i, i, V(i)
else
(11,1, suml) « SEG_SuMA_MAX(V, i, |i+j/2])
(i2,j2, sum2) — SEc_SuMa_Max(V, |i+j/2] +1, j)
(13,43, sum3) «— Suma_MAX_CENTRO(V, i, j, [ +j/2])
if sum2 < suml A sum3 < suml then return (i1, j1, suml)
if suml < sum2 A sum3 < sum2 then return (i2, j2, sum2)
if suml < sum3 A sum2 < sum3 then return (i3, j3, sum3)



Segmento de suma maxima: Primera versién (3/4)

func SuMA_MAX_CENTRO(V, izq, der, centro) return Nat x Nat x Nat
{Calcula el segmento de suma maxima que tiene algin elemento de V/(izq..centro)
y algtin elemento de V/(centro + 1..der)}
partelzq < V/(centro)
aux_izq < centro
parcial «— V/(centro)
for k «— centro — 1 downto izq loop
parcial < parcial + V/(k)
if partelzq < parcial then
partelzq « parcial
aux_izq «— k
end for
parteDer «— V(centro + 1)
aux_der < centro +1
parcial « V/(centro + 1)
for k < centro + 2 to der loop
parcial < parcial + V/(k)
if parteDer < parcial then
parteDer « parcial
aux_der «— k
end for
return (aux_izq, aux_der, partelzq + parteDer)



Segmento de suma maxima: Primera versién (4/4)

Andlisis:

Es facil comprobar que SuMA_MAX_CENTRO(V, 1, n, |[n+1/2]) es ©(n).

Por lo tanto, la funcién de coste de SEG_SUMA_MAX(V, 1, n) es de la
forma

f(n) = 2f(3) + ©(n)

que es una funcién conocida de ©(nlg n)



Segmento de suma maxima: Segunda versién (1/5)

Podemos mejorar la eficiencia de la versién anterior si guardamos mds
informacién de cada llamada recursiva.

De cada llamada recursiva sobre una tabla V/(i..j) vamos a recopilar la
siguiente informacioén:

@ maxima suma del segmento que comienza en i y el indice donde
termina ese segmento.

@ maxima suma del segmento que termina en j y el indice donde
empieza ese segmento.

e maxima suma de un segmento de V/(i..j), el indice donde empieza y
el indice donde termina ese segmento.

@ suma de todos los valores de la tabla V/(i..j).



Segmento de suma maxima: Segunda versién (2/5)

Definimos una estructura RESULTADO para recopilar esa informacién:
RESULTADO=( (Nat x Nat), (Nat x Nat), (Nat x Nat x Nat), Nat )

Dados dos resultados de segmentos consecutivos (resultantes de llamadas
recursivas para la mitad izquierda y mitad derecha de una tabla V/(i..j)):
( (M, iMy), (M, iM,), (Maps, iM, jM), Msym ) y

( (N, iNp), (N, iNG), (Naps, iN, jN), Neym )




Segmento de suma méxima: Segunda versién (3/5)

Para componer el resultado de la tabla V/(i..j) hay que observar que la
maxima suma del segmento que comienza en i/ puede conseguirse sumando
toda la mitad izquierda y algo mas. Por ejemplo, para:

[8, —10, 8, —10, 8] [8, —10, 8, —10, 8] el segmento seria

[8, —10, 8, —10, 8, 8].

Andlogamente para la méxima suma del segmento que termina en j.

iN NN

La maxima suma absoluta del segmento V/(i..j) serd el maximo de estos
tres valores: {Maps, M, + Nj, Naps}.

— - — e — - - —

VY im iM iN_ N NN

| r |



Segmento de suma maxima: Segunda versién (4/5)

func SSM(V, i, j) return RESULTADO

if i =/ then
return ((V/(i), 1), (V(i),1),(V(i),i, i), V(i))

else
<(MI, iMI) (Mra iMr)a (MabSa i/\//,j/\//), Msum> — SSM(V, I Li +J/2J)
(N, iNp), (Nry iNy), (Naps, iN, jN), Nsym) <— SSM(V, [i+j/2] +1, j)
(0}, i0)) «— EL_MAYOR((My, iM;), (Msym + Ny, iN}))
(Or,i0;) < EL_MAYOR((N,, iN,), (M, + Noym, iM,))
(Oaps, 10, jO) «— EL_MEJOR((Maps, iM, jM), (M, + Ny, iM,, iN;),

(Nobe, iN, jN))

Osum — Msym + Nsuym
return (O, i0)), (O, i0;),(Oaps, i0,jO), Osym)



Segmento de suma maxima: Segunda versién (5/5)

func EL_MAYOR((A, iA), (B, iB)) return Nat x Nat
if A > B then return (A, iA)
else return (B, iB)

Anslogamente para EL_MEJOR((A, iA, jA), (B, iB,jB), (C,iC,jC))

Anilisis de SSM(V/, 1, n):
La funcién de coste es del estilo

f(n) = 2f(3) + (1)

que resulta ser f(n) = ©(n)
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