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2.- LIMITE DE UNA FUNCION REAL DE
VARIABLE REAL

APLICACIONES PRACTICAS

EJERCICIO 1

La funcion f (x) = Ln % es un infinitésimo cuando x- %. Calcular su orden y

parte principal.
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N

EJERCICIO 2

Calcular el orden y la parte principal de las funciones f(x) = e’* - e** y g(x)=
lim e5X_ g8«
X > 0 sen(5x)—sen(3 x)

sen(5x)-sen(3x) cuando x->0 . Utilizarlo para calcular

'_

N
b

v
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DO[If[lelt[ ( a]) , X a] # 0 &&
X -
x] glx]
lelt[ ,x—>a]¢oo&&L1m:Lt[ ,x—>a]¢—oo,
(x a)® (x-a)”

Print["Infinitésimo de orden ", n, ", su parte principal es ",

x]

ppal = Limit [ W

, x—>a] * (x—a)“], Stop], {n, O, b}]

Infinitésimo de orden 1, su parte principal es 2 x

ppalg[x_] = ppal

2 x

v Calculo del limite

alf[x
Linge [PR2LELX]

, X => 0]
ppalg[x]

EJERCICIO 3

Dadas las funciones i(x) = p Sen(Ln(1+Xx)) Ln[1+x] y j(x) = 1-cos(Ln(1+x)),

a) Demostrar que son infinitésimos en x=0.
b) Hallar el valor de p para que sean infinitésimos equivalentes.

v Apartado a

ifx_] =

j[x_] =1 -Cos[Log[l +x]];
a=0;

Hay que ver si el limite de cada funcion en el punto x =0 vale 0
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If[Limit[i[x], x> a] ==0, Print["la funcién i[x]=",
i[x], "es un infinitésimo cuando x->", a],
Print["la funcién i[x]=", i[x],

"no es un infinitésimo cuando x->", a]]

1+ x

la funcidén i[x]=p Cos[Log[l + x]] Log[ ]es un infinitésimo cuando x->0

1-x
If[Limit[j[x], x> a] ==0, Print["la funcién i[x]=",

j[x], "es un infinitésimo cuando x->", a],
Print["la funcidén i[x]=", Jj[x],

"no es un infinitésimo cuando x->", a]]

la funcidén i[x]=1-Cos[Log[l +x]]es un infinitésimo cuando x->0

v Apartado b

Hay que calcular el valor de p que hace que el limite del cociente de ambas funciones en x=0 valga 1

i[x]

jlx]

Solve[Limit[ , X a] ==1, P]

EJERCICIO 4

Demostrar que V1 + x - 1 es un infinitésimo equivalente a g cuando x—0. Utilizar

ese resultado para calcular un valor aproximado de V0, 987.

Comprobamos que el limite de su cociente en x = 0 vale 1

flx 1=V1+x -1;
X

g[x_] = gr

Limi‘l‘,[f[x:I ’ x—>0] =1
g[x]

True

X X
Esto supone que Vi+x-1= §cuando x—-0. Por tanto se cumple que Vi+x = §+1 cuando x-0. Identificamos V1 + x con
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o

{{x>-0.013}}

0.995667

0.995648
EJERCICIO 5
Representar graficamente la funcion y = | :’j | , determinando previamente su

dominio y la existencia de asintotas.

v

eEL
F—

{{x>-1}}
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La funcion no existe en al=-1, en este punto puede haber asintota vertical. En a2=1, el valor absoluto tiene un punto

anguloso
a=al;
b=Limit[f[x], x> al];

If[b == -, Print["X=a es una asintota vertical; a=", a] ,
If[b == o, Print["X=a es una asintota vertical; a=", a] ,
Print ["No existe asintota vertical ] ] ]

X=a es una asintota vertical; a--1

vyl =Max[f[al -€], f[al +€], £[x1], £[x2]] // N

4.58258

y2 =Min[f[al - €], £[al +&], £[x1], £[x2]] // N

0.845154

verl = {{al, yl}, {al, y2}};

b=Limit[f[x], x> Infinity];
If[b# - &&b # ©, Print["y=b es una asintota horizontal; b=", b],
print [ "No existe asintota horizontal; podria haber una asintota oblicua." ] |

y=Db es una asintota horizontal; ©-1

horizontal = {{x1, b}, {x2, b}};

y2=-0.1;

Redefinimos y2 para mejorar la vision de la grafica
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verl = {{al, y1}, {al, y2}};
horizontal = {{x1, b}, {x2, b}};
vl = Graphics[ {AbsoluteDashing[{10, 5}], RGBColor[l, 0.6, 0],
Thickness[0.007], {Line[verl], Line[horizontal]}}];
gl =Plot[£f[x], {x, x1, al}, PlotStyle »
{RGBColor[0, 0.1, 1], Thickness[0.006]}, PlotRange -» {y2, y1}];
g2 = Plot [f[x], {x, al, a2}, PlotStyle » {RGBColor[0O, 0.1, 1],
Thickness[0.006]}, PlotRange » {y2, y1}];
g3 =Plot[f[x], {x, a2, x2}, PlotStyle » {RGBColor[0O, 0.1, 1],
Thickness[0.006]}, PlotRange » {y2, yl1l}];
Show[gl, g2, g3, vl, Ticks » Automatic, PlotRange -
{{x1, %2}, {y2, yl1l}}, AspectRatio—-» 0.7, AxesOrigin- {0, 0}]

EJERCICIO 6

Representar graficamente la funcion y = (x-3) + , determiando

4
(x-5)
previamente su dominio y la existencia de asintotas.

£ = -3 —_—;
[x_] = (x-3) + —

v Rango: Dominio e Imagen

dom = Solve[ (x-5) == 0]

{{x>5}}
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al=x/.dom[[1, 1]];

xl =-3;
x2 =10;
e=0.1;

El punto a1=5 es un punto donde no esta definida la funcion, donde ademés puede haber una asintota vertical.

a=al;
b=Limit[f[x], x> al];
If[b = -0, Print["X=a es una asintota vertical; a=", a] ,
If[b = ®, Print["X=a es una asintota vertical; a=", a] ,
print [ "No existe asintota vertical" | | |

X=a es una asintota vertical; a-s

vyl =Max[f[al -€], f[al +€], £[x1], £[x2]] // N

42.1

y2 =Min[f[al - €], £[al +&], £[x1], £[x2]] // N

-38.1

b=Limit[f[x], x> Infinity];
If[b# - &&b # ©, Print["y=b es una asintota horizontal; b=", b],
print [ "No existe asintota horizontal; podria haber una asintota oblicua." ] |

No existe asintota horizontal; podria haber una asintota oblicua.
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verl = {{al, y1}, {al, y2}};
asinobli = {{x1, m*x1 +n}, {x2, m*x2 +n}};
vl = Graphics[ {AbsoluteDashing[{10, 5}], RGBColor[l, 0.6, 0],
Thickness[0.006], Line[verl]}, DisplayFunction » Identity];
ao = Graphics|[ {AbsoluteDashing[{10, 5}], RGBColor[1l, 0.6, 0],
Thickness[0.006], Line[asinobli]}];
gl =Plot[£f[x], {x, x1, al}, PlotStyle »
{RGBColor[0, 0.1, 1], Thickness[0.007]}];
g2 =Plot[f[x], {x, al, x2}, PlotRange -» {yl, y2},
PlotStyle » {RGBColor[0, 0.1, 1], Thickness[0.007]}];
Show[gl, g2, vl, ao, Ticks -» Automatic, AspectRatio—» 0.9,
PlotRange -» {{x1l, x2}, {yl, y2}}, AxesOrigin-» {0, 0}]

10 -

—-10

EJERCICIO 7

Representar graficamente la funcion y = , determiando previamente su

X
2_1

dominio y la existencia de asintotas.

X
fx_] = ;
x2-1
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dom = Solve [x2 -1-= 0]

{{x->-1}, {x>1}}

al=x/.dom[[1, 1]];
a2 =x/.dom[[2, 1]];

x1l=al-2;
X2 =a2+2;
e=0.1;

Los puntos a1=-2 y a2=1 son los puntos de discontinuidad de la funcién, donde ademas puede haber asintotas verticales.

a=al;
b=Limit[f[x], x> al];
If[b == -, Print["X=a es una asintota vertical; a=", a],
If[b == », Print["X=a es una asintota vertical; a=", a],
print [ "No existe asintota vertical" | | |

X=a es una asintota vertical; a--1

a=a2;
b=Limit[f[x], x> a2];
If[b = -0, Print["X=a es una asintota vertical; a=", a] ,
If[b = ®, Print["X=a es una asintota vertical; a=", a] ,
print [ "No existe asintota vertical" | | |

X=a es una asintota vertical; a-1

vyl =Max[f[al-€], f[al+€], f[a2-€¢], f[a2+€]] // N

5.2361

y2 =Min[f[al -€], f[al+€], f[a2-€], f[a2+€]] // N

-5.2381
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horizontal = {{x1, b}, {x2, b}};
verl = {{al, y1}, {al, y2}};
ver2 = {{a2, yl1l}, {a2, y2}};
h = Graphics[ {AbsoluteDashing[{10, 5}], RGBColor[1l, 0.6, 0],
Thickness[0.007], Line[horizontal]}];
vl = Graphics|[ {AbsoluteDashing[ {10, 5}],
RGBColor[l, 0.6, 0], Thickness[0.007], Line[verl]}];
v2 = Graphics[ {AbsoluteDashing[{10, 5}], RGBColor[l, 0.6, 0],
Thickness[0.007], Line[ver2]}];
gl =Plot[£f[x], {x, x1, al}, PlotStyle »
{RGBColor[0, 0.1, 1], Thickness[0.006]}, PlotRange -» {yl, y2}];
g2 = Plot [f[x], {x, al, a2}, PlotStyle » {RGBColor[0O, 0.1, 1],
Thickness[0.006]}, PlotRange -» {yl, y2}];
g3 =Plot[f[x], {x, a2, x2}, PlotStyle » {RGBColor[0O, 0.1, 1],
Thickness[0.006]}, PlotRange » {yl, y2}];
Show[gl, g2, g3, h, vl, v2, AxesOrigin-» {0, 0}, Ticks -» Automatic,
AspectRatio-» 0.9, PlotRange » {{x1, x2}, {yl, y2}}]

EJERCICIO 8

- . x?(2 x-1 . .
Representar graficamente la funcion y = 2(71) , determiando previamente su
X —

dominio y la existencia de asintotas.

x?% (2x-1)

flx_] =
2x2-1
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dom = Solve[2 x?2-1-= 0]

al=x/.dom[[1, 1]];
a2 =x/.dom[[2, 1]];

x1l1=-2.3;
x2 = 2;
e=0.1;

Los puntos a1 y a2 son los puntos donde no existe la funcion, donde ademas puede haber asintotas verticales.

a=al;
b=Limit[f[x], x> al];
If[b = -0, Print["X=a es una asintota vertical; a=", a] ,
If[b = ®, Print["X=a es una asintota vertical; a=", a] ,
print [ "No existe asintota vertical" | | |

" ] 1
X=a es una asintota vertical; a-- —
V2

a=a2;
b=Limit[f[x], x> a2];
If[b = -0, Print["X=a es una asintota vertical; a=", a] ,
If[b = ®, Print["X=a es una asintota vertical; a=", a] ,
print [ "No existe asintota vertical" | | |

o - 1
X=a es una asintota vertical; a-
NP

vyl =Max[f[al-€], f[al+€], f[a2-€¢], f[a2+€]] // N

3.10494
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y2 =Min[f[al -€], f[al+€], f[a2-€¢], f[a2+€]] // N

-5.62323

b=Limit[f[x], x> Infinity];
If[b# - &&b # ©, Print["y=b es una asintota horizontal; b=", b],
print [ "No existe asintota horizontal; podria haber una asintota oblicua." ] |

No existe asintota horizontal; podria haber una asintota oblicua.

m=Limit[£f[x] /x, x> Infinity];
n=Limit[f[x] -m*x, x> Infinity];
Ifm#-®&&m# o,
If[n#-o&&n# o, Print["laasintota oblicuaes: y=", mxx+n],
print [ "No existe asintota oblicua" ]|, print ["No existe asintota oblicua"| |

’ . 1
la asintota oblicua es: y-- v

Redefinimos y2 para mejorar la visién de la grafica
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verl = {{al, y1}, {al, y2}};
ver2 = {{a2, yl1l}, {a2, y2}};
asinobli = {{x1, m*x1 +n}, {x2, m*x2 +n}};
vl = Graphics|[ {AbsoluteDashing[ {10, 5}],
RGBColor[1l, 0.6, 0], Thickness[0.007], Line[verl]}];
v2 = Graphics|[ {AbsoluteDashing[ {10, 5}],
RGBColor[l, 0.6, 0], Thickness[0.007], Line[ver2]}];
ao = Graphics|[{AbsoluteDashing[{10, 5}], RGBColor[1l, 0.6, 0],
Thickness[0.007], Line[asinobli]}];
gl =Plot[£f[x], {x, x1, al}, PlotRange -» {{x1, x2}, {yl, y2}},
PlotStyle » {RGBColor[0, 0.1, 1], Thickness[0.007]}];
g2 =Plot[£f[x], {x, al, a2}, PlotRange -» {{x1l, x2}, {yl, y2}},
PlotStyle -» {RGBColor[0, 0.1, 1], Thickness[0.007]}];
g3 =Plot[f[x], {x, a2, x2}, PlotRange » {{x1, x2}, {yl, y2}},
PlotStyle -» {RGBColor[0, 0.1, 1], Thickness[0.007]}];
Show[gl, g2, g3, vl, v2, ao, Ticks -» Automatic, AspectRatio-» 0.9 ]




