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6.1. CONDICION NECESARIA PARA LA EXISTENCIA
DE MAXIMO O MINIMO.

6.1.1. NOMENCLATURA Y DEFINICIONES.

Definicion 6.1.- Sea f :[a,b] > R y x, € [a,b]
a) El punto x, es un extremo superior de f(x) en el intervalo [a,b] siy sélo si
f(x) 2 f(x),Vxe[a,b]

b) El punto x, es un extremo inferior de f(x) en el intervalo [a,b] siy sélo si

f(x) < f(x), Vxe [a,b]

A estos puntos extremos también se les llama mdximos o minimos

absolutos. A f(x,) se le llama valor extremo (superior 6 inferior) de f(x) en

[a,b].

Si la funcién fuese continua en el intervalo cerrado [a,b], la existencia del
valor extremo (superior ¢ inferior) de f(x) en [a,b] quedaria garantizada. Esto no

seria asi si la continuidad de la funcidn se diese Unicamente en el intervalo

abierto(a,b).

Definicién 6.2.- Sea f:DcR —R, a los puntos de D tales que 3 & >0

verificando:
fd)> f(x) (6f(d)< f(x); Vxe (d-6,d+6)ND
se les denomina extremos (mdximos 6 minimos) locales 6 relativos 6, muy

frecuentemente, maximos 6 minimos a secas.
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De estas definiciones podemos deducir algunas relaciones entre estos

puntos:

= Un extremo absoluto es un caso particular de extremo local.
= Un valor extremo (superior 6 inferior) es Unico; pero puede haber mas de un
punto extremo.

= Un extremo relativo puede coincidir 6 no con un punto extremo absoluto.

6.1.2. CONDICION NECESARIA PARA LA
EXISTENCIA DE PUNTO EXTREMO.

Teorema_6.1.- Si de (a,b) es un punto de mdaximo (minimo) local para el

qued f'(d) , entonces se verifica que f '(d)=0.

» Demostracion.

Supongamos que se trata de un maximo; por definicién es:

fd-6)-f(d)<0y f(d+0)-f(d)<0

Por otra parte, también por definicion de derivada

[t =) _ iy ot =S )

f(x,)=lim
h—0*

El numerador de los dos limites anteriores es negativo 6 cero; el denominador
es positivo en el primero y negativo en el segundo; por tanto la Unica posibilidad

de que sean iguales (y deben serlo para que exista la derivada de f(x)en el

punto d) es que ambos sean iguales a cero y por tanto f '(d)=0.

Mediante un procedimiento andlogo veriamos que también f'(x)=0 cuando se
trata de un minimo; luego los maximos y minimos locales estan incluidos entre

los que llamaremos puntos singulares. «(

Definicién 6.3.- A los puntos de intervalo [a,b] para los que o bien f'(x) =0 o bien

no existe f’(x), se les denomina puntos singulares.
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6.1.3. DETERMINACION DE LOS VALORES
EXTREMOS DE UNA FUNCION EN UN
INTERVALO CERRADO.

De todo lo visto anteriormente deducimos que:

Q  El que se verifique que f'(d)=0 no significa necesariamente que d sea un

maximo 6 minimo local. Es decir, un punto singular no tiene por que se un

punto extremo.
O  Elvalor extremo puede recaer en cualquiera de los extremos del intervalo.

Q Si el valor extremo no recae en los extremos del intervalo ser3,

necesariamente, un punto singular.

Si  observamos la Figura 6.1, vemos que no existe f'(c) vy
que f'(b)=f'(d)= f'(e) =0, que son todos los puntos singulares de la funcién. Sin
embargo, se cumple f(c)> f(a) y f (b)> f(c), por tanto, c no es extremo (ni
superior, ni inferior). Como f(e)< f(d)< f(b) por tanto d no es extremo. Sin

embargo e es el extremo inferior y b el extremo superior.

f(b)

Figura 6.1. Extremos de una funcién en un intervalo cerrado

La existencia de los extremos de una funciéon queda garantizada si la

funcién es continua en el intervalo [a,b] y deben coincidir con alguno de los

siguientes puntos:
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Q  Puntos en los que f'(x)=0.
Q  Puntos en que los que no existe f'(x).

Q Los extremos del intervalo, esdeciradé b

Una vez hallado el valor de f(x) en cada uno de estos puntos, el mayor de
ellos sera el extremo superior y, el menor, el extremo inferior de la funcién en el

intervalo [a,b].

» Ejemplo 6.1.- Sea f:[0,6] >R definida por f(x)=4-[3-x.

af fc)

[ |
ta=0 c=3 b=6

Figura 6.2. Funcién con extremo en un punto donde no existe la derivada.

La funcién es continua en el intervalo [0,6] vy, por tanto, alcanza el valor
maximo y minimo.

Si observamos la grafica de la funcién observamos que no existe en el
interior del intervalo [0,6] ningun punto tal que f'(x) =0; sin embargo x=3 es
un punto en el que no existe f'(3). Es decir x=3 es el Unico punto singular de la
funcién y alcanza el maximo.

El valor minimo lo alcanza en los extremos del intervalo, es decir en x=0 vy

X=6. ¢
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6.2. TEOREMAS DEL VALOR MEDIO.

Los teoremas que a continuacién vamos a enunciar nos van a permitir
conocer propiedades de la funcidn a través de su derivada. Estos resultados son de

gran utilidad a la hora de decir cuando una funcién presenta un maximo o minimo.

Teorema 6.2.- Teorema del Valor Medio de Rolle. Sea f:[a,b] >R es una

funcion tal que

a) f(x) continua en [a,b]
b) f(x) derivable en (a,b)
c) fla)=f(b)

Entonces, existe al menos un punto xge (a,b) talque f'(x,)=0.

» Demostracion.

Por ser f(x) continua en [a,b], tendra, al menos, un extremo superior y
un extremo inferior.
Q Supongamos que este extremo es un punto del interior del intervalo
(a,b). Entonces, debe ser f '(x,) =0, por que f(x) es derivable todos los
puntos del intervalo (a,b).

O En caso contrario, los extremos superior e inferior coincidiran con los

puntos extremos del intervalo a y b. Como f(a)= f(b), entonces f(x)

serd constante y, por tanto, f'(x)=0 Vxe (a,b).

En cualquier caso, existe al menos un punto x, € (a,b) tal que f'(x,)=0.

Todo esto se puede observar en la Figura 6.3.

Obsérvese que es condicidn necesaria la derivabilidad de f(x) en (a,b)
pues en caso contrario no podriamos asegurar que exista un x,e€ (a,b)tal que

f'(x,)=0.Como puede observarse en el Ejemplo 6.2.
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Figura 6.3. Interpretacion grafica del Teorema de Rolle

» Ejemplo 6.2.- Sea, f:[0,2] > R definida por:

1-x; 0L5x<1
x—1; 1<xL2

F=li- {

Esta funcidon no tiene ningun punto en el interior del intervalo [0,2] tal
que f'(x)=0, y sin embargo f(0)= f(2). éContradice ésto el Teorema de

Rolle?

No, porque la funcién no es derivable en x=1, y por tanto no cumple la

segunda condicién del Teorema. 4«

» Ejemplo 6.3.- Demostrar que la ecuaciéon x’ +2x—1=0 tiene unay sélo una raiz

real.

Definimos la funcién f(x)=x’+2x—1, continua y derivable en cualquier

punto. Puesto que

f(0)=-1<0
f(1)=2>0

la funcion cambia de signo en el intervalo [0,1] y, aplicando el Teorema de

Bolzano podemos garantizar que la funcién se anula en ese intervalo y, por

tanto, existe una raiz de la ecuacién dada.
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Supongamos que la ecuacidn tiene dos raices reales x, y x,. En este cado

se cumple:

Q fcontinuaen [x,,x]

Q fderivableen [x,,x,]

O  flx)=fx)

En estas condiciones el Teorema de Rolle afirma que en el intervalo
[x,,x,] debe existir un punto x, tal que f'(x;)=0. Puesto que
f'(x)=5x"+1#0, no se cumple el Teorema de Rolle. Algo de lo que hemos

supuesto debe ser falso. De las tres condiciones del teorema la Unica que puede

ser falsa es f(x,)= f(x,). Es decir, que la ecuacion no puede tener dos raices

reales distintas. «

Teorema 6.3.- Teorema del Valor Medio de Lagrange. Sea f:[a,b] >R una

funcién tal que

a) f(x) continua en [a,b]

b) f(x) derivable en (a,b)

Entonces, existe al menos un punto x, € (a,b) tal que f’(x,) =w
—a

Geométricamente significa que existe un punto de f(x) en que la

tangente a la curva es paralela a la recta que une los puntos (a, f(a)) y (b, f(b)).
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1 S

X0

QOfF = ==

Figura 6.4. Interpretacion grafica del Teorema de del V.M. de Lagrange

» Demostracion.-

Consideremos la funcién h(x) de definida por

f@ﬁ—f&ﬂ}x_m

h00=f(0—[ —

Esta funcion sera continua en [a,b] y derivable en (a,b) silo es f(x).

Por otra parte

ha)=f(a)y hd)=fb)-fb)+ f(a)=f(a)= h(a)=h(b)

En consecuencia a la funcién h(x) le es aplicable el Teorema de ROLLE vy, por
tanto, existira un punto xg en (a,b) para el queh'(x,)=0; por lo que, para ese

punto

_fB) = f(a)

0="1(x)=f"(x,) P

y, por tanto

fO-f@

=22

De este teorema se deducen facilmente dos corolarios (cuya demostracion

omitimos).
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Corolario 6.1.- Si f(x) es derivable en (a,b)y f'(x)=0V xe (a,b), entonces es f es

constante en todo el intervalo (a,b).

Corolario 6.2.- Si f (x) y g(x) son derivables en (a,b)y f'(x)=g'(x) V x€ (a,b),

entonces se verifica f(x)=g(x)+constante.

Observemos que los Teoremas del Valor Medio de ROLLE y de LAGRANGE

nos dan informaciéon sobre f(x) a partir de f’(x). Veamos un ejemplo de como

aplicarlo.

» Ejemplo 6.4.- Dos coches patrulla equipados con radar estan situados a 5 Km de
distancia en una autopista. Cuando un camion pasa junto al primero de ellos se
le mide una velocidad de 90 Km/h. Cuatro minutos después, al pasar junto al
otro coche, este le mide 80 Km/h. Probar que en algin momento del trayecto el

camién ha superado los 100 Km/h.

Sea s(t) la funcion que no da el movimiento del camién, que se supone que

es continua y derivable en el intervalo [O,%S] , el tiempo medido en horas.

Si s(t) es la distancia recorrida desde el instante t=0, se tiene que
s(0)=0ys()fs)=38
la velocidad media serd

L _sU=sO) _ 8 _ o

" %5_0 %5
Por el Teorema del Valor Medio de Lagrange

31, € (0, 45) tal que v'(z,) =v, =120.

Por tanto, en algin momento del trayecto ha superado los 100 Km/h. «
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Teorema 6.4.- Teorema del Valor Medio Generalizado de Cauchy. Sea f :[a,b] > R

una funcién tal que
a) f(x) continua en [a,b]

b) f(x) derivable en (a,b)

Entonces, dx, € (a,b) talque [f(D)- f(a)lg'(x)=[g(b)-g(a)lf (x)

» Demostracion.-

Para ello, al igual que en el Teorema de LAGRANGE, definimos la funcion

h(x) de la siguiente forma

h(x) = f(x)[g(b)-g(@)]-g(X)[f(b)- f(a)]

Dadas las hipodtesis del teorema, h(x) es continua en [a,b] y derivable en

(a,b).

Por otra parte

h(a) = f(@)[g(D)- g(a)]- g(a)[f (D) - f(a)]= f(a)g(b)- g(a) f (D) = h(b)

Por tanto, a la funcién h(x) se le puede aplicar el Teorema de ROLLE por

lo que afirmamos que dx, € (a,b) tal que
0="n'(x,)=f'(x)[g(B)-g(a)]- g '(x)Lf (b)- f(a)]

como queriamos demostrar. 4«

Si g(b)# g(a)y g'(x)#0 laigualdad anterior puede escribirse de la forma

fB)-f@ _ f'®
gb)—gla) g'(x)

De esta relacién puede obtenerse el teorema de L'HOPITAL.
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Teorema 6.5.- Teorema de L’"Hopital. Sean f y g dos funciones tales que

a) lim f(x)=0ylimg(x)=0

o)  FimlH
e g'(x)
Entonces, hmf( )_1 S

a g(x) e g'(x)

Es decir, el limite del cociente de dos funciones que tienden a cero para un
determinado valor de la variable, es igual (si existe) al limite del cociente de sus

funciones derivadas para el mismo valor de la variable.

» Observaciones.-

O  Suponiendo que existan

N 65 PR €5 RPRA 1y € BRPNY AC)
x=a g'(x) =a g”(x) =a g”(x) xa g(”(x)

podremos aplicar el Teorema de L'HOPITAL sucesivamente.

O La regla de L'hopital se puede aplicar también en indeterminaciones del

tipo % siendo a cualquier nimero del conjunto de los numeros reales

ampliado.
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6.3. SIGNIFICADO DE LA PRIMERA DERIVADA.

6.3.1. CRECIMIENTO Y DECRECIMIENTO.

Definiciones.-Sea f:Dc R — R.

6.4.- f(x) escrecienteenD < Vx,ye D talque x<y= f(x)< f(y)

6.5 f(x) esdecrecienteenD < Vx ,ye D talque x<y= f(x)= f(y)

6.6.- f(x)es estrictamente creciente en D & Vx,ye D tal que x<y
= f0<f(y)

6.7.- f(x)La funcion f serd estricatamente decreciente en D & Vx,ye D

talque x<y = f(x)> f(y)

Teorema 6.6.- Sea f :(a,b) > R derivable en (a,b), entonces
a) Si f'(x)>0Vxe (a,b) = f(x) escrecienteen (a,b).

b) Si f'(x)<0Vxe(a,b) = f(x) esdecrecienteen (a,b).

» Demostracion.-
Consideremos dos puntos cualesquiera cy d del intervalo (a,b) tales que c<d.

fd)-f(c)
d-—c

Existe un x,e(c,d) que verifica f'(x,)= Puesto quec<d,

entonces
Q Si f'(x)>0Vxe(a,b),=> f'(x)>0 = f(d)>f(c)Ve,de(ab) =
f(x) escreciente en (a,b).

O S fx<0Vxe(ab),= f(x)<0 = f(d)<f(c)Ve,de(ab) =

f(x) es decreciente en (a,b).«

Este teorema nos da informacion de como es f(x) a partir del
conocimiento de f'(x). Este resultado nos va a permitir decidir cuando una funcion

presenta un extremo local en un punto, asi como el caracter de dicho extremo.
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6.3.2. CLASIFICACION DE LOS PUNTOS
SINGULARES CON LA PRIMERA
DERIVADA.

» Sea x,tal que f'(x,) =0 6 no 3f '(x,). Entonces:

x<x, = flx)>0= T » ,
Q Cuando = X, es un maximo relativo.
x>x,= f(x)<0=
y
?
I
I
I
f'x)>0 | f'(x)<0
I
I
I
I
' X
X<XO0 X0 X>X0

Figura 6.5. Comportamiento de f '(x) en un maximo relativo

x<x,= f(x)<0=f 1 o ,
Q Cuando = X, es un minimo relativo.
x>x,= fl(x)>0=>f T
y
f'(x)<0 f'x0>0
&
I
I X
X<X0 X0 X>X0

Figura 6.6. Comportamiento de f '(x) en un minimo relativo
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x<x, = f)>0=> T {x<x0:f'(x)<0:f¢
6 bien

Q Cuando
{x>x0:>f'(x)>0:>f'r x>x,=f(x0)<0=f 1

entonces x, no es ni maximo ni minimo relativo.

f'x)>0

/ f00)=0

f'x)>0

x<X0 x0 x>Xx0

Figura 6.7. Comportamiento de f '(x) cuando no hay extremo relativo

» Ejemplo 6.5.-

Supongamos que la funcién derivada viene dada por la grafica de la Figura 6.8 y
gueremos determinar los intervalos de crecimiento y decrecimiento y sus

extremos relativos.
Q Sif'(x)>0en (a,b)=f(x) es creciente en (a,b) (fT en (a,b))

Q Sif'(x)<0 en (a,b)=f(x) es decreciente en (a,b) (fl en (a,b))
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Por tanto:
Q fescreciente en (-3,-1)
a f es decreciente en (-00,-3)U(-1,+)
Si una funcion tiene en un punto xo un extremo local entonces: Si existe
f'(xo) se cumple que f'(xq)=0.
Debemos mirar los puntos donde, o bien no existe la primera derivada o

ésta es cero.

¥<-3=fx)<0=

—=x=-3 es un punto de
x>-3= f'(x)>0= 1T

Q Enx=-3, f(-3)=0 :>{

minimo local.

x<-1= fx)>0=fT
Q En x=-1, f'(-1)=0= —x=-1 es un punto de
x>-1= f'(0)<0=>

maximo local.

x<2= f'(x)<0= i
Q En x=2, f(x)=0 = =—=x=2 no es un punto
x>2= f'(x)<0=>f 4

extremo local.

Figura 6.8. Grafica de f '(x)
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6.4. SINIFICADO Y APLICACIONES DE LA SEGUNDA
DERIVADA.

6.4.1. CONCAVIDAD Y CONVEXIDAD.

Definicion 6.7.- Se dice que una funcién f(x) tiene la concavidad dirigida hacia

arriba (convexa) en un intervalo (a,b) si Vxe (a,b) la tangente a la curva en ese

punto queda por debajo de la curva.

y

N/

6.9. Gréfica de una funcién convexa

Definicion 6.8.- Se dice que una funcion f(x) tiene la concavidad dirigida hacia

abajo (concava) en un intervalo (a,b) si Vxe (a,b) la tangente a la curva en ese

punto queda por encima de la curva.

Figura 6.10. Gréfica de una funcion concava
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Teorema 6.7.- Sea f :(a,b) — R derivable en (a,b), entonces

a) Si f'"(x)>0Vxe (a,b) = f'T = f(x) esconvexaen (a,b).

b) Si f"(x)<0Vxe(a,b) = f'\L = f(x) escdncava en (a,b).

Definicion 6.9.- Si en un punto x, se verifica

{x<x0:>f"(x)>0 ) {x<x0:>f"(x)<0
o bien

x>x,= f"(x)<0 x>x,= f"(x)>0

se dice que x, es un punto de inflexién.

Es decir, un punto de inflexion es un punto en el que hay un cambio en el

sentido de la concavidad de la curva. Puesto que un punto de inflexion es un punto

en el que la primera derivada pasa de ser creciente a decreciente o a la inversa en

ese punto si existe la segunda derivada necesariamente esta ha de ser cero. Es decir

si Xo un punto de inflexion, si 3f”(x,) = f”(x,)=0.

» Ejemplo 6.6.-

Supongamos que la funcién derivada viene dada por la grafica de la Figura 6.8 y

gueremos determinar los intervalos en los que la funcién es cdncava 6 convexa

y los puntos de inflexidn.
a f'T en (-00,-2)U(1,+00) = f(x) es convexa (-00,-2)U(1,+c0)
O  f'len(-2,1)U@2,+00)= f(x) concava en (-2,1)J(2,+c0)

x<2=f'T= F"(x)>0

QO Enx=-2 :>{ =—x=-2 es un punto de inflexion.

x>2= f'l= f"(x) <0

x<l= f'I= f"(x)<0

Q Enx =1:{ — x =1 es un punto de inflexion.

x>1= ' T= ") >0

x<2= f'T= f"(x)>0

Q Enx=2 :{ =—=x=2 es un punto de inflexion.

x>2= f'l= ') <0
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Los puntos de inflexion son los extremos de f'(x) .44

6.4.2. CONDICION SUFICIENTE DE PUNTO
EXTREMO.

Teorema 6.8.- Sea x, un punto para el que f"(x,)=0.Si f "(x,) >0. Entonces a es
un minimo; si f"(x,) <0 entonces dicho punto serd un maximo. En caso de que

f"(x,)=0 podria ser cualquier cosa.

» Demostracion.-

El desarrollo de Taylor de orden 2 de dicha funcién nos daria:
hZ
fla+th)-fla)=f (a)a

el signo de f(a+h)— f(a) depende del signo de f”(a). Obteniéndose el

resultado «

El siguiente resultado que es una generalizacién del anterior.

Teorema 6.9.- Si f'(a)= f"(a)=f"(a)=--= f""(a)=0y f"(a)#0, sera:
a) Sinespar, f”(a)>0 = a esun minimo relativo.

b) Sinespar, f”(a)<0 = a esun maximo relativo.

c) Sinesimpar=> a es un punto de inflexidn.

» Demostracion.-

Dadas las condiciones, el desarrollo de Taylor de orden n en el punto a nos dice

que

(n
Fla+h)—f(a) z¥h*’

O Sinesunnumeropary f"(a)>0= f(a+h)-f(a) >0=x=a es un

minimo relativo.
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O Sinesunnuimeropary f"(a)<0= f(a+h)-f(a)<0=x=a es un

maximo relativo.
QO Sinesunnumeroimpar = k" cambia de signo = f(a+h)- f(a) cambia
de sigho = x =a es ni maximo, ni minimo relativo, x=a es un Pl. «
» Ejemplo 6.7.- Dado el recinto, hallar el drea maxima del rectangulo apoyado en
el eje OX con los otros vérticesen lacurva y=12 - x°.
La funcién que nos da el area del rectangulo inscrito en la parabola es
A(x)=2x(12-x%); x € [0,412]

Como A(x)=0 (valor minimo de la funcién) en los extremos del intervalo el
maximo estara en el interior y serd un punto tal que A’(x)=0
A'(x)=2(12-x*)-4x*=0=>
A(x)=24-6x"=0=>x"=4=>x=12
Descartamos el valor negativo porque no esta dentro del intervalo.
A"(x)=-12x= A"(2) =-24 = en x =2 hay un maximo.

y

Figura 6.11. Rectangulo inscrito en la parabola y =12 - x* «
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6.4.3. CLASIFICACION DE LOS PUNTOS
SINGULARES CON LA SEGUNDA
DERIVADA.

» Sea Xg un punto singular, tal que f "(x,) =0 6 no 3f "(x,) . Entonces:

X <X ‘. .
Q Cuando = f'(0)<0= fl= f| |:> X, es un maximo relativo.
x> X,

i “(><T>=CN

f'00<0 f"00<0

X<XO0 X0 X>X0

Figura 6.12. Comportamiento de f '(x) en un maximo relativo

) x<x,
Q Cuando f"(x,)>0 o bien :>f"(x)>0:>f'T:> fU:> X, esun
x>

X0

minimo relativo.

y
£'%)>0 f'%)>0
fll()Q:o
\ | /
|
X<X0 X0 X>X0 X

Figura 6.13. Comportamiento de f '(x) en un minimo relativo
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{x<x0:>f"(x)<0:>f'¢:>fﬂ
Q Cuando o bien
x>x= "@0>0= 1 1= Y

x<x, = f'0>0= ' T= £
x>x,= f'(0)<0= = )

= X, esun punto de inflexion.

f"0>0

/ f"(x0)=0

| /
I

I

I

I

f"x)<0

X
/ x<xX0 x0 x>X0

y
f'x)>0
f"(x0)=0
N\
I
<0 |
I
X
x<X0 XlI) x>X0 \

Figura 6.14. Comportamiento de f "(x) cuando no hay un punto de inflexion
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