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Calculo Diferencial con “Mathematica”

6.6. PROBLEMAS RESUELTOS. APLICACIONES DE LAS
DERIVADAS.

EJERCICIO 1.

Determinar ay b para que y=(a+bx)e“™ tenga en x;=a-3b un minimo local y en
X,=a-4b un Punto de Inflexién (P.1.)
» SOLUCION:
= La Condicion Necesaria para que tenga un min. loc. en x; sera: y'(x] )=0
V' (x)= e (b+(a+bx)b)=e"™ (b +ab+b*, ):>
V(x)=0 = (b+ab+b*(a-3b))=0 = b+ab+ab*-3’=0 (1)

= LaCN paraque en x, hayaun P.l. sera y”(x,;) =0

' (x)= e (0> + (b + (a + bx) b)) = e“™* (26> + ab® + b°x)
V' (x?)=0 =207 +ab> +6*(a-4b)=0 = 2b>+ab®+ab’>—4b* =0 (2)

O = b (+a+ab-307)=0; b0 =l+a+ab-3b>=0 (3) _
2) = b 2+a+ab-4b*)=0; b0 =2+a+ab—4b>=0 (4)

—1+b*=0 =b’=1 = b==1

3
b=1 = 14+a+a-3=0 20—2=0 = a=1

3)
b=-1 = 1+¢—¢+3=0 =4=0 comoesto no es posible b #—1

Solucion: b=1; a=1
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EJERCICIO 2.

2
x<0

Sea f:R— R talque f(y)=) ¥~ ’
ax+b

2—; x>0
x +2x+1

a) Determinar los valores de a y de b para que los f continua en x=0 y tiene un
minimo en x=2.
b) Para los valores de a y b hallados, estudiar la derivabilidad de la funcién en el

punto x=0.

= Valores de ay de b para que los f continua en x=0y tiene un minimo en x=2

Q fcontinuaen x=0 =3 lim f(x)=1lim f(x)= f(0)
x—0" x—0"

ax+b

lim f()= lim —2 7= b
x—=0" =0 x° +2x+1
2 = b=-1
lim f(x)=lim *"—= _
x—0" x—0" X—

Q ftiene un minimo en x=2 = f’ (2)=0. Como x=2>0

X +2x+1

=>f'(2)=( ax+b j ~0

[ ax+b )_ a(x+l)2—(ax+b)2(jc+l)_ax+a—2ax—2b_

x? +2x+1 (x+D* 3 (x+1)°
_az2b-ax f'(2)=0 =a+2-2a=0 =a=2
(x+1)7F =1

Solucion: b=-1; a=2.
= Paralos valores de a y b hallados estudiar la derivabilidad de la funcidn en x=0.

Q Fderivableenx=0siysélosi 3 f'(07)=f'(0")
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ah+b 3
F0) =i LOINIO g Ge1)

2150 h(h+1)? 0 (h+1)? -

b=

2
_hmZh I+ (h+1) —hm,h+4

h +1
L |
= lim =1
h—0"

vy o S (O+h) = f(0)
fO)=lim h
PPAlth=1_ . h(htD) _

=Im —————7—=1m =
h—0 h(h—1) h=0" h(h—1)

Solucién: para b=-1y a=2, Como f'(0*) #(0°), la funcién no es derivable en x=0.
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EJERCICIO 3.

El espacio recorrido por un movil a lo largo de una recta viene dado por

s()=3t*-44t> +144¢> . Determinar:

a) Puntos de la trayectoria en los que el mévil se para.

b) Intervalos de tiempo en los que el mévil marcha en sentido contrario.

c) Puntos de la trayectoria en los que el movil alcanza su velocidad maxima vy
minima.

» SOLUCION:

= El mdvil se para cuando la velocidad se hace cero

V()=S'(t) = 121 - 3%44¢> + 2%144t = 12¢(t* - 11t + 24) = 0

t=0
Vi) = 0= + — + 16_
(1) 21l —24=0 t:11_\/1221 96:112_5:<62_38

Las posiciones son s(3)=351 y S(8)=-1024

= Entre dos ceros consecutivos la funcion V(t), que es continua, mantiene signo

constante (Teorema de Bolzano)

V(1) =12 (1-11+24) > 0= V(t)>0, V t€(0,3)

V(4) = 12.4 (16-44+24) = -12.16<0=>V(t) <0, Vt€(3,8)
V(10) = 120 (100-110+24)>0 =V(t)>0, Vt€E(8,00)

= Los puntos de la trayectoria en los que la velocidad es maxima (en sentido
positivo) o minimo (maxima en sentido contrario) son aquellos en los que la

aceleracién es nula.
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2

Vmax(t):>a'(t)=0=6t —6%44t+2%144=0=12(3¢> =22t +24) =0

44+/4.121-43.64 2222J121-72 112449 M7= ¢
== 6 = 6 = 3 ={ 1127 ) 4
3 3
V'"(@t)= 12(6t—-22)
A\l 4
1% (%):12(65—22j <0 =r=% Vmax.
V'"(6)= 1236-12)>0 =t=6 V min.
S(4/3)=161.185 punto de la trayectoria de Vmax.
S(6)=-432 punto de la trayectoria de Vmin.
s
500 - V(3)=0
V(0)=0_#"a4/3)=0
é :; ! ! t
3
-500 -
—1000 -
V(8)=0

Resumimos en una tabla

t | (-o4/3) 4/3 | (4/33) 3 | (36)] 6 68)| 8 | (8,0)

SM) | SAN | 161 | SA | Spu | SV | -1024 | ¥ [ S.. | SA

SgnV + + + 0 - - - 0 +

VO) | VAN Vo | V[ V=0] V¥ | V.. | VAN | 0 | VA

Sgn a + 0 - - - 0 + + +
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Calculo Diferencial con “Mathematica”

EJERCICIO 4.
En un sistema de ejes coordenados bidimensionalmente OXY se consideran tres puntos
O, Ay B. El pto. O es el origen, A=(8,0) y B se mueve a lo largo de la recta y=5 con

velocidad 0,5 cm/s, ocupando la posicién (0,5) en el instante t=0. Determinar el

instante en el que el angulo OBA es maximo.

» SOLUCION:

= Calculamos la variacién del angulo OBA en funcion del tiempo.

v=051 B

_—

y=>5

0 X 8-x A@8,0)

tan & + tan 3

OBA=y=qa+f; tany=tan(a+ f) =
4 o 4 (@+f) I-tana*tan S

]—
5

Siendo x el espacio recorrido por la particula B en el instante t que sera 0,5 t.

s

X
tana:§;tanﬁ:

Por tanto

80,5t
5

0,5t
¥(t) = arctg = + arctg

* Llac.n.paraque ¥(t) sea maximo esque ¥ (t)=0
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0,5 0,5
, 5 5
)= — =
7@ 0,257 (8-0,51)°
25 2.5 _ 10 10 B
2540,25t* 25+(8-0,5¢)" 100+7* 100+(16—1)*
10(100+16% =32t +* —100—¢>) 10(16* —32¢)
(100+£*)(100+ (16 —1)*) (100+£*)(100+ (16 —1)*)
2_
YY) =0= 1006° —327) =0=16" =32t =0= ¢ =8 maximo.

(100+£*)(100+ (16 —1)*)

= Las dimensiones del tridngulo, cuando t=8, son: x=0,5 * 8= 4; 8-x=4
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EJERCICIO 5.

Un pueblo B estd situado a 20 Km de una via recta de ferrocarril que pasa por el pueblo
A. Determinar la posicién con relacién a B en que debe construirse sobre la via de
ferrocarril un apeadero C para que el viaje desde el pueblo A hasta el pueblo B,
haciendo el viaje AC por ferrocarril y CB por carretera, dure lo menos posible, si la

velocidad por ferrocarril es de 80 Km/h y la velocidad por carretera es de 20 Km/h.

» SOLUCION:
a
< >
C
i yy
A X a-x
d 20 Km
B

= Determinacion del tiempo en funcion de la distancia x del apeadero C al

puntoA.

d — espacio recorrido por carretera en un tiempo t;

v==< = r=2

t %
. d \20% +(a—x)?
20 20

X — espacio recorrido por ferrocarril en un tiempo t2

X
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= Tiempo total empleado

V202 +(a—x)? &

f=—— ————— +—
20 80

= Funcidn a optimizar

[~(2 N2
2004+ (a—x)"+ x ’ XE[O,a]

t(x)= +—
) 20 80
=  Puntos criticos:

Q Los extremos del intervalo x=0y x=a

O Los puntos tales que t’(x) =0

1 —2(a—x) 1
1'(x)=— +—
720 2/20° +(a—x)* 80

'(x)=0 = —840(a—x)+20«/202—(a—x)2=O
4(a—x)=+/20* +(a—x)*

16(a—x)* =20*+(a—x)*
15(a—x)* =20*
20 20

A—X=—= = X,=a——F—

15

a 3Jt'(x) Vxe[0,a]
= Discusion

20° +a’

Q Parax=0, 1= 20

Q Parax=a,t, =1+<
80

2 2
202+210 a-2

a Parax=a—£,t3: > + 15

J15 20

, es el tiempo minimo
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EJERCICIO 6.
Espacio Sa = t* — 4t recorre la particula A sobre el eje OX. Sobre el eje 0Y Sg=-2t*+8 Ia
particula B. Determinar la posicién de las particulas cuando la distancia entre ellas es

minima.
» SOLUCION:

= Determinamos la posicion de ambas particulas en el instante t = 0, indicando

cual es su distancia.

= Vamos a describir el movimiento de las particulas a lo largo de cada uno de los

ejes.
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Sa()=t>-41r o> S',(1)=2t-4=0 = (=2

S"4a()=2)0 Vr minimo
S4a(2)=4-8=-4
min > tT4 >
I
t=2 < v<0 t=0

Q La particula A parte del origen llega al punto (-4,0) en el instante t=2 y a
partir de ahi la velocidad cambia de signo, retrocediendo en sentido

positivo y pasando nuevamente por el (0,0) en el instante t=4.

Sp(t)=—82+8 —S'5z()=—16 4=0 =1=0
S'5()=—4(0 = mdx
S50 V)0

O La particula B parte de la posicién (0,8) y se aleja indefinidamente

pasando por el (0,0) en el instante t=2.

= Determinacion de la distancia minima entre las particulas.
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d(t)=+/Ss2+ 85>

Ss

Sa

d(t) = \/(t2 —4¢) + (207 +8f

* El maximo de esta funcidn es el maximo de la funcién

dy(1)=(r* —41) +(-2% +8)’

d'\ (1) =2(£ —4t)*(2t —4)+2%(-21* +8)* (-4r)
=4t =2t -4t +8 |8t -2 +8 |
=41 5t —61-8 |

t=0

d'(t) = 0>
() 5t —6t—-8=0=1t=

6£+V36+160 6%14
10

=
10 =

En esta posicion A y B alcanzan la distancia minima a partir de ahi se alejan.
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EJERCICIO 7.

Un hombre sobre un bote de remos esta situado en un punto P a una distancia de 5Km
de un punto A de la costa (rectilinea y perpendicular a PA), y desea llegar a un punto B
de la costa situado a 6 Km de A en el menor tiempo posible. Determinar el camino que

debe seguir sabiendo que puede remar a una velocidad de 2Km/h y andar a 4 Km/h.

» SOLUCION:

5 Km

V25+%°

d_N2+x
v

1

9

<
2 V4

® La funcidn a optimizar serd el tiempo empleado en funcién de x, t(x).

=  Puntos criticos:
Q Los extremos del intervalo x=0y x=6
Q Puntos donde la derivada es cero

X

()= —F——
* 2425+ x?

S
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H'(X)=0=2x—25+x> =0= 25+ x* =4x° :>§:xz :>x0:i

J5
= Discusion

Q Parax=0 t(0)= 4

V25436

Q Parax=6 1(6) = Tz7,8
5° 5
25+— 6-—F
V" s J5

5 .
Q Paraxe=—4= 1t(x,)= + =3,68, tiempo minimo

J5 2 4
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EJERCICIO 8.
Queremos construir un cilindro de volumen constante pero queremos gastar lo menos

posible de forma que, la superficie sea minima.
» SOLUCION
= Superficie del cilindro:

S(ry=2xr*+2xrh

= Puesto que el volumen es constante se da la relacién:

o> Verrh = h=—
Tr

por lo tanto

S(r)=27r* + 27r —
r
S'(r) =dar—2Y =
,,
2V v
= drr=—r = r=3—
r 2n
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EJERCICIO 9.

Hallar el volumen maximo del cono y del cilindro inscrito en una esfera de radio R.

» SOLUCION.
= (Cilindro
V(r)=h-m’

%=+\/R2—r2
V(r)=2(\/R2—r2)'7L'r2 r e [0.R]

Vi =dm VR - +om L 2~
2 JR*r

2 2
=2 RZ—VZZ d = Rz—rzz_
NR* —r?
2
=r’==R’ r=.—R
8

= Cono

Volumen del cono = 1/3 area de la base por la altura

h=R+y=R+VR —r?
V(r)——zzr( +VR —r) re[0.R]

V' (r)——ﬂr(r+mj

2(R+m)=_
2RVR? % +2(R? - 2) r’

2RVR?> —r* =3r> =2R*> =
AR (R? —r2)=9r4212r2R? +4R*

)

22

9r2 —12R* +4R*> =0 = r? :%R2 =r=""2R

3
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EJERCICIO 10.
Hallar las dimensiones de un campo de deportes de perimetro P para que su area sea

maxima, con forma de rectdngulo coronado por dos semicirculos.

P-2rxr
2

P=2nr+2x = x=

A(r)=7r’ +2r (P_szj =Pr—nur’

£

\4

N

A'(r)="2nr+P=0 = r=i y x=0
27

A"(ij = -2 < 0 = maximo
27
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EJERCICIO 11.
Demostrar que el cilindro recto de volumen maximo inscrito en un cono recto tiene

4/9 del volumen del cono.

/0N

%
\
¢

Volumen del cono = %7[ a’b

Volumen del cilindro= 7x"y

5= = = y=(a—x)2 b(l-fj
a a—Xx a P
V(x)=7zxzb(1_£j
a
2
Vix)= 2ﬂxb(l—£j—ﬂx2 b =27xxb— 3bxx =0
a a a
x#0 = x:ga = V(x)= Eiaz.l _ EVCOIIO
3 9 3 9
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