
�

�� ������	�
���� ���

���������	�
���� ��������

����� �����
���������	
�����
�

 
 
 

�����������	
�����

 

4.1. DERIVABILIDAD DE UNA FUNCIÓN EN UN PUNTO 
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4.2. PROPIEDADES DE LA DERIVABILIDAD DE UNA FUNCIÓN EN UN 
PUNTO 
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4.3. FUNCIÓN DERIVADA 
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4.4. DIFERENCIABILIDAD DE UNA FUNCION REAL DE UNA VARIABLE 
REAL 
 

������� �����	 
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d

dx �

4.5. MÉTODOS PARA EL CÁLCULO DE RAÍCES REALES DE UNA 
ECUACIÓN 
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���� � ����	
���� 	� �� �� � 	 ��� ��� � ��� � � ��� �� ��

������ �����	
��� �����������������������

� � %&� '()*+,)- %&� ,(� '.%/(,- )� 0,� 0,+,.- 1*).� ()� .,2+)� +)*3,*+,� )� ()� 24.5)�

( )y f x= � ,*� 4*� '4*+%� ( , ( ))P a f a= �� ,*+,*01,*0%� '%.� ,((%� 4*)� ��������� ��	��� )� ()�

24.5)�,*�4*�'4*+%�2%*2.,+%��&1*�1- '%.+).*%&�&1� ()�.,2+)�6� ()�24.5)�&,�2%.+)*�7�*%�,*�

24)(841,.�%+.%�'4*+%���

� �(�'.%/(,- )�0,�9)(().� ()�.,2+)�+)*3,*+,�,*�4*�'4*+%�&,�.,042,�)(�0,�9)(().�&4�


�����������).)� ,((%�� 2%*&10,.)- %&� 4*� '4*+%� ( , ( ))P a f a= � 6� 4*� '4*+%� '.7:1- %� )� ;(�

( , ( ))Q a h f a h= + + 6� +.)<)- %&� ()� &,2)*+,� 84,� 4*,� )- /%&� '4*+%&�� �4)*0%� = � +1,*0,�

9)21)����()�.,2+)�&,2)*+,�+1,*0,�)�2%*>4*01.&,�2%*�()�+)*3,*+,��6�'%.�+)*+%��()�',*01,*+,�

0,�()�.,2+)�&,2)*+,�&,.?�2)0)�5,<�- ?&�').,210)�)�()�0,�()�.,2+)�+)*3,*+,�,*�����%- %�&,�

%/&,.5)�,*�()��134.)������

P

QQ'

 
Figura 4.1. La recta tangente como límite de las rectas secantes 

� �,3@*� ()��134.)������ ()�',*01,*+,�0,� ()�.,2+)�&,2)*+,�84,�')&)�'%.���6�= �,&�,(�

2%21,*+,�0,�1*2.,- ,*+%&A�

( ) ( )∆
∆

y
x

f a h f a
h

=
+ −

 



��������	
����	������������	
����	�������	�����������	������	��	
�����	�� 178 
Cálculo Diferencial con “Mathemática”   
 

����������	
��
����
������������������������
 

P

Q

a a��x

�x

�y

 

Figura 4.2. Representación gráfica de una recta secante 

� �1�)'.%:1- )- %&�()�',*01,*+,�0,�()�.,2+)�+)*3,*+,�'%.�,(�5)(%.�0,�()&�',*01,*+,&�

0,�()&�.,2+)&�&,2)*+,&��,&+)�&,.?�

( ) ( )
0

lim
h

f a h f a
m

h→

+ −
= . 

������ �����������

��������	��
������,) :f →� � ��&,�012,�84,�����������	
������	�&1�6�&7(%�&1�,:1&+,�6�,&�

>1*1+%�,(�(B- 1+,��
( ) ( )

0
lim
h

f a h f a

h→

+ −
���(�5)(%.�0,(�(B- 1+,�&,�(,�0,*%- 1*)�0,.15)0)�0,�>�,*�

)�6��&,�0,*%+)�'%.� ( )f a′ ��

�

��������	��
����	 +.)�- )*,.)�0,�2).)2+,.1<).�()�0,.15)0)�,*�4*�'4*+%�,&�,*�+;.- 1*%&�0,�

(%&�(B- 1+,&�()+,.)(,&���:1&+,� ( )f a′ �&1�6�&7(%�&1�,:1&+,*�6�&%*�134)(,&�(%&�(B- 1+,&�()+,.)(,&A�

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
0

lim lim
h x a

f a h f a f x f a
f a

h x a+ +

+

→ →

+ − −
′ = =

−
�

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
0

lim lim
h x a

f a h f a f x f a
f a

h x a− −

−

→ →

+ − −
′ = =

−
�

84,� &,� 0,*%- 1*)*� 0,.15)0)� '%.� ()� 0,.,29)� 6� '%.� ()� 1<841,.0)� 0,� >� ,*� ,(� '4*+%� )��

.,&',2+15)- ,*+,��
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� $)6�84,�+,*,.�,*�24,*+)�84,�&1�,&+%&�0%&�(B- 1+,&��)@*�,:1&+1,*0%��*%�&%*�134)(,&�

,*�)��,*+%*2,&�()�>4*217*�*%�,&�0,.15)/(,�,*�0129%�'4*+%��

��������	��
������)�0,.15)0)�0,�4*)�>4*217*�6C>D:E�,*�4*�'4*+%�,&�()��������������	�

����	��	�������	��	�����	�6C>D:E�,*�,(�'4*+%� ( , ( ))P a f a= ��

������ ��������� �� ��� ��������� �� ���

�	�� ������������������������	 ��

� �)� ,24)217*� 0,� 4*)� .,2+)� 84,� ')&)� '%.� ,(� '4*+%� 0 0( , )P x y � 6� 84,� +1,*,� '%.�

',*01,*+,�- �51,*,�0)0)�'%.� ( )0 0y y m x x− = − ��

� �)�',*01,*+,�0,� ()�.,2+)� +)*3,*+,�)� ()�24.5)� ( )y f x= � ,*�,(�'4*+%� 0 0( , )P x y ��

0%*0,� 0 0( )y f x= �� 5,*0.?� 0)0)� '%.� ( )0f x′ � 6�� '%.� +)*+%�� ()� ������ ����,*+,� ,*� ,&,�

'4*+%�&,.?A�

( ) ( )( )0 0 0y f x f x x x′− = −  

�)����������� ���,&�()�',.',*0124().�)�()�.,2+)�+)*3,*+,�,*�,(�'4*+%���4)*0%�0%&�

.,2+)&�&%*�',.',*0124().,&�&4&�',*01,*+,&�24- '(,*�()�.,()217*� m
m1

2

1= − ���%.�+)*+%��

()�,24)217*�0,�()�*%.- )(�)�()�24.5)� ( )y f x= �,*�,(�'4*+%� 0 0( , )P x y �&,.?A��

( ) ( ) ( )0 0
0

1
y f x x x

f x
− = − −

′
 

������ ���	����� ������������ �� 	�����
���	��������� 
�	 ��

�*� - 4(+1+40� 0,� '.%/(,- )&� '.?2+12%&� &,� '.,&,*+)� ()� *,2,&10)0� 0,� 2)(24().� ()�

.)<7*� 0,� 2)- /1%� 0,� 4*)� - )3*1+40� .,&',2+%� 0,� %+.)F� ,&+)� 24,&+17*� &,� '()*+,)� ,*� ,(�

,&+401%�0,�2.,21- 1,*+%�0,�'%/()21%*,&��.1+- %&�0,�'.%042217*��>(4G%&�0,�)34)��5,(%210)0�

6�)2,(,.)217*��'%.�21+).�)(34*%&�0,�(%&�,G,- '(%&��

�



��������	
����	������������	
����	�������	�����������	������	��	
�����	�� 180 
Cálculo Diferencial con “Mathemática”   
 

����������	
��
����
������������������������
 

� ����� ������������ ���� �������������������

� �4'%*3)- %&� 84,� 4*)� ').+B24()� � &,� - 4,5,� )� (%� ().3%� 0,� 4*)� .,2+)�� �,)�

&C&D+E� ()� >4*217*� 84,� *%&� 0)� ()� '%&1217*� 0,� ()� ').+B24()� .,&',2+%� )� 4*� %.13,*�

'.,0,+,.- 1*)0%�,*�2)0)�1*&+)*+,�0,�+1,- '%���(�- %51- 1,*+%�0,�()�').+B24()�9)21)�

()�0,.,29)�&,�2%*&10,.)�,*�01.,2217*�'%&1+15)�6�,(�- %51- 1,*+%�9)21)�()�1<841,.0)�

&,�2%*&10,.)�,*�01.,2217*�*,3)+15)��

�

�

 

Figura 4.3. Representación gráfica de un movimiento rectilíneo 

� 4.)*+,�4*�1*+,.5)(%�0,�+1,- '%� ∆t �()�01&+)*21)�.,2%..10)�'%.�()�').+B24()�

51,*,�0)0)�'%.� ( ) ( )∆ ∆s s t t s t= + − ���,2%.0)*0%�()�>7.- 4()�
espacio

velocidad=
tiempo

�

0,21- %&�84,�()�5,(%210)0�- ,01)�0,(�%/G,+%�,*�,(�1*+,.5)(%�∆t �,&+?�0)0)�'%.F�

( ) ( )s t t s ts
t t

+ ∆ −∆ =
∆ ∆

; 

0%*0,� ��� ���	����� ������ D.)<7*� - ,01)� 0,� 2)- /1%E� ,:'.,&)� ,(� 	����	������ ���

����	����0,�&�.,&',2+%�)�+�,*�4*�1*+,.5)(%�0,�+1,- '%��

� �)� .)<7*� 0,� 2)- /1%� 0,� &� .,&',2+%� 0,� +� ,*� 4*� 1*&+)*+,� 0,+,.- 1*)0%� &,�

0,*%- 1*)����	�����������������0,�()�').+B24()�D%��&1- '(,- ,*+,��5,(%210)0EF�84,�

.,&4(+)�&,.�,(�(B- 1+,�0,�()�5,(%210)0�- ,01)�24)*0%�∆t → 0 ��,&�0,21.A�

( ) ( )
0

( ) lim '( )
t

s t t s t
v t s t

t∆ →

+ ∆ −
= =

∆
 

6�,&+%�*%�,&�&1*%�()�0,>1*1217*�0,�()�0,.15)0)�0,�()�>4*217*�,&')21%�.,&',2+%�0,(�

+1,- '%�,*�,(�1*&+)*+,�+���)�5,(%210)0�,&�4*�*@- ,.%�84,�,*�5)(%.�)/&%(4+%�*%&�0)�

()�.)'10,<�2%*�()�84,�5).B)�,(�,&')21%F�,(�&13*%�0,�0129%�*@- ,.%�1*012)�()�01.,2217*�

,*�()�84,�&,�- 4,5)�()�').+B24()��

� ,�()�- 1&- )�>%.- )�84,�9,- %&�9,29%�)*+,.1%.- ,*+,�'%0,- %&�0,>1*1.�()�

)2,(,.)217*�2%- %�()�.)<7*�0,�2)- /1%�0,�()�5,(%210)0�.,&',2+%�0,(�+1,- '%�6�&,.?��

s(0)=0 s(3)=6 
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( ) ( )a t v t′= . 

� ��������������,�()*<)�4*)�'1,0.)�0,&0,�4*)�)(+4.)�0,�H� �-��84,�2),�9)21)�,(�

&4,(%�,*�(B*,)�.,2+)���*�+�&,34*0%&�()�'1,0.)�.,2%..,�4*)�01&+)*21)�0,�
2( ) 21s t t= �

-,+.%&���

� �(�+1,-'%�+.)*&24..10%�9)&+)�84,�()�'1,0.)�((,3)�)(�&4,(%�&,.?�,(�5)(%.�0,�+�

+)(�84,��

2( ) 21 756s t t= = 2 36 6t t� = � =  

� �)�5,(%210)0�-,01)�0,�()�').+B24()�,*�,(�-%-,*+%�84,�,&+?�2)6,*0%�51,*,�

0)0)�'%.��

( ) ( ) 756
126

6m

s t t s t
v

t

+ ∆ −
= = =

∆
 

� �)� 5,(%210)0� -,01)� 0,� ()� ').+B24()� 04.)*+,� (%&� +.,&� '.1-,.%&� &,34*0%&�

51,*,�0)0)�'%.�

( ) ( ) ( ) ( )3 0 189
63

3 3m

s t t s t s s
v

t

+ ∆ − −
= = = =

∆
 

� �)�5,(%210)0�0,�()�').+B24()�6�()�)2,(,.)217*�51,*,*�0)0)&�'%.��

( ) '( ) 42  
( ) '( ) "( ) 42 

v t s t t

a t v t s t

= =�
� = = =�

 

'%.�+)*+%�()�5,(%210)0�6�()�)2,(,.)217*�0,�()�').+B24()�24)*0%�((,3)�)(�&4,(%�&,.?*��

2

(6) 252 /  

(6) 42 /  

v m s

a m s

=�
� =�

 

� �,(%210)0�6�)2,(,.)217*�&%*�+)*�&7(%�0%&�,G,-'(%&�0,�.)<%*,&�0,�2)-/1%��',.%�

9)6�-429)&�-?&�&1+4)21%*,&�,*�()&�84,�'%0,-%&�4&).�()�0,.15)0)�').)�-,01.�()�.)<7*�

0,� 2)-/1%� 0,�4*)� 5).1)/(,� .,&',2+%�0,�%+.)� &1,-'.,� 6� 24)*0%� ,&+)&� 5).1)/(,&� ,&+;*�

(13)0)&�'%.�4*)�>4*217*�0,.15)/(,�� �
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���� ��� ���� 	� ��� � �� �	 � � ����	
���� 	� � � �� � 	 �

�� ��� � ��� � � ��� �� ��

������ �	���������������
������

� ��������� ����%*&10,.,-%&�()�>4*217*�0,>1*10)�'%.� ( )
2

2

1    si 0
1  si 0

x x
f x

x x

� + >
= �− − ≤�

���

� �&+)� >4*217*� *%� ,&� 2%*+1*4)� ,*� 0x = � '%.84,� *%� ,:1&+,� ,(� (B-1+,� ,*� ,&,�

'4*+%�6)�84,� ( ) ( ) ( )
0 0

lim 1 lim 0 1
x x

f x f x f
− +→ →

= − ≠ = = ��

� �,)-%&�&1�'4,0,�&,.�0,.15)/(,�

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

2 2

0 0 0

2 2

0 0 0

0 1 1
0 lim lim lim 0

0
0 1 1 2

0 lim lim lim
0

x x x

x x x

f x f x x
f

x x x
f x f x x

f
x x x

+ + +

− + +

+

→ → →

−

→ → →

− + −′ = = = =
−
− − − − − −′ = = = = ∞
−

 

� �)�>4*217*�*%�'4,0,�&,.�0,.15)/(,�,*� 0x = ��'%.84,�*%�,&�2%*+1*4)�,*�,&,�

'4*+%�� ,� 9,29%�� &1� %/&,.5)-%&� ()� �134.)� ����� 5,-%&� 84,� ()&� &,2)*+,&� '%.� ()�

0,.,29)� &,�9)2,*�9%.1<%*+)(,&�-1,*+.)&�84,��'%.� ()� 1<841,.0)�� ()�',*01,*+,&�0,�

()&�&,2)*+,&��&,�9)2,*�1*>1*1+%�2%-%�2%*&,24,*21)�0,�()�01&2%*+1*410)0���

P

Q

 

Figura 4.4. Gráfica de las secantes de una función discontinua 
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� ��������������%*&10,.,-%&�()�>4*217*� ( )f x x= ���&+)�>4*217*�,&�2%*+1*4)�,*�

0x = ��',.%�*%�,&�0,.15)/(,�,*�,&+,�'4*+%�6)�84,��

( ) ( ) ( )
0

0
0 lim 1

0x

f x f
f

x−

−

→

−
′ = = − ≠

−
 ( ) ( ) ( )′ =

−
−

=+
→ +

f lim
f x f

xx
0

0
0

1
2

.  

P

Q'

Q

Q'

Q
y��x y�x

 

Figura 4.5. Gráfica de las secantes de  ( )f x x=  

� �%-%� &,� '4,0,� %/&,.5).� ,*� ()� �134.)� ����� ()&� &,2)*+,&� '%.� ()� 1<841,.0)�

+1,*,*�+%0)&�',*01,*+,�#��'%.�(%�84,��()�.,2+)�+)*3,*+,�0,/,.B)�+,*,.�',*01,*+,���

#����1*�,-/).3%��'%.� ()�0,.,29)� ()&�&,2)*+,&�+1,*,*�',*01,*+,���6��'%.�+)*+%�� ()�

+)*3,*+,�+,*0.B)�84,�&,.�����%-%�,&+,�5)(%.�0,/,.B)�&,.�@*12%� ()� >4*217*�*%�,&�

0,.15)/(,�,*�,&,�'4*+%��

��������	��
�����*)�>4*217*�84,�*%�,&�2%*+1*4)�,*�4*�'4*+%�*%�'4,0,�&,.�0,.15)/(,�

,*�0129%�'4*+%���0,-?&��,(�.,2B'.%2%�*%�+1,*,�'%.�84,�&,.�21,.+%��,&�0,21.��4*)�>4*217*�

2%*+1*4)�,*�4*�'4*+%�*%�+1,*,�'%.84;�&,.�0,.15)/(,�,*�,&,�'4*+%��

� �)� .,()217*� ,*+.,� 2%*+1*410)0� 6� 0,.15)/1(10)0� ,*� 4*� '4*+%� 51,*,� 0)0)� '%.� ,(�

&1341,*+,�.,&4(+)0%��

������ ��
������1�>�,&�0,.15)/(,�,*� x a= ��,*+%*2,&�>�,&�2%*+1*4)�,*� x a= �

� !������	��"�����

�)�>4*217*� ( )f x �,&�2%*+1*4)�,*�:C)�⇔�� ( ) ( )lim f x f a
x a→

= �⇔� ( ) ( )[ ]lim f x f a
x a→

− = 0 ��

� 4(+1'(12)*0%�6�015101,*0%�'%.�D:#)E�&,�+1,*,�84,A�

( ) ( )[ ] ( ) ( ) ( )[ ] ( ) ( ) ( )[ ]
lim f x f a lim x a

f x f a

x a
lim x a lim

f x f a

x ax a x a x a x a→ → → →
− = −

−
−

= − ⋅
−
−

CI�
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'4,&+%�84,�>�,&�0,.15)/(,�,*�)�6��'%.�+)*+%��,(�@(+1- %�0,�,&+%&�(B- 1+,&�,:1&+,�6�,&�

>1*1+%��&,�+1,*,�84,��

( ) ( ) ( ) ( )lim 0 lim
x a x a

f x f a f x f a
→ →

− = � =� �� �   

0,�0%*0,�&,�0,042,�84,�>�,&�2%*+1*4)�,*�:C)��2%- %�84,.B)- %&�0,- %&+.).����

������ ��	�����������
��������

��������
������1�>�6�3�&%*�0,.15)/(,&�,*�4*�'4*+%�:C)���*+%*2,&A�

1E� ( * ) '( ) * '( )c f a c f a= ��0%*0,�2�,&�4*)�2%*&+)*+,��

11E� ( ) '( ) '( ) '( )f g a f a g a± = ± �

111E�� ( * )'( ) '( )* ( ) ( )* '( )f g a f a g a f a g a= + �

15E� ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) 2

* *
/

f a g a f a g a
f g a

g a

′ ′−′ =
� �� �

F� ( ) 0g a ≠ �

������ ���������� �����	���� �	� ���������

������������������

��������
������1� ( )x g t= ,&�4*)�>4*217*�0,.15)/(,�,*�  t a= ,� ( ) y f x= ,&�4*)�>4*217*�

0,.15)/(,� ,*� ( )x g a= � ,*+%*2,&� ()� >4*217*� ( ) ( )( ) ( ( )) y t f g t f g t= =� ,&� 4*)� >4*217*�

0,.15)/(,�,*�  t a= 6�&4�0,.15)0)�51,*,�0)0)�'%.A�

'( ) ( )'( ) '( ( ))* '( )y a f g t f g a g a= =� �

� ���������#����).)�2)(24().�()�0,.15)0)�0,�()�>4*217*�
3cosu x= �0,>1*1- %&�

 
( )y u f u u y u f u u

u x g x x u x g x x

( ) cos '( ) '( ) sen

( ) ( ) '( ) '( )

= = � = = −

= = � = =3 23
 

�'(12)*0%�()�.,3()�0,�()�2)0,*)�&,�+1,*,�84,�

[ ] 2 2 3( ) ( ( )) '( ( ))* '( ) sen 3 3 seny x y u x y u x u x u x x x
′′ = = = − ⋅ = −  

� ���������$�#��*)�'1,0.)�&,�0,G)�2),.�&%/.,�4*�,&+)*84,�,*�.,'%&%�6�'.%042,�

%*0)&�21.24().,&�2%*2;*+.12)&���(�.)01%�.�0,�()�%*0)�,:+,.1%.�2.,2,�)�.1+- %�
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2%*&+)*+,�)�.)<7*�0,��I2- J&���4)*0%�&4�.)01%�,&���I�2- ��K��84;�.1+- %�2.,2,�,(�

?.,)�+%+)(���0,�()�<%*)�',.+4./)0)L�

� �)&�5).1)/(,&���6�.�,&+?*�(13)0)&�'%.�()�,24)217*�0,(�2B.24(%� 2( )A r rπ= ���(�

&,.�.�5).1)/(,�,*+%*2,&�,(�?.,)�,*�>4*217*�0,(�+1,- '%�51,*,�0)0)�'%.�

( ) 2( ) ( ) ( )A t A r t r tπ= = . 

� � %&� '10,*� ,&� 2)(24().� '( )A t 24)*0%� 120r = �� �%- %� .� 2.,2,� )� .)<7*� 0,�

�I2- J&��,&�0,21.� '( ) 30r t = ��)'(12)*0%�()�.,3()�0,�()�2)0,*)�

( )'( ) ' ( ) '( ) 2 ( ) '( )A t A r t r t r t r tπ= =  
2

120
'( ) 2 *120*30 7200 cm /seg

r
A t π π

=
= = . 

� ���������%����,�/%- /,)�)1.,�,*�4*�3(%/%�,&>;.12%�)�.)<7*�0,�����2- �J- 1*��

$)(().�()�.)<7*�0,�2)- /1%�0,(�.)01%�24)*0%�.C��2- ��

� �(� 5%(4- ,*� �� 0,(� 3(%/%� 6� ,(� .)01%� .� ,&+?*� .,()21%*)0)&� '%.� ()� ,24)217*�

34
( )

8
V r rπ= �� �4,&+%� 84,� �� 2.,2,� )� .)<7*� 0,� ���� 2-

�
J- 1*�� �,� +1,*,� 84,�

'( ) 4,5V t = �6�*%&�'10,*�2)(24().� '( )r t �24)*0%�.C����'(12)*0%�()�.,3()�0,�()�2)0,*)�

&,�+1,*,�84,A�

2'( ) 4 * '( )V t r r tπ= � 2 2

1 1 9
'( ) * '( ) * 0,09 cm/min

4 16 2r
r t V t

rπ π=
= = ≈ . 

�0,- ?&�

3 3
3

4 27 3 1
'( ) 4,5 ( ) 4,5

3 8 2
V t V t t r rπ

π π
= � = = � = =  

� �*�()��)/()������&,�%/&,.5)�84,�,(�5%(4- ,*�2.,2,�)�.1+- %�2%*&+)*+,�',.%�,(�

2.,21- 1,*+%�0,(�.)01%�,&�1*5,.&)- ,*+,�'.%'%.21%*)(�)(�+1,- '%�6�,*�,(�1*&+)*+,�+CM�

,&�24)*0%�- ,*%&�2.,2,��

+� �� �� �� H� M�

5� ���� ����� ����� ����� �I���

�� ��I�� ���N� ��H�� ��M � �����

'( )r t � I���� I�� � I���� I�IM� I�IN�

Tabla 4.1. Tabla de variación del radio en función del tiempo  
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���� �� ��� � �� ����	� 	���

������ �������������������

��������	��
������1�4*)�>4*217*� :f A ⊂ →� � �,&�0,.15)/(,�,*�+%0%�'4*+%� 'x A A∈ ⊂ �

&,� 012,� 84,� >� ,&� 0,.15)/(,� ,*� �O� 6� &,� (()- )� �����	�� ��������� 0,� >� )� ()� )'(12)217*�

: 'f A′ → � �84,�9)2,�2%..,&'%*0,.�)�2)0)�5)(%.�0,�:�� ()�0,.15)0)�0,�>�,*�,&,�'4*+%�

( )f x′ ��84,�,&�@*12)��

� �1� >� ,&� 0,.15)/(,� ,*� �O� 6� &4� >4*217*� 0,.15)0)� ′f ,&�� )� &4� 5,<�� 0,.15)/(,�

∀ ∈ ⊂x A A" '��&,�01.?�84,�>�,&�0%&�5,2,&�0,.15)/(,�,*�:�6�&,����� ����������������������

�������)� ( )′ ′f x( )C ′′f x( ) ���� ()�)'(12)217*� f A IR": "→ ��84,�9)2,�2%..,&'%*0,.�)�2)0)�

5)(%.�0,�:��� ()�0,.15)0)�&,34*0)�0,�>�,*�,&,�'4*+% ( )f x" ��84,�,&�@*12)��&,�0,*%- 1*)�

�����	�������������������������

� �*� 3,*,.)(�� &1� ,:1&+,� ()� >4*217*� 0,.15)0)� 0,� >� 0,� %.0,*� D*#�E� 6� ( )f n−1
� ,&�

*4,5)- ,*+,�0,.15)/(,�,*�:��&,�01.?�84,�>�,&�*�5,2,&�0,.15)/(,�,*�:�6�84,�&4�����������

������ ��7���������������������,&� ( ) ( )( )f x f xn n( ) ( )=
′−1

���

� �).)� 9)(().� ()� 0,.15)0)� *#;&1- )� 0,� 4*)� >4*217*� 0)0)� &,� .,)(1<)*� 0,.15)0)&�

&42,&15)&�� �)� ,:'.,&17*� 0,(� +;.- 1*%� 3,*,.)(� &,� 0,- 4,&+.)� )'(12)*0%� ,(� ���������� ���

 ������	��! ���� "������

� ���������&����,)� y ekx= �0%*0,�P�,&�4*)�2%*&+)*+,���,�+1,*,�84,A�

′ =y kekx ; ′′ =y k ekx2 ; ′′′ =y k ekx3  

0,�0%*0,�&4'%*,- %&�84,� ( )y k en n kx= �� �4,&+%�84,�,&+)�>7.- 4()�,&�21,.+)�').)�

*C��6�&4'%*1,*0%�84,�,&�21,.+)�').)�4*�*)+4.)(�*�24)(841,.)��').)�D*Q�E�+)- /1;*�

,&�21,.+)�'4,&+%�84,A�

( ) ( )1 1( ) ( )'( ) ( ) 'n n n kx n kx n kxy x y x k e k k e k e+ += = = =  
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�*+%*2,&�� '%.� ,(� �.1*21'1%� 0,� �*042217*� � )+,- ?+12)� '%0,- %&� )>1.- ).� 84,� ()�

'.%'1,0)0��

 ( )y k en n kx=   

&,�24- '(,�').)�24)(841,.�n ≥ 1 ��

� ���������'����).)� y x= sen �&,�+1,*,�84,A�

cos sen
2

y x x
π	 
′ = = +� �

 �
; cos sen 2

2 2
y x x

π π	 
 	 
′′ = + = +� � � �
 �  �

 

0,�0%*0,�&4'%*,- %&�84,� ( )y x nn = +	

�



�
�sen

π
2

���4,&+%�84,�,&+)�>7.- 4()�,&�21,.+)�

').)�*C��6�&4'%*1,*0%�84,�,&�21,.+)�').)�4*�*�24)(841,.)��').)�D*Q�E�&,.?�21,.+)�

'4,&+%� 84,� ( )y x n x n x nn+ = +	

�



�
�

�

�
�

�

�
�

′
= +	


�



�
� = + +	


�



�
�

1

2 2
1

2
sen cos sen ( )

π π π
�� '%.� ,(�

�.1*21'1%�0,��*042217*�� )+,- ?+12)�)>1.- )- %&�84,� ( )y x nn = +	

�



�
�sen

π
2

�&,�24- '(,�

').)�24)(841,.�n ≥ 1 ��

������ �����������������������������

��������
�
��� ��1� ()�>4*217*� 1*6,2+15)� f A IR B IR: ⊂ → ⊂ � ,&�0,.15)/(,�,*� ( )y f x= �

,*+%*2,&� &4� >4*217*� 1*5,.&)� ( )f B IR A IR− ⊂ → ⊂1: �� ,&� 0,.15)/(,� ,*� ( )x f y= −1
� 6�

)0,- ?&� ( ) ( )1

1
( )'

f x
f y−

′ = �

� !������	��"�����

�(�&,.�1*6,2+15)�,:1&+1.?�&4�>4*217*�1*5,.&)����4,&+%�84,A�

( )( ) ( ( )) ( )f of x f f x f y x− − −= = =1 1 1  

,&�4*)�>4*217*�0,.15)/(,�)'(12)*0%�()�.,3()�0,�()�2)0,*)�&,�%/+1,*,�84,A�

( )'( ) ( )'( ( )) '( ) ( )'( ) '( )f of x f f x f x f y f x− − −= = =1 1 1 1  
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5,.1>12?*0%&,�84,� ( ) ( ) ( ) ( )′ = ⇔ =−f x
f y

y x
x y

1 1
1( )'

'
'

���

� ����������(����4,&+%�84,� y x= arcsen &1�6�&7(%�&1� x y= sen ���*+%*2,&A�

′ = = − = −x y y y x( ) cos sen1 12 2 , 

'4,&+%�84,�
1

( )
( )

y x
x y

′ =
′

�&,�+1,*,�84,� ( )
2

1
arcsen

1
x

x

′ =
−

��

������ �������� ������� �� ���� �����	����

���� ���������

�).)� 2)(24().� ()� >4*217*� 0,.15)0)� 0,� 24)(841,.� >4*217*� *%&� /)&+).B)� 2%*� 2%*%2,.� ()&�

.,3()&� 0,� 0,.15)217*� .,()+15)&� )� ()� &4- )�� 2%- '%&1217*�� ,+2��� 6� ()&� 0,.15)0)&� 0,� ()&�

>4*21%*,&�,(,- ,*+)(,&���

�)&� &1341,*+,&� >4*21%*,&� &%*� 0,.15)/(,&� ,*� +%0%� &4� 0%- 1*1%� 6� )0,- ?&� &4&� >4*21%*,&�

0,.15)0)&�51,*,*�0)0)&�'%.A�
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�

������ � � � ������ � ��������

( ) lnay x x= F� 0; 1a a> ≠ � 1
( )

ln
y x

x a
′ = �

( ) ln ; 0y x x x= > � 1
; 0x

x
∀ > �

( ) ny x x= F� 0n ≠ FSi 0 0n x< � ≠ �
1( ) ;ny x x n−′ = ∈� �

( ) , 0xy x c c= > �� ( ) ( )c c Lnc e ex x x x′
= �

′
= �

( )( ) ( )g xy x f x= �
( ) 1 ( )'( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )g x g xy x g x f x f x Lnf x g x− ′= + �

( ) cosy x x= � ( )' sen ;y x x= − �

( )' seny x x= � ( )' cosy x x= �

( ) arcseny x x= � ( )
2

1
'

1
y x

x
=

−
�

( ) arccosy x x= � ( )
2

1
'

1
y x

x
= −

−
�

( ) tgy x x= � ( ) 2 2' 1/ cos 1 tgy x x x= = + �

( ) arctgy x x= � ( ) 2

1
'

1
y x

x
=

+
�

( ) Shy x x= � '( ) Chy x x= �

( ) Chy x x= � '( ) Shy x x= �

( ) Thy x x= � 2 2'( ) 1/ Ch 1 Thy x x x= = − �

( ) ArgShy x x= � ( )
2

1
'

1
y x

x
=

+
�

( ) ArgChy x x= � ( )
2

1
'

1
y x

x
= −

−
�

( ) ArgThy x x= � ( ) 2

1
'

1
y x

x
=

−
�

Tabla 4.2. Derivadas de las funciones elementales 

� �
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���� � ������ ��	
���� 	� � � ��  � 	 � �� ��� � � ��	�� � ��

 � 	 ��	��	
�����	���

������ �����	
��� ����������	��� �������

� �,)� :f A ⊂ →� � � � 4*)� >4*217*� .,)(� 0,� 5).1)/(,� .,)(� 6� a A∈ �� �,� +.)+)� 0,�

,*2%*+.).�4*)�>4*217*� :g →� � �84,�&,�').,<2)�(%�- ?&�'%&1/(,�)�>�,*�4*�,*+%.*%�0,(�

'4*+%� )� 6� +)(� 84, ( ) ( )f a g a= �� � �%- %� &,� .,'.,&,*+)� ,*� ()� �134.)� �� �� ').)� - ,01.� ()�

)'.%:1- )217*� 0,� 3� )� >�� - ,01.,- %&� ,(� %.0,*� 0,(� 1*>1*1+;&1- %� ( ; ) ( ; )f a x g a x∆ ∆ − ∆ ∆ ��

0%*0,� ( ; ) ( ) ( )f a x f a x f a∆ ∆ = + ∆ − ��

��������	�� 
�
��� � �(� ������ ��� ������� ���	�� ��� �� �� �� � ,*� 4*� ,*+%.*%� 0,(� '4*+%� )� ,&�

- )6%.�84,�.�&1�6�&7(%�&1�,(�(B- 1+,��

�
0 0

( ; ) ( ; ) ( ) ( )
lim lim 0r rx x

f a x g a x f a x g a x

x x→ →

∆ ∆ − ∆ ∆ + ∆ − + ∆
= =

∆ ∆
�

� f

� g

a a��x
 

Figura 4.6. Aproximación de una función en un punto 

������ ��� ������ ��������� �	� 	� � ��	���

���	��� ��������

� � %&� '()*+,)- %&� )9%.)� ,(� '.%/(,- )� 0,� 0,+,.- 1*).� ()� .,2+)� ( )y x mx n= + �� 0,�

>%.- )�84,�,(�%.0,*�0,�)'.%:1- )217*�0,�()�.,2+)�)�()�>4*217*�&,)�- ?:1- %���).)� ( )y x �&,�

+1,*,�84,A�



��������	
����	������������	
����	�������	�����������	������	��	
�����	�� 191 
Cálculo Diferencial con “Mathemática”   
 

����������	
��
����
������������������������
 

 
y x mx n

y x x mx n m x
y x x m x

( )

( )
( ; )0 0

0 0
0

= +
+ = + +

�
�
�
� =

∆ ∆
∆ ∆ ∆  

� �(�%.0,*�0,�)'.%:1-)217*�&,.?�-)6%.�84,�2,.%�&1A�

( )00 0

0

( ) ( )
lim lim ( ) ( ) 0

          lim ( ) ( ) 0 lim ( ) ( )

x x

x x a

f a x f a m x
f a x f a m x

x

f a x f a f x f a

∆ → ∆ →

∆ → →

+ ∆ − − ∆ = + ∆ − − ∆ =
∆

� + ∆ − = � =
�

�&+%�&,.?�21,.+%��&1,-'.,�6�24)*0%�()�>4*217*�&,)�2%*+1*4)�,*�:C)��

� �(�%.0,*�0,�)'.%:1-)217*�&,.?�*R��&1A�

 
0 0

( ) ( ) ( ) ( )
lim 0 lim
x x

f a x f a m x f a x f a
m

x x∆ → ∆ →

+ ∆ − − ∆ + ∆ −= ⇔ =
∆ ∆

 

�&+%� &,.?� 21,.+%�� &1,-'.,� 6� 24)*0%� ()� >4*217*� &,)� 0,.15)/(,� ,*� :C)� 6� )0,-?&�

′ =f a m( ) ��

� �%-%�)0,-?&� ( )= ( )f a g a ��,*+%*2,&� ( ) ( )f a ma n n f a ma= + � = − ���%.�(%�84,�

()�,24)217*�0,�()�.,2+)�&,.?��

y mx f a ma y f a f a x a= + − ⇔ − = ′ −( ) ( ) ( )( ) �

84,�,&�()�,24)217*�0,�()�.,2+)�+)*3,*+,�)�>D:E�,*�:C)��

��������	��
������1�>�,&�0,.15)/(,�,*�)���,*+%*2,&��()�.,2+)�+)*3,*+,�,&�()�.,2+)�84,�- ?&�

&,�)'.%:1- )�)�()�>4*217*�,*�4*�,*+%.*%�0,(�'4*+%�)�6�)0,- ?&A�

�
0

( ) ( )
lim 0
x

f a x f a m x
x∆ →

+ ∆ − − ∆ =
∆

�

�&1,*0%�m f a= ′( ) ���(�.,2B'.%2%�+)- /1;*�,&�21,.+%��

 

��������	��
�#����,�012,�84,�4*)�>4*217*� :f A ⊂ →� � �,&�����������$��������&1�6�&7(%�

&1�,:1&+,�4*�*@- ,.%�.,)(�- �+)(�84,A�

� �
0

( ) ( )
lim 0
x

f a x f a m x
x∆ →

+ ∆ − − ∆ =
∆

�

� ,�(%�51&+%�,*�)*+,.1%.- ,*+,�&,�0,042,�,(�&1341,*+,�.,&4(+)0%��
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��������
�#����*)�>4*217*�,&�0,.15)/(,�,*�4*�'4*+%�:C)�&1�6�&7(%�&1�,&�01>,.,*21)/(,�,*�

0129%�'4*+%���0,- ?&�m f a= ′( ) ��

������ ���������
����� �� ���� ��������

����������	 �������������������

,>1*1,*0%��

( ) ( ) '( )
( )

f a x f a f a x
x

x
ε + ∆ − − ∆∆ =

∆
 

0,0421- %&�84,�

( ) ( ) ( )' ( )f a x f a f a x x xε+ ∆ − = ∆ + ∆ ∆ ; 2%*  
0

lim ( ) 0
x

xε
∆ →

∆ = .  

�4,&+%�84,�ε( )∆x �,&�4*�1*>1*1+;&1- %�24)*0%�∆x → 0 ��&,�+1,*,�84,�

�
( ) ( )

( )
( )

( ) ( )0 0 0

( ) ( )
lim lim 1 lim 1 0 1
x x x

f a x f a f a x x x x x
f a x f a x f a x

ε ε
∆ → ∆ → ∆ →

′+ ∆ − ∆ + ∆ ∆ ∆ ∆= = + = + =
′ ′ ′∆ ∆ ∆

�

84,� ,&� +)*+%� 2%- %� 0,21.� 84,� � ( ) ( )f a x f a+ ∆ − � 6� ( )'f a x∆ � &%*� 1*>1*1+;&1- %&�

,8415)(,*+,&��(%�84,�&13*1>12)�84,�

( ) ( ) ( )f a x f a f a x′+ ∆ − ≈ ∆ �

��������	��
�%����,�0,*%- 1*)���������������������������������)�()�,:'.,&17*�0,�5).1)/(,�

∆:�').)�2)0)�5)(%.�0,���0)0)�'%.�

( ) ( )adf x f a x′∆ = ∆ �

� �4)*0%� ∆x → 0 �� ,(� 1*2.,- ,*+%� 0,� ()� >4*217*� 6� &4� 01>,.,*21)(� +%- )*� 5)(%.,&�

)'.%:1- )0)- ,*+,�134)(,&��(%�84,�*%&�',.- 1+,�,&2.1/1.A�

( ; ) ( )af a x df x∆ ∆ ∆�   

������ ��� ������� �	� 	� �	���������� ��

�����������
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� �(�2%*2,'+%�0,�01>,.,*21)/1(10)0�0,�4*)�>4*217*�,*�'4*+%�*%&�',.- 1+,�)>1.- ).�

84,�� ,*� ,&,� '4*+%�� ,(� 1*2.,- ,*+%� 0,� ()� >4*217*� 6� &4� 01>,.,*21)(� +%- )*� 5)(%.,&�

)'.%:1- )0)- ,*+,�134)(,&��(%�84,�*%&�',.- 1+,�,&2.1/1.�

( ) ( ) ( )f a x f a f a x+ − ≈ ′∆ ∆ : 

�&� 0,21.� S24)*0%� ,(� '4*+%� 	� 5).B)� ∆x �� ,*+%*2,&� (%� 84,� 5).B)� ()� >4*217*� ,&��

)'.%:1- )0)- ,*+,�,(�'.%042+%�0,�4*)�2%*&+)*+,���'%.�(%�84,�5).B)�()�	��84,�,&�∆x T��

� �*�0,>1*1+15)� (́ )m f a= ��84,�,&�()�0,.15)0)�0,�>�,*�,(�'4*+%�)��6�84,�.,'.,&,*+)�

()� .)<7*�0,�2)- /1%�0,�()�>4*217*�,*�4*�'4*+%��&,�2%- '%.+)�2%- %�4*�2%,>121,*+,�0,�

+.)*&- 1&17*�0,�,..%.,&��6)�84,�()�>4*217*�*%�5).1)�&7(%��&,3@*�(%�84,�5).B,�,(�'4*+%�&1�

*%�+)- /1;*�,*�>4*217*�0,(�+)- )U%�0,�()�0,.15)0)���,)- %&�,(�&1341,*+,�,G,- '(%��

� ���� ������������(�5%(4- ,*�0,�4*)�,&>,.)�
34

3( )V r rπ= �&,�2)(24()�').)�4*�5)(%.�0,(�

.)01%� '.%2,0,*+,� 0,� 4*)� - ,01217*�� �1� ,*� 4*)� ,&>,.)� 0,� .)01%� �� ,(� ,..%.� 0,�

- ,01217*� ,*� ,(� .)01%� >4,&,� r∆ � ,*+%*2,&�� ,(� 5%(4- ,*� &4>.1.B)� 4*� 1*2.,- ,*+%��

)'.%:1- )0%��84,�5,*0.B)�0)0%�'%.�,(�5)(%.�0,�()�01>,.,*21)(�6�&,.B)�

2( ) 4V dV V r dr r rπ′∆ ≈ = = ∆  

� �(�1*2.,- ,*+%�0,�5%(4- ,*�*%�&7(%�0,',*0,�0,(�1*2.,- ,*+%�0,(�.)01%�&1*%�

+)- /1;*� 0,(� +)- )U%� 0,� ()� 0,.15)0)� ').)� ,&,� 5)(%.� 0,(� .)01%�� �4,&+%� 84,�

2( ) 4V r rπ′ = ��24)*+%�- )6%.�&,)�,(�5)(%.�0,(�.)01%��- )6%.�&,.?�,(�1*2.,- ,*+%�0,(�

5%(4- ,*�2%*�,(�- 1&- %�1*2.,- ,*+%�0,�.)01%�

� �*�4*)�,&>,.)�0,��I�2- ��0,�.)01%�84,�&,�%/+1,*,�2%*�4*�'%&1/(,�,..%.�0,�

±�2- ���,(�'%&1/(,�,..%.�,*�,(�2?(24(%�0,(�5%(4- ,*�0,�()�,&>,.)�&,.?�

(50)( 2) 20000V dV V π′∆ ≈ = ± = ± �2-
��

� �*� 4*)� ,&>,.)� 0,� �I� 2- �� 0,� .)01%� &,� %/+1,*,� 2%*� 4*� '%&1/(,� ,..%.� 0,�

±�2- ���

�(�1*2.,- ,*+%�0,�5%(4- ,*�5,*0.B)�0)0%�'%.�

� (10)( 2) 800V V π′∆ ≈ ± = ± �2-
��
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� � *)� 0,.15)0)� 3.)*0,� +.)*&- 1+,� ,(� ,..%.� 0,� ()� 5).1)/(,� )� ()� 1- )3,*�

)- '(1>12)*0%�&4�5)(%.��

������ ��������������������������

�1�,*�()�,:'.,&17*��

df x f a xa ( ) ( )∆ ∆= ′ ,  

&4&+1+41- %&���'%.�4*�'4*+%�24)(841,.)�:��+,*0.,- %&�()�,:'.,&17*��

df f x x= ′( )∆   

,*�()�84,�)').,2,*�0%&�5).1)/(,&�:�,� ∆x ��84,�,&�()�01>,.,*21)(�0,�>�,*�24)(841,.�'4*+%�

���84,�&,�0,*%- 1*)�&1- '(,- ,*+,�01>,.,*21)(�0,�>���

�1� 2%*&10,.)- %&� ()� >4*217*� y x= � +,*,- %&� 84,� dy dx x= = ∆ �� 0,� 0%*0,�

�����������������51,*,�0)0)�'%.��

( )df f x dx′=
 

�&+)� ,:'.,&17*� 84,� ',.- 1+,� )'.%:1- ).� +%0)&� ()&� '%&1/(,&� 5).1)21%*,&� 0,� ()�

>4*217*�>�24)*0%�4*�'4*+%�24)(841,.)�:�5).B)�∆x ��

� ������������#��).)�,&+1- ).�0,�>%.- )�)'.%:1- )0)�,(�5)(%.�0,� 27 ���

�+1(1<)- %&� ()� 01>,.,*21)(� 0,� ()� >4*217*� ( )f x x= � 2%*� ∆x C�F� � 0 27x x+ ∆ = � 6�

0 25x = ���4,&+%�84,��

f x x f x df x f x xx( ) ( ) ( ) ( ).0 0 00
+ − ≈ = ′∆ ∆ ∆  

�*+%*2,&A�

df x f x x
xx0 0

0

1
2

2 0( ) ( ). ,2∆ ∆= ′ = = � − ≈27 25 0,2 � ≈27 5,2  



��������	
����	������������	
����	�������	�����������	������	��	
�����	�� 195 
Cálculo Diferencial con “Mathemática”   
 

����������	
��
����
������������������������
 

���� � �	����	���d
dx ��

� �1�2%*&10,.)- %&�()�>4*217*� ( )y f x= �+,*,- %&�84,A�

( )dy f x dx= ′ ( ) dy
f x

dx
′⇔ =  

� �&+)� ,:'.,&17*� 0,� ()� 0,.15)0)� 2%- %� ()� .)<7*� 0,� ()� 01>,.,*21)(� 0,� ()� >4*217*�

.,&',2+%�0,�()�01>,.,*21)(�0,�()�5).1)/(,�1*0,',*01,*+,��&,�2%*%2,�2%- %�*%+)217*�0,�

�,1/*1<��

� ,�,&+,�- %0%�,(�2?(24(%�0,�()�01>,.,*21)(�&,�.,042,�)(�2?(24(%�0,�()�0,.15)0)��6)�

84,��)(�- 4(+1'(12).�,&+)�@(+1- )�'%.�()�01>,.,*21)(�0,�()�5).1)/(,�1*0,',*01,*+,�&,�%/+1,*,�

()�01>,.,*21)(��

,>1*1- %&� ()� ������������ �������� 0,� >� 2%- %� ( )2 2d f f x dx′′=
2

n

d f
dx

⇔ ��

�*?(%3)- ,*+,��()�������������������������0,�>��&,�0,>1*,�2%- %�
( ) ( )d f f x dxn n n= �

� ���������� ���

��#� y x dy x
x

dx= → =tg tg
cos

2
22

1
�

��#� y Ln x dy
Ln x x

dx= + → =
+

⋅1
1

2 1
1

�

���������������������������������)&�.,3()&�0,�0,.15)217*�&,�24- '(,*�+)- /1;*�').)�()&�

01>,.,*21)(,&A�

)E� �1� ( )y x = cte � =dy 0 �

/E� �1� ( ) ( ) ( )y x u x v x= ± dy du dv� = ± �

2E� �1� ( ) ( ) ( )y x u x v x= � = ⋅ + ⋅dy du v u dv �

0E� �1� ( ) ( ) ( )y x u x v x= / ( )� = ⋅ − ⋅dy du v u dv v/ 2 ��

,E� �1� ( ) ( )( )y x u v x= � = ′ ⋅ = ′ ′ = ′dy u v dv u v x v x dx u v x dx( ) ( ( )) ( ) ( ) ( )� �



��������	
����	������������	
����	�������	�����������	������	��	
�����	�� 196 
Cálculo Diferencial con “Mathemática”   
 

����������	
��
����
������������������������
 

� ���������������)(24().� '( )
dy

y x
dx

= �').)�()�>4*217*�6D:E�84,�&)+1&>)2,�()�,24)217*A�

� � sen( )x y xy+ + =2 2 ��

�'(12)*0%� ()&� '.%'1,0)0,&� 0,� ()&� 01>,.,*21)(,&� - ,*21%*)0)&� )*+,.1%.- ,*+,�� &,�

+1,*,A�

( ) ( ) ( )2 2sen( ) (2) sen( ) 0d x y xy d d x y d xy+ + = ⇔ + + = ⇔ �

2 2cos( ) ( ) . ( ) 0x y d x y dx y xd y+ + + + = ⇔ �

2cos( )( ) . 2 0x y dx dy dx y x ydy+ + + + = ⇔ �

2cos( )
cos( ) 2

dy x y y
dx x y xy

+ += −
+ +

�

� ����������#����)(24().� '( )
dy

y x
dx

= �').)�()�>4*217*�6D:E�84,�&)+1&>)2,�()�,24)217*A�

x y xy2 2 2 0+ + =tg ��

�'(12)*0%� ()&� '.%'1,0)0,&� 0,� ()&� 01>,.,*21)(,&� - ,*21%*)0)&� )*+,.1%.- ,*+,�� &,�

+1,*,A�

( ) ( ) ( )2 2 2 2 2 2tg 0 (0) tg 0d x y xy d d x y d xy+ + = = ⇔ + + = ⇔  

( ) ( )2 2 2 2 2

2 2

1
( ) 1 tg 0

2
d x y xy d xy

x y
+ + + = ⇔

+
 

( )( )2 2 2 2

2 2

2 2
1 tg . ( ) 0

2

xdx ydy
xy dx y xd y

x y

+ + + + = ⇔
+

 

2 2 2 2

2 2 2 2 2

cos ( ) 2

cos ( )

x x y xy x ydy
dx y x y x x y

+ +
= −

+ +
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���� � ��� � � ���	�	����� ����� �� ���	�������	����

� �� � 	 ���	��� � ��

������ � !�		���������	��������	����	 ��

� �%&�- ;+%0%&�1+,.)+15%&�0,�+1'%�'4*+%�>1G%�2%*&1&+,*�,*�+.)*&>%.- ).�()�,24)217*�

>D:ECI�� ,*� 4*)� ,24)217*� 0,� ()� >%.- )� :C3D:E�� ,� >%.- )� 84,� /4&2).� 4*)� .)B<� ').)� ()�

,24)217*�>D:ECI�&,�+.)042,�,*�/4&2).�(%�84,�&,�0,*%- 1*)�4*�'4*+%�>1G%�0,�()�>4*217*�

3D:E��,&�0,21.��4*�5)(%.���').)�,(�84,�&,�5,.1>12)�3D�EC���

� ��)*+,-!.)�/��01.)��

��������	��
�&����*)� � >4*217* :[ , ]g a b → � ��,&�������������&1�,:1&+,�4*�*@- ,.%�.,)(�V��

+)(�84,�I�V���5,.1>12)*0%�

� � � ( ) - ( ) - ,  , [ , ]g x g y K x y x y a b< ∀ ∈ �

   

������ ��
�%����,)� :[ , ]g a b → � ��+)(�84,�5,.1>12)�()&�&1341,*+,&�2%*0121%*,&�

)E� 3�0,.15)/(,�,*�:����:���[ ],a b �

/E� 3�2%*+.)2+15)�,*�,(�1*+,.5)(%�[ ],a b �

�*�,&+)&�2%*0121%*,&�'%0,- %&�)>1.- ).�84,�,:1&+,�4*�@*12%�'4*+%�>1G%�0,�()�>4*217*�3D:E��

�0,- ?&��&1� [ ]0 ,x a b∈ ��()�&42,&17*{ }nx ��)&B�2%*&+.410)�

� � �

1 0

n+1 n

x =g(x )

x =g(x )
� �

2%*5,.3,�)(�5)(%.����

�(�&1341,*+,�.,&4(+)0%�3).)*+1<)�84,�()�>4*217*�3D:E�,&�2%*+.)2+15)��

������ ��
�&����,)� :[ , ]g a b →� �0,.15)/(,�+)(�84,� (́ ) 1,   ( , )g x x a b< ∀ ∈ ���*+%*2,&��3�

,&�2%*+.)2+15)�,*�,(�1*+,.5)(%�[ ],a b ��
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� !�)2�1/2134�!�+��5,.!.��

� �+��	��6	��"������	��	�6��


4&2).�4*�1*+,.5)(%�[ ],a b �+)(�84,�&,�5,.1>184,�� ( )* ( ) 0f a f b < ��

� )�����"��	��7�� 	�	��

�).+1,*0%�0,�4*�'4*+%�&1� [ ]0 ,x a b∈ ��2%*&+.41- %&�()�&42,&17*�{ }nx �

� � �

1 0

n+1 n

x =g(x )

x =g(x )
� �

� ����� 	��"��������������

�(�,..%.�.,()+15%�)'.%:1- )0%�(%�- ,01.,- %&�- ,01)*+,�()�,:'.,&17*�

n+1 n
n

n+1

x -x
e =

x
 

�).).,- %&�24)*0%�,(�,..%.�&,)�- ,*%.�84,�4*�5)(%.�'.,0,+,.- 1*)0%��

� 2����������	������ 8�������

= 4,0)�3).)*+1<)0)�&1,- '.,�84,�()�>4*217*�&,)�2%*+.)2+15)�,*�,(�1*+,.5)(%� [ ],a b ��

,&�0,21.��24)*0%�&,�24- '()*�()&�2%*0121%*,&�0,(��,%.,- )��� �7���H��

������ � !�		���" �	�#���$�	��

� !�)2�1/2134�!�+��5,.!.�

� �&�4*%�0,�(%&�- ;+%0%&�- ?&�,>12)2,&�').)�()�%/+,*217*�4*�5)(%.�)'.%:1- )0%�0,�

()�.)B<�0,�4*)�,24)217*�6��2%*&1&+,�,*�4+1(1<).�2%- %�5)(%.�)'.%:1- )0%�:��0,�()�.)B<�0,�()�

,24)217*�>D:ECI��,(�5)(%.�0,�()�.)B<�0,�()�.,2+)�+)*3,*+,�)�>D:E�,*�4*�'4*+%�:I���)�.,2+)�

+)*3,*+,�)�>D:E�,*�:I�51,*,�0)0)�'%.�()�,24)217*�

0 0 0( ) - ( ) (́ )( - )y x f x f x x x=  

:��,&�,(�5)(%.�').)�,(�84,�&,�5,.1>12)�
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0 0 0( ) (́ )( - ) 0f x f x x x+ =  

� /�����	�	��7��	��"������	��	�6��

�).+1,*0%� 0,� 4*� '4*+%� :I�� 2%3,- %&� 2%- %� '.1- ,.)� )'.%:1- )217*� ,(� 5)(%.� :�� +)(�

84,�

0
1 0

0

( )
-

'( )
f x

x x
f x

=  

� � ����	�����	�������"����

�,',+1- %&�,(�')&%�)*+,.1%.�2%*�:��6�%/+,*,- %&�2%- %��W�)'.%:1- )217*��

1
2 1

1

( )
-

'( )
f x

x x
f x

=  

,�,&+)�>%.- )�%/+,*,- %&�4*)�&42,&17*�0,�'4*+%&�{ }nx 0)0)�'%.�

 1

( )
-

'( )
n

n n
n

f x
x x

f x+ =  

� �����	��"��������������

�(�,..%.�.,()+15%�)'.%:1- )0%�(%�- ,01.,- %&�- ,01)*+,�()�,:'.,&17*�

n+1 n
n

n+1

x -x
e =

x
 

�).).,- %&�24)*0%�,(�,..%.�&,)�- ,*%.�84,�4*�5)(%.�'.,0,+,.- 1*)0%��

� 2����������	������8�������

��������
�'����,)� :[ , ]f a b → ���+)(�84,�5,.1>12)�()&�&1341,*+,&�2%*0121%*,&�

)E�� ( )* ( ) 0f a f b < �

/E�� '( ) 0,  [ , ]f x x a b≠ ∀ ∈ �

2E� ''( ) 0(ó  ''( ) 0),   [ , ]f x f x x a b< > ∀ ∈ �

��).+1,*0%�0,�4*�'4*+%�:I��[ ],a b ��()�&42,&17*�{ }nx �2%*5,.3,�)�2�+)(�84,�>D2ECI��


