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4.1. DERIVABILIDAD DE UNA FUNCION EN UN PUNTO.

4.1.1. EL PROBLEMA DE LA RECTA TANGENTE.

Nos planteamos el problema de determinar la recta tangente a la curva

y=f(x) en un punto P=(a, f(a)), entendiendo por ello una tangente local a la

curva en un punto concreto, sin importarnos si la recta y la curva se cortan 6 no en

cualquier otro punto.

El problema de hallar la recta tangente en un punto se reduce al de hallar su

pendiente. Para ello, consideramos un punto P =(a, f(a)) y un punto préoximo a él
Q=(a+h, f(a+h))y trazamos la secante que une ambos puntos. Cuando Q tiende

hacia P, la recta secante tiende a confundirse con la tangente, y por tanto, la pendiente
de la recta secante sera cada vez mas parecida a la de la recta tangente en P. Como se

observa en la Figura 4.1.

A

\/

Figura 4.1. La recta tangente como limite de las rectas secantes

Segln la Figura 4.2, la pendiente de la recta secante que pasa por Py Q es el

cociente de incrementos:

fla+h)-[(a)
h

Ay
Ax
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AX

[ YR T
Y

a+Ax

Figura 4.2. Representacion gréfica de una recta secante

Si aproximamos la pendiente de la recta tangente por el valor de las pendientes

de las rectas secantes, esta sera

m=1lim

h—0

f(a+h)—f(a).
h

4.1.2. DEFINICION.

Definicion 4.1.- Sea f : R — R, se dice que f es derivable en a si y sélo si existe y es

fla+h)-f(a)
h

finito el limite lim . Al valor del limite se le denomina derivada de f en

h—0

ay se denota por f’(a).

Definicidn 4.2.- Otra manera de caracterizar la derivada en un punto es en términos de

los limites laterales. Existe f'(a) si y solo si existen y son iguales los limites laterales:

f'(a+)=limf(a+h)_f(a):1im—f(x)_f(a)
h—0* h x—a* xX—a

f'(a‘)=1imf(a+h)_f(a)=1im—f(x)_f(a)
h—0 h x—a xX—a

que se denominan derivada por la derecha y por la izquierda de f en el punto a,

respectivamente.
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Hay que tener en cuenta que si estos dos limites, aun existiendo, no son iguales

en a, entonces la funcidn no es derivable en dicho punto.

Conclusion 4.1.- La derivada de una funcion y=f(x) en un punto es la pendiente de la

recta tangente a la curva y=f(x) en el punto P =(a, f(a)).

4.1.3. ECUACION DE LA TANGENTE Y LA
NORMAL A LA CURVA EN UN PUNTO.

La ecuacion de una recta que pasa por el punto P(x,,y,) Yy que tiene por

pendiente m viene dada por y—y, =m(x—x,).

La pendiente de la recta tangente a la curva y = f(x) en el punto P(x,,y,),
donde y, = f(x,), vendra dada por f’(x,) y, por tanto, la recta tangente en ese

punto sera:
y=f(x)=f (xo)(x_xo)
La recta normal es |la perpendicular a la recta tangente en el punto. Cuando dos

. . . 1
rectas son perpendiculares sus pendientes cumplen la relacién m; = ——. Por tanto,

la ecuacién de la normal a la curva y = f(x) en el punto P(x,,y,) sera:

S X=X
y=rf(x%)= f’(XO)( 0)

4.1.4. VELOCIDAD, ACELERACION Y OTRAS
RAZONES DE CAMBIO.

En multitud de problemas practicos se presenta la necesidad de calcular la
razén de cambio de una magnitud respecto de otra; esta cuestién se plantea en el
estudio de crecimiento de poblaciones, ritmos de produccion, flujos de agua, velocidad

y aceleracion, por citar algunos de los ejemplos.
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»  Ejemplo 4.1.- (Movimiento Rectilineo)

Supongamos que una particula se mueve a lo largo de una recta. Sea
s=s(t) la funcién que nos da la posicion de la particula respecto a un origen
predeterminado en cada instante de tiempo. El movimiento de la particula hacia
la derecha se considera en direccidn positiva y el movimiento hacia la izquierda

se considera en direccién negativa.

; >

s(0)=0 s(3)=6

Figura 4.3. Representacion grafica de un movimiento rectilineo

Durante un intervalo de tiempo At la distancia recorrida por la particula

viene dada por As = s(¢+ Ar)—s(t). Recordando la férmula velocidad= P10
tiempo

decimos que la velocidad media del objeto en el intervalo At esta dada por;
As _ s(t+Ar)=s(t)
At At ’

donde la velocidad media (razon media de cambio) expresa el coeficiente de

variacion de s respecto a t en un intervalo de tiempo.

La razén de cambio de s respecto de t en un instante determinado se
denomina velocidad instantdnea de la particula (o, simplemente, velocidad); que

resulta ser el limite de la velocidad media cuando At — 0, es decir:

s(t+At)—s(t) s
At

v(t) =lim

Ar—0

y esto no es sino la definicién de la derivada de la funcidén espacio respecto del
tiempo en el instante t. La velocidad es un nimero que en valor absoluto nos da
la rapidez con la que varia el espacio; el sigho de dicho niumero indica la direccion

en la que se mueva la particula.

De la misma forma que hemos hecho anteriormente podemos definir la

aceleracién como la razén de cambio de la velocidad respecto del tiempo y serd
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a(t)=Vv'(1).

» Ejemplo 4.2.- Se lanza una piedra desde una altura de 756 m. que cae hacia el
suelo en linea recta. En t segundos la piedra recorre una distancia de s(¢) =21¢°

metros.

El tiempo transcurrido hasta que la piedra llega al suelo serd el valor de t
tal que
s()=21 =756 =>t* =36=>1=6
La velocidad media de la particula en el momento que estd cayendo viene
dada por

Ar)—
Vm:s(t+ 1) s(t):756:126
At 6

La velocidad media de la particula durante los tres primeros segundos
viene dada por

t+At)—s(t 3)—s(0
L sl A =s() _s()=s(0) 189 _ .
At 3 3
La velocidad de la particula y la aceleracién vienen dadas por
v(t)=1s5'(t) =42t
alt)y=v'(t)=s"(t)=42

por tanto la velocidad y la aceleracion de la particula cuando llega al suelo serdn

v(6)=252m/s
a(6)=42m/ s*

Velocidad y aceleracion son tan sélo dos ejemplos de razones de cambio, pero
hay muchas mas situaciones en las que podemos usar la derivada para medir la razén
de cambio de una variable respecto de otra siempre y cuando estas variables estén

ligadas por una funcion derivable.
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4.2. PROPIEDADES DE LA DERIVABILIDAD DE UNA
FUNCION EN UN PUNTO.

4.2.1. CONTINUIDAD Y DERIVABILIDAD.

X+1 si x>0

»  Ejemplo 4.3.- Consideremos la funcion definida por f(x)=4" | _
—x"—1si x<0

Esta funcién no es continua en x=0 porque no existe el limite en ese

punto ya que lim f (x)=-1# lim f(x)= f(0)=1.
x—0" x—0*

Veamos si puede ser derivable

f(x)—f(o): . X +1-1 x>

70 = lim g =t = i =
— (0 —xr 1= —xr =

()= tim LTI Oy ool 2
x—0" xX— O x—0" X x—0" X

La funcion no puede ser derivable en x =0, porque no es continua en ese
punto, De hecho, si observamos la Figura 4.4, vemos que las secantes por la
derecha se hacen horizontales mientras que, por la izquierda, la pendientes de

las secantes se hacen infinito como consecuencia de la discontinuidad.

Figura 4.4. Gréfica de las secantes de una funcion discontinua
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»  Ejemplo 4.4.- Consideremos la funcién f(x) =+ . Esta funcién es continua en
x=0, pero no es derivable en este punto ya que

=—1% £/(0%) = lim —f(x):f(o):L

x—2" x—0
A

Figura 4.5. Gréfica de las secantes de  f'(x) =|x]

Como se puede observar en la Figura 4.5, las secantes por la izquierda

tienen todas pendiente -1 por lo que, la recta tangente deberia tener pendiente

-1. Sin embargo, por la derecha las secantes tienen pendiente 1y, por tanto, la

tangente tendria que ser 1. Como este valor deberia ser uUnico la funcion no es

derivable en ese punto.

Conclusion 4.2.- Una funcién que no es continua en un punto no puede ser derivable

en dicho punto. Ademas, el reciproco no tiene por que ser cierto, es decir, una funcién

continua en un punto no tiene porqué ser derivable en ese punto.

La relacion entre continuidad y derivabilidad en un punto viene dada por el

siguiente resultado.

Teorema 4.1.- Si f es derivable en x = a, entonces f es continuaen x =a

» Demostracion.-

La funcién f(x) es continua en x=a & lim f(x) = f(a) & lim[f(x)— f(a)] =

x—a xX—a

Multiplicando y dividiendo por (x-a) se tiene que:
[£(x) = f(a)]

lim[ f(x) = f(a)] = lim(x —a)M =lim(x —a)-lim*~————=

xX—a X—a x _ a Xx—a xX—a x —_ a
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puesto que f es derivable en a y, por tanto, el ultimo de estos limites existe y es

finito, se tiene que

lim[ f (x)~ f(a)]=0=lim f (x)= f (a)

xX—a

de donde se deduce que f es continua en x=a, como queriamos demostrar. 4«

4.2.2. PROPIEDADES ALGEBRAICAS.

Teorema 4.2.- Sify g son derivables en un punto x=a. Entonces:

i) (c*f)(a)=c* f'(a), donde c es una constante.
i) (ft9)(@=f(a)xg'(a)
iii) (f*9)(@=f(@*gla)+ f(a)*g'(a)

v (f/g) (a)= fla)s ([Z)(;ﬁga)*g,(a)

; g(a)#0

4.2.3. DERIVACION FUNCIONES COMPUESTAS.
REGLA DE LA CADENA.

Teorema 4.2.- Si x = g(t) es una funcidon derivableen r=a e y= f(x) es una funcién
derivable en x= g(a) entonces la funcion y(#)=(fg)()= f(g(t)) es una funcidn

derivable en ¢ =a y su derivada viene dada por:

y(@=(fog)®)=rf"(gla)*g'(a)

»  Ejemplo 4.5.- Para calcular la derivada de la funcién u = cosx” definimos

y(u) = f(u) =cosu = y'(u) = f'(u) =—senu
u(x) = g(x) = x> = u'(x) = g'(x) = 3x>

Aplicando la regla de la cadena se tiene que
Y (x) =[y@(x)] =y'@(x)*u'(x) =—senu-3x*> =-3x’ sen x’

» Ejemplo 4.6.- Una piedra se deja caer sobre un estanque en reposo y produce

ondas circulares concéntricas. El radio r de la onda exterior crece a ritmo

M José Gongaleg-Gomez - M* Jsabel Equia Ribero



4. Derivabilidad y Diferenciabilidad de una Funcion Real de variable real 185

Calculo Diferencial con “Mathemdtica”

constante a razén de 30cm/s. Cuando su radio es 120 cm. ¢A qué ritmo crece el

area total A de la zona perturbada?

Las variables A y r estan ligadas por la ecuacién del circulo A(r)=7z r*. Al
ser r variable entonces el area en funcion del tiempo viene dada por
A@)=A(r(t)) =7z r(t)’.
Nos piden es calcular A'(f)cuando r=120. Como r crece a razén de
30cm/s, es decir r'(t) =30, aplicando la regla de la cadena

A'0)=A'(r(D) r'(t) =27r()r (1)
A'()| _,, =2m¥120%30 = 72007 cm’/seg .

=120

» Ejemplo 4.7.- Se bombea aire en un globo esférico a razén de 4,5 cm3/min.

Hallar la razén de cambio del radio cuando r=2 cm.
El volumen V del globo y el radio r estan relacionadas por la ecuacion

4
V(r)=§7[ r*. Puesto que V crece a razén de 4,5 cm?/min. Se tiene que

V'(t)=4,5 y nos piden calcular r'(t) cuando r=2. Aplicando la regla de la cadena

se tiene que:

I .9

Vy=4z r**r'(t) = r'(t) = = *— ~(,09 cm/min .
167 2

1
*V (¢t
Axr? ®

r=2
Ademas

V=45 = Vi =asi=tiar = o3 L
3 st 23rx

En la Tabla 4.1, se observa que el volumen crece a ritmo constante pero el
crecimiento del radio es inversamente proporcional al tiempo y en el instante t=9

es cuando menos crece.

t 1 3 5 7 9

v 4,5 13,5 22,5 31,5 40,5
R 1,02 1,48 1,75 1,96 2,13
r'(t) 0,34 0,16 0,12 0,09 0,08

Tabla 4.1. Tabla de variacion del radio en funcién del tiempo
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4.3. FUNCION DERIVADA.

4.3.1. DERIVADAS SUCESIVAS.

Definicion 4.3.- Si una funcién f:AcR — R es derivable en todo punto xe A'c A

se dice que f es derivable en A’ y se llama funcion derivada de f a la aplicacion

f':A'—= R que hace corresponder a cada valor de x, la derivada de f en ese punto

£’(x), que es unica.

Si f es derivable en A’ y su funcidn derivada f’es, a su vez, derivable
Vxe A"c A", se dird que f es dos veces derivable en x y se llama derivada segunda de
fenxa (f’),(x)=f”(x) . A la aplicacién f":A"— IR, que hace corresponder a cada
valor de x , la derivada segunda de f en ese punto f"(x), gue es Unica, se denomina

funcion derivada segunda de f.

En general, si existe la funcion derivada de f de orden (n-1) y f(”_l) es

nuevamente derivable en x, se dird que f es n veces derivable en x y que su derivada

n-ésima 6 derivada de orden n es f (")(x) = ( f ("_l)) (x) .

Para hallar la derivada n-ésima de una funciéon dada se realizan derivadas
sucesivas. La expresion del término general se demuestra aplicando el Principio de

Induccion Matematica.

» Ejemplo4.8.-Sea y = ¢ donde k es una constante. Se tiene que:
y/ — kekx; y// — kZekx; y/// — k3ekx
de donde suponemos que y(”) = k"e* . Puesto gue esta formula es cierta para

n=1y suponiendo que es cierta para un natural n cualquiera, para (n+1) también

es cierta puesto que:

Y@ =) 0= ke =k ke = ket
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Entonces, por el Principio de Induccion Matematica podemos afirmar que la
propiedad

y(n) — knek)c

se cumple para cualquier n>1.

» Ejemplo 4.9.- Para y =senx se tiene que:
, V4 ” V4 V4
y =cosx=sen| x+—|; y =cos| x+— |=sen| x+2—
( 2) ( 2) ( 2)

V4 , .
de donde suponemos que y(") = sen(x + nzj . Puesto que esta férmula es cierta

para n=1y suponiendo que es cierta para un n cualquiera, para (n+1) sera cierta

’

puesto que y(”+l) = {sen(;ﬁngﬂ = cos(x+n§j = sen(x+(n+ l)g) , por el

Principio de Induccién Matemadtica afirmamos que y(") = sen(x + nzj se cumple

para cualquier n>1.

4.3.2. DERIVADA DE LA FUNCION INVERSA.

Teorema 4.4.- Si la funcion inyectiva f:A c IR — B c IR es derivable en y= f(x)

entonces su funcién inversa (f)_I:Bc IR —> A cC IR, es derivable en xzf_l(y) y

ademads f’(x)zm

» Demostracion.-

Al ser inyectiva existira su funcién inversa. Puesto que:

o =y =y =x

es una funcidén derivable aplicando la regla de la cadena se obtiene que:

o Y@ ="DFOF @ =D x)=1
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verificindose que f'(x)=———— & y'(x) = .4

()

» Ejemplo 4.10.- Puesto que y = arcsen x siy sélo si x = sen y. Entonces:

x’(y)zcosyz\/l—senzy =\/1—x2 ,

7
. 1
se tiene que (arcsenx) =

puesto que y'(x) =— .
1-x*

4.3.3. FUNCION DERIVADA DE LAS FUNCIONES
ELEMENTALES.

Para calcular la funcion derivada de cualquier funcién nos bastaria con conocer las
reglas de derivacién relativas a la suma, composicion, etc., y las derivadas de las

funciones elementales.

Las siguientes funciones son derivables en todo su dominio y ademas sus funciones

derivadas vienen dadas por:
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FUNCION FUNCION DERIVADA
x)=In x; a>0;a#1 i
Y=, y(x) =
xlna
=Inx; >0
HA=hz x Livaso
X

y(x)=x"; n#0;Sin<0=>x#0

y(x) =x""neR

y(x)=c*,¢>0.

’ ’

(c") =c'Lnc=> (e") =e

X

y(0) = f(0)*

y'(x) =g () f (O + f(0)* Lif (x)g"(x)

y(x)=cosx

y'(x)=—senx;

y'(x)=senx

y'(x)=cosx

y(x)=arcsen x Vi(x)= 1 :
I-x
y(x) = arccos x y'(x)=— 12
I-x
y(x)=tgx y'(x)=1/cos’ x=1+1g’ x
y(x)=arctgx YN
¥'(x) 1+x°
y(x)=Shx y'(x)=Chx
y(x)=Chx y'(x)=Shx
y(x)=Thx y'(x)=1/Ch*x=1-Th* x
= 1
y(x) Argth y'(x)= -
x +1
= 1
y(x)=ArgChx y(x)=- 2
x =1
= ArgTh \ 1
y(x)= AT W=

Tabla 4.2. Derivadas de las funciones elementales
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4.4. DIFERENCIABILIDAD DE UNA FUNCION REAL DE
UNA VARIABLE REAL.

4.4.1. EL PROBLEMA DE LA APROXIMACION.

Sea f:AcR—>R una funcién real de variable real y a € A. Se trata de
encontrar una funcién g:R — R que se parezca lo mas posible a f en un entorno del
punto a y tal que f(a)=g(a). Como se representa en la Figura 4.6, para medir la
aproximacion de g a f, mediremos el orden del infinitésimo Af(a;Ax)—Ag(a;Ax),

donde Af(a;Ax)= f(a+Ax)— f(a).

Definicion 4.4.- El orden de aproximacion de g a f en un entorno del punto a es

mayor que r si y solo si el limite

i [V (@A) —Ag(@Av)| L |f(a+A0—glatAn)|
1m =lim =0
x—0 |Axr x—0 |Ax

r

A

/ a a+Ax

Figura 4.6. Aproximacion de una funcién en un punto

4.4.2. LA RECTA TANGENTE COMO MEJOR
APROXIMACION.

Nos planteamos ahora el problema de determinar la recta y(x)=mx+n, de
forma que el orden de aproximacion de la recta a la funcidn sea maximo. Para y(x) se

tiene que:
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y(x,)=mx, +n
= Ay(x,;Ax) = mAx
y(x, + Ax) = mx, + n+ mAx

»  El orden de aproximacidn sera mayor que cero si:

. f(a+Ax)—f§a)—mAx
Ax—0 (Ax)
= lim f(a+Ax) - f(a)=0= lim f(x) = f(a)

:gmof(a+Ax)—f(a)—mAx=0

Esto serd cierto, siempre y cuando la funcién sea continua en x=a.

»  El orden de aproximacion sera n>1 si:

po J@HAY = f@=mAx _ L flat A= f@) _
Ax—0 Ax Ax—0 Ax

Esto sera cierto, siempre y cuando la funcién sea derivable en x=a y ademas

f(ay=m.

» Como ademas f(a)=g(a), entonces f(a)=ma+n=n= f(a)—ma.Porloque
la ecuacion de la recta sera
y=mx+ f(a)-ma & y— f(a)= f'(a)(x—a)
gue es la ecuacién de la recta tangente a f(x) en x=a.

Conclusion 4.3.- Si f es derivable en a, entonces, la recta tangente es la recta que mas

se aproxima a la funcién en un entorno del punto a y ademas:

lim fla+Ax)~ fla)—mAx _
Ax—0 Ax

0

siendo m = f’(a) . El reciproco también es cierto.

Definicion 4.5.- Se dice que una funcion f: Ac R — R es diferenciable en a si y sélo

si existe un numero real m tal que:

lim f(a+Ax)— f(a)—mAx _
Ax—0 Ax

0

De lo visto en anteriormente se deduce el siguiente resultado.
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Teorema 4.5.- Una funcion es derivable en un punto x=a si y sélo si es diferenciable en

dicho punto. Ademas m = f’(a).

4.4.3. DIFERENCIABILIDAD DE UNA FUNCION
EN UN PUNTO. INTERPRETACION.

Definiendo

fla+Ax)— fla)~ f(a)Ax
Ax

E(Ax) =

deducimos que
f(a+Ax)—f(a)= f'(a)Ax+Ax8(Ax);con Lirrr%)s(Ax) =0.

Puesto que £(Ax) es un infinitésimo cuando Ax — 0, se tiene que

f’(a) Ax+ Axe(Ax) it lim £(Ax) Ax

=14+0=1
Ax—0 f’(a)Ax Ax—0 f’(a)Ax Ax—0 f’(a)Ax +

que es tanto como decir que f(a+Ax)—f(a) y f'(a)Ax son infinitésimos

equivalentes, lo que significa que

fla+Ax)-f(a)=f'(a)Ax

Definicién 4.6.- Se denomina diferencial de f en el punto a, a la expresion de variable

Ax para cada valor de a dada por

df,(Ax) = f'(a)Ax

Cuando Ax — 0, el incremento de la funcién y su diferencial toman valores

aproximadamente iguales, lo que nos permite escribir:

Af (a;Ax) = df, (Ax)

4.4.4. LA DERIVADA COMO COEFICIENTE DE
VARIACION.
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El concepto de diferenciabilidad de una funcién en punto nos permite afirmar
gue, en ese punto, el incremento de la funcién y su diferencial toman valores

aproximadamente iguales, lo que nos permite escribir
fla+Ax) = fla) = f'(a)Ax:

Es decir “cuando el punto a varia Ax, entonces lo que varia la funcidén es,

aproximadamente el producto de una constante m por lo que varia laa que es Ax”.

En definitiva m = f“(a), que es la derivada de f en el punto a, y que representa

la razon de cambio de la funcidn en un punto, se comporta como un coeficiente de
transmisidon de errores, ya que la funcién no varia sélo segun lo que varie el punto si

no también en funcion del tamano de la derivada. Veamos el siguiente ejemplo.

» Ejemplo 4.11.- El volumen de una esfera V(r) =§ﬂ'r3 se calcula para un valor del
radio procedente de una medicién. Si en una esfera de radio r el error de
medicion en el radio fuese Ar entonces, el volumen sufriria un incremento,
aproximado, que vendria dado por el valor de la diferencial y seria

AV =dV =V'(r)dr = 4zr*Ar
El incremento de volumen no sélo depende del incremento del radio sino

también del tamafio de la derivada para ese valor del radio. Puesto que
V’(r) =4zr*, cuanto mayor sea el valor del radio, mayor sera el incremento del

volumen con el mismo incremento de radio

En una esfera de 50 cm. de radio que se obtiene con un posible error de

*2cm., el posible error en el cdlculo del volumen de la esfera sera
AV = dV =V’(50)(2) = 200007 cm’

En una esfera de 10 cm. de radio se obtiene con un posible error de

+2cm.
El incremento de volumen vendria dado por

AV =V’(10)(+2) = 48007 cm’
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Una derivada grande transmite el error de la variable a la imagen

amplificando su valor.

4.4.5. DIFERENCIAL DE UNA FUNCION.
Si en la expresién
df, (Ax) = f'(a)Ax,
sustituimos a por un punto cualquiera x, tendremos la expresién
df = f’(x)Ax
en la que aparecen dos variables x e Ax, que es la diferencial de f en cualquier punto

X, que se denomina simplemente diferencial de f.

Si consideramos la funcién y=x tenemos que dy=dx=Ax, de donde

diferencial de f viene dada por
df = f'(x)dx

Esta expresion que permite aproximar todas las posibles variaciones de la

funcion f cuando un punto cualquiera x varia Ax.

»  Ejemplo 4.12.- Para estimar de forma aproximada el valor de /27 .

Utilizamos la diferencial de la funcion f(x)zx/; con Ax=2; x,+Ax=27y

X, =25. Puesto que

f(xg +Ax) = f(xy) = df, (Ax) = f"(x,). Ax
Entonces:

1

2

df, (Ax) = f(x,).Ax = 2=02=+27-25%02=+27~52
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d
4.4.6. NOTACION @.

Si consideramos la funcién y = f(x) tenemos que:

dy = f'(x)dx & f'(x)z%

Esta expresion de la derivada como la razén de la diferencial de la funcién
respecto de la diferencial de la variable independiente, se conoce como notacién de

Leibniz.

De este modo el calculo de la diferencial se reduce al calculo de la derivada, ya
que, al multiplicar esta ultima por la diferencial de la variable independiente se obtiene

la diferencial.

af

Definimos la diferencial segunda de f como dzfzf”(x)dxz(:)dn.
x

Analogamente, la diferencial de orden n de f se define como d" f = £ (x)dx"

» Ejemplo 4.13.

1.- y=tg2x—>dy=2tgx dx

COS2 X

1 1

2.- =Jl+Inx > dy=———-—dx
Y Y 21+ Lnx x

Propiedades de la diferencial.- Las reglas de derivacion se cumplen también para las
diferenciales:
a) Si y(x

b) Si y(x) =u(x)tv(x) =>dy=duzxdv

)
)

o) Siy(x)=u(x)(x) =dy=du-v+u-dv

d)  Siy(x)=u(x)/v(x) =dy=(du-v—u-dv)/v*.
)

e) Si y(x) =u(v(x)) = dy=u'(v)-dv=u’((x))v'(x)dx = (uov)'(x)dx
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d , . L
» Ejemplo 4.14.- Calcular y'(x) :d_y para la funcion y(x) que satisface la ecuacion:
X

sen(x +y)+xy> =2.

Aplicando las propiedades de las diferenciales mencionadas anteriormente, se

tiene:
d(sen(x+y)+xy*)=d(2) & d (sen(x+y))+d (1’ ) =0
cos(x+y)d(x+y)+dx.y* +xd(y*)=0 <
cos(x+ y)(dx+dy)+dx.y* + x2ydy =0 <

dy _ cos(x+y)+y’

dx cos(x+y)+2xy

d , . L
» Ejemplo 4.15.- Calcular y'(x) :d_y para la funcion y(x) que satisface la ecuacion:
X

VxZ+y  +tgxy’ =0.

Aplicando las propiedades de las diferenciales mencionadas anteriormente, se

tiene:

d(\/x2+y2 +tg xy’ =0)=a’(0)c}d(\/x2+y2)+d(tgxy2)=0(:>

1
—d 2 2 1t2 2d 2:()
Zm (x+y)+(+gxy)(xy) =

2xdx + 2 ydy
2x* +y?
dy _ xc08” (X7 y) +2xy4 x> + y’

dx ycosz(xzy)+x2\/x2 +y?

+(1+tg2 xyz)(dx.y2 +xd(y2))=0<:>
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4.5. METODOS PARA EL CALCULO DE RAICES REALES
DE UNA ECUACION.

4.5.1. METODO ITERATIVO DEL PUNTO FLJO,

Los métodos iterativos de tipo punto fijo consisten en transformar la ecuacién
f(x)=0, en una ecuacién de la forma x=g(x). De forma que buscar una raiz para la
ecuacion f(x)=0 se traduce en buscar lo que se denomina un punto fijo de la funcién

g(x), es decir, un valor a para el que se verifica g(a)=a.

»  RESULTADOS PREVIOS.

Definicion 4.7.- Una funcion g :[a,b] > R, es contractiva si existe un numero real K

tal que 0<K<1 verificando

, Vx,yela,b]

|g(x)-g()|<K|x-y

Teorema 4.6.- Sea g :[a,b] — R, tal que verifica las siguientes condiciones

a) g derivable en x, ¥x € [a,b]
b) g contractiva en el intervalo [a,b]

En estas condiciones podemos afirmar que existe un Unico punto fijo de la funcién g(x).

Ademas, si x, € [a,b], la sucesién{x,}, asi construida

X, =g(X,)

Xn+1 :g(xn )

converge al valor a.

El siguiente resultado garantiza que la funcién g(x) es contractiva.

Teorema 4.7.- Sea g :[a,b]— R derivable tal que g’(x)<1, Vx € (a,b). Entonces, g

es contractiva en el intervalo [a,b].
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»  DESCRIPCION DEL METODO.

=  Localizacion de la raiz.

Buscar un intervalo [a,b] tal que se verifique f(a)* f(b)<O0.

= Solucién aproximada.

Partiendo de un punto si x, € [a,b], construimos la sucesién {x, }
X, =g(X,)

Xn+1=g(Xn)
= Estimacion del error.

El error relativo aproximado lo mediremos mediante la expresién

X X

n+1 n

X

c =

n

n+l

Pararemos cuando el error sea menor que un valor predeterminado.

= Convergencia del método.

Queda garantizada siempre que la funcidn sea contractiva en el intervalo [a,b],

es decir, cuando se cumplan las condiciones del Teorema 4.6 6 4.7.

4.5.2. METODO NEWTON-RAPHSON

» DESCRIPCION DEL METODO

Es uno de los métodos mas eficaces para la obtencidén un valor aproximado de
la raiz de una ecuacion y consiste en utilizar como valor aproximado x; de la raiz de la
ecuacion f(x)=0, el valor de la raiz de la recta tangente a f(x) en un punto xo. La recta

tangente a f(x) en xg viene dada por la ecuacion
y(x) - f(x) = f(x)(x-xp)

X1 es el valor para el que se verifica
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S x)+ f(x)(x-x)=0
. Primera aproximacion de la raiz.
Partiendo de un punto xg, cogemos como primera aproximacién el valor x; tal
que

fx)

X, = X,
1 0 f,(x())

. Mejora de la solucion.

Repetimos el paso anterior con x; y obtenemos como 22 aproximaciéon

€
J'(x)
De esta forma obtenemos una sucesién de puntos {x, } dada por
'xn+1 = 'xn _w
f'(x,)

= Estimacion del error.

El error relativo aproximado lo mediremos mediante la expresion

X1 Xy

X

c =

n

n+l

Pararemos cuando el error sea menor que un valor predeterminado.

. Convergencia del método.

Teorema 4.8.- Sea f :[a,b] = R, tal que verifica las siguientes condiciones
a) f@*fb)<0

b) f'(x)#0,V xela,b]

c) f"(x)<0(6 f"(x)>0), Vxe [a,b]

Partiendo de un punto xo€ [a,b], la sucesién {x,} converge a c tal que f(c)=0.
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