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3.1. CONTINUIDAD DE UNA FUNCION EN UN PUNTO.

3.1.1. DEFINICION.

Por lo visto en el tema anterior, dada una funcién real de variable real
cualquiera; no se cumple, necesariamente, que en un punto dado la funcion tenga
limite (Caso A) 6 que teniendo limite en ese punto la funcién no esté definida (Caso B)
6 que teniendo limite en un punto y estando definida en ese punto el valor del limite y
el de la funcién en dicho punto no coincidan (Caso C), como se puede observar en la

Figura 3.1.

Caso A CasoB Caso G

Figura 3.1. Comportamiento de una funcién en un punto

Las funciones que no presentan ninguna de estas tres anomalias se dice que

son continuas.

Definicion 3.1.- Sea f:D c IR — IR; a € IR. Decimos que la funcion f es continua en

asiysolosi lim f(x)= f(a).

En definitiva, una funcién es continua si su grafica no contiene interrupciones,

ni saltos ni oscilaciones indefinidas, como la de la funcidon descrita en la Figura 3.2
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Figura 3.2. Gréfica de una funcién continua en un punto

De la Definicién 3.1 deducimos que para que f sea continua en a, deben

cumplirse las siguientes condiciones:
a) f(a); es decir, a esta en el dominio de f.

b) 3 lim f(x)=1

xX—a

o  I=f(a).

Por la propiedad relativa a los limites laterales, la condicién b) puede sustituirse

por la condicion:

b)” Existen lim f(x)=1[,;lim f(x)=1/ yademas [, =1[ =1

3.1.2. EJEMPLOS.

Es facil encontrar ejemplos de funciones que sean, o no, continuas. De hecho,

todo ejemplo referente a limite suministra un ejemplo de continuidad.

» Ejemplo 3.1.- La funcién f(x)=|x| es continua en x=0, puesto que se cumple

lin(}f(x) = lir(n xX= lir(n(—x) = f(0)=0.
x> x—0" x—0"
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X
Figura 3.3. Comportamiento de la funcién f(x)=|x| en x=0
. g - 1 six>0 o
» Ejemplo 3.2.- La funcion definida por f(x) = | six <0 no tiene limite en x=0y
-1 six <

por tanto no es continua en x=0.

i}

-2 -1 1

Figura 3.4. Gréfica de una funcion con discontinuidad inevitable

—l—cosx six#0
» Ejemplo 3.3.- La funcién definida por g(x) = x’ no es continua en

1 six=0
2
I—cosx .x/z 1
—Zth_Z:E;tl:g(O)

x=0ya que lim g(x) =lim
x—0 x—0 X =0 x
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Figura 3.5. Gréfica de una funcion discontiuidad evitable

En este caso, se podria redefinir la funcion en x=0 de forma que fuese continua;
es decir, a partir de g(x) se puede construir una funcién G(x) que coincida con g(x) en
todos los puntos, excepto en x=0, y sin embargo G(x) si es continua en x=0. La funcién

G(x) vendria dada por:

1—cosx
2

G(x)= X

% six=0

x#0

3.1.3. PROPIEDADES.

Teorema 3.1.- (Propiedades algebraicas).

Si lim f(x)= f(a)y liing(x) = g(a), entonces:
a) lim f(x)* g(x)= f(a)x g(a) =(f £ g)(x) es continua en x=a.
b) liinf(x).g(x) = f(a).g(a)= (f.g)(x) es continua en x=a.

f

limM:M sigla)#0=> (—j(x) es continua en x=a.
8

c)
—a g(x)  gla)
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Esta propiedad significa que siempre que f y g sean continuas también lo seran
la funcidén suma y producto. Pero si una de ellas no es continua, la funcién suma o

producto no tienen por qué serlo; aunque en algun caso lo sean.

Teorema 3.2.- Para la composicidn de funciones se satisface:

Si f continua en a y g(x) continua en f(a) entonces (ge° f)(x)es continua en a. En este

caso se cumple lim(g o f)(x) =lim(g(f (x))=(g > f)(a) = g(f (@)= g(lim f(x)).

A efectos practicos esta propiedad permite intercambiar el limite con una

funcidn continua.

» Ejemplo 3.4- Como la funcidén senx es continua en todos los puntos donde esta

definida, aplicando la propiedad anterior se tiene que:

. X+ . X+
lim sen =senlim =sen| —— |=-1
x—0 _x_2 x—0 _x_2 2

Teorema 3.3.- Sea f :D c IR — IR tal que f es continua en a.
a) Si f(a)>0, entonces 35 >0 tal que f(x)>0Vxe(a—5,a+9).

b) Si f(a)<0, entonces 35 >0 tal que f(x)<0Vxe(a—J,a+9).

Este resultado es consecuencia de la propia definicion de limite. Por ser f

continua en a, entonces lim f(x)=[= f(a)>0; puesto que | es positivo habrd un
xX—a

entorno de dicho punto en el que todos los puntos son positivos, y para ese entorno
habrd un entorno del punto a (de radio 9) tal que las imagenes de todos esos puntos

estaran en el entorno de | dado, y seran, por tanto, positivas.
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3.2. CONTINUIDAD DE UNA FUNCION EN UN
INTERVALO.

El concepto de continuidad empieza a ser interesante cuando esta propiedad se

verifica en todos los puntos de un intervalo.

Definicion 3.2.-

1) Se dice que f es continua en el intervalo abierto (a,b), si f es continua en x,
Vx €(a,b).
2) Una funcién es continua en el intervalo cerrado [a,b]si:

a) f continua en x, Vx € (a,b),

b)  limf(0)=/(a) y limf(x)=fb).

La continuidad en los extremos del intervalo es menos restrictiva, basta conque

haya continuidad a derecha e izquierda, respectivamente.

3.2.1. PROPIEDADES DE LAS FUNCIONES
CONTINUAS EN UN INTERVALO CERRADO.

Las propiedades mas interesantes de la continuidad de una funcidon en un
intervalo cerrado se recogen en los tres teoremas siguientes de los cuales no daremos

su demostracion pero si sus consecuencias.

Teorema 3.4.- (Teorema de Bolzano)

Sea f:[a,b] > Rtal que:
a) f continua en [a,b],

b) f@)*f(b)<0 & f(a)<0< f(b) 6 f(a)>0> f(b)
Entonces: 3x, € (a,b) t.q. f(x,)=0
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Figura 3.6. Representacion grafica del Teorema de Bolzano

. » o -1 si-1<x<0
» Ejemplo 3.5.- La funcion definida por f(x)= ] no se anula en el
1 si O0<x<1

intervalo[—1,1] a pesar de que en los extremos de dicho intervalo los valores que

toma la funcién son de signo contrario. Esto no contradice el Teorema de Bolzano

porque la funcién no es continua en dicho intervalo, ya que no es continua en x=0.

|

Y

Figura 3.7.La funcién representada no cumple el Teorema de Bolzano

Teorema 3.5.- (Propiedad de Darboux 6 Teorema de los valores intermedios).
Sea f:[a,b] >R tal que:

a) f continua en [a,b],

b) f(a)<c<f(b) 6 f(a)>c>f(b).

Entonces: dx, € (a,b) t.q. f(x,)=c¢
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Figura 3.8. Representacion gréfica del Teorema de los valores intermedios

Este teorema expresa que una funcién continua en un intervalo cerrado toma,

al menos una vez, todos los valores comprendidos entre f(a) y f(b).

» Ejemplo 3.6.- Si una persona sube del segundo al octavo piso, aplicando este
teorema, podemos afirmar que ha tenido que pasar por todos los pisos
intermedios al menos una vez aunque, mientras tanto, haya podido subir al tercero

y bajar al primero, para subir, posteriormente al octavo.

Definicion 3.3.- Sea f:[a,b]e]R y el conjunto de sus imagenes definido por

B={f(x)e R/xe|a,b]}

a) Si B admite cota superior, es decir AM € R t.q. f(x) <M Vxe [a,b], se dice
que la funcién esta acotada superiormente en el intervalo [a,b].

b) Si B admite cota inferior (existe AN e R t.q. N< f(x) Vxe [a,b] se dice que la

funcién estd acotada inferiormente en el intervalo [a,b].

Teorema 3.6.- (Teorema de Weierstrass o de existencia de cota superior e inferior).

Si f:[a,b] >R es continua en todo el intervalo [a,b] entonces la funcién estd

acotada superior e inferiormente en dicho intervalo.
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Figura 3.9. Representacion grafica del Teorema de Weierstrass.

Definicion 3.4.- Sea f:[a,b]e]R y el conjunto de sus imagenes definido por
B={f(x)e R/xe|a,b]}

a) En el caso en que M e B la funcion alcanza el valor maximo, ademas
Jdyela,b] tq. f(y)=M al que se denomina punto de mdximo.

b) En el caso en que Ne B la funcidon alcanza el valor minimo, ademas

Jze[a,b] tq. f(z)=N al que se denomina punto de minimo.

PO e e T

Figura 3.10. En la gréfica, la funcién alcanza el valor méximo y minimo

1
» Ejemplo 3.7.- La funcion f(x)=—; xe[-L1], no estd acotada superior ni
x

inferiormente en este intervalo. Esto no contradice el Teorema 3.6 por que la
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funcién no es continua en todos los puntos de dicho intervalo. En x=0, a pesar de

no existir la funcién tampoco existe el limite.

D
>

Figura 3.11. Representacion grafica de una funcién que no esté acotada

La cuestion, ahora, es saber cuando una funcion estd acotada y cuando alcanza
el maximo y el minimo. El siguiente teorema garantiza que las funciones que son
continuas en un intervalo cerrado, no sélo estan acotadas superior e inferiormente

sino que ademas alcanzan el valor maximo y el minimo.

Teorema 3.7.- (Teorema de existencia de punto mdximo y minimo).

Sea f:[a,b] > IR tal que f continua en [a,b] entonces, la funcién alcanza el valor

mdximo y el valor minimo en el intervalo [a,b].

. . o x* si0<x<l1
» Ejemplo 3.8.- La funcidn definida por f(x)= 0 ] L alcanza el valor
Si X =

minimo en x=0 y en x=1, pero no tiene maximo por que no hay ningun punto
donde la funcién tome el valor 1. Esto se debe a que la funcién no es continua en

x=1 puesto que dlim f(x)=1# f(1)=0. Sin embargo, a pesar de no ser continua
x—1"

esta funcidn si esta acotada superior (por M=1) e inferiormente (por N=0).
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Figura 3.12. La funcién de la gréfica no alcanza el valor maximo

3.2.2. METODO DE BISECCION PARA EL
CALCULO DE RAICES REALES DE UNA
ECUACION.

El Teorema de Bolzano permite calcular de forma aproximada las raices reales

de una ecuacion f(x)=0
1°9- LOCALIZACIAN DE LA RAiZ.

Sea f:[a,b]— Rtal que f continua en [a,b] y f(a)* f(b)<0, por el Teorema

de Bolzano, podemos afirmar que 3x, € (a,b) t.q. f(x,) =0.

2°- SOLUCIGN APROXIMADA Y ERROR.

Para calcular un valor aproximado de este valor, definimos h=b-a y la

aproximacion er que deseamos alcanzar. Procedemos de la siguiente forma:

, . . , a+b ,
12) Un valor aproximado de dicha raiz sera: x, = x,, = > y el error cometido en
L . h_b-a .
esta aproximacion serd e, <§= 5 Si e, <er paramos en caso contrario

mejoramos la solucion.
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3-MEJORA DE LA SOLUCION. 2~ APROXIMACIAN.

22) Si queremos mejorar la aproximacion calculamos f(x,,). Si f(x,)# 0 (en caso
contrario x,, seria la raiz buscada), tomamos como nuevo intervalo [a,,b,] v

a, +b

como nueva aproximacion x, = x,, = L siendo

[a.x,] sisgn f(xy).f(a)<0 h

[a,.b,]= y e, <.
[xopb] si sgn f(xy,). f(a)>0 2

32) Repetir el paso 22) hasta que e, <er sea menor que una cantidad prefijada. El

. . . . h .
numero p, de iteraciones necesarias para que e, < o vendra dado por:

In10A
In2

e =2—}i< 107 = hl0” <2" = plnl0h<nln2= n >p

n

el mayor entero que cumple esta condicidn serd

Iteraciones[n] = ParteEntera [n * lln 120} +1
n

La convergencia queda garantizada porque la diferencia el error tiende a cero;
dicho de otra forma la sucesién de intervalos es una sucesién de intervalos encajados

cuya amplitud tiende a cero.

» Ejemplo 3.9.- Consideremos la funcién f(x)= x> —2; cona=1y b=2.

= Puesto que f(a)=-1y f(b)=2; es decir que f(a).f(b)<0; f(x) se anula en un punto entre

ly2.

a+b_§

* Sea h=b-a=1; un valor aproximado de dicha raiz serd: x, = x,, :T 5 y

: o . h
error cometido en esta aproximacion sera ¢, < — =

| =
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Si queremos mejorar la aproximacién calculamos f(xp1)=1.375. Como f(x,,)#0 vy

f(x,,)-f(a) <0 tomamos como nuevo intervalo [al,b1]=[1,3/2] y cCOmo nueva

N a +b .
aproximacion x, = x,, = — 5 L=1.25siendo e, <

2_2 .

Para un error inferior a 107 serdn necesarias 20 iteraciones

Si queremos mejorar la aproximacion calculamos f(xp2)=-0.047. Como f(x,,)#0 vy

f(x4). f(b,) <0 tomamos como nuevo intervalo [a,,b,]=[1.25,1.5] y como nueva

. ., a, +b,
aproximacion x, = x,, =

1
=1.375 siendo e; <.
2
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