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2.1. NOCION DE LIMITE.

2.1.1. DEFINICION.

Entre todos los conceptos del Calculo Infinitesimal, el de limite es el mas
importante. Lo que vamos a definir no es la palabra limite sino la nocién de funcién

gue tiende hacia un valor limite.

Definicion provisional.- Sea f:D c IR — IR; a € IR Decimos que la funcion f tiende

ou_n

hacia el limite | cuando x se acerca a “a” y lo denotamos por lim f(x)=1[, si podemos
xX—a

hacer que f(x) esté tan cerca de | como queramos haciendo que x esté suficientemente

cerca de a, pero siendo distinto de a.

Vamos a dar una definicion de limite que precise, en términos matematicos,

cada uno de los términos de la definicion provisional.

= Hacer f(x) proximo a | es dar un numero real positivo de referencia, al que
denotaremos por g, y ver si la distancia de f(x) a | es, o0 no, mas pequefia que ese

numero real; es decir, dado €>0 ver si se cumple |f(x)—1| < €.

] Por otra parte, hacer f(x) tan proximo a | como se quiera es hacer que la distancia
|f(x)—l| pueda ser tan pequefia como queramos; es decir, dado €>0 cualquiera
(por muy pequeiio que sea) ver si se cumple |f(x) —l| < &€ para algun valor de x.

= Para completar la definicion no basta con que se cumpla |f(x) —l| < € para algun

valor de x cualquiera, sino para valores de x proximos a “a”, pero distintos de a;

es decir, los valores de x para los que se cumple |f(x)—l|<8 estan en un

entorno reducido del punto a; por lo que existird un 6>0 (radio de dicho entorno)

tal que si 0 < |x - a| < 0 (es decir x esta en ese entorno) entonces |f(x) - l| <EYyY

esto para cualquier distancia €>0.

Podemos, por tanto, dar la siguiente definicion.
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Definicidn 2.1.- Se dice que f tiene por limite | cuando x tiende a “a”, lo que se denota

por lim f(x) =1[ siy sdlo si

Ve>0,35>0 tal quesi 0<|x—d|< = |f(x)—|<€

2.1.2. INTERPRETACION GEOMETRICA.

Cuando la distancia de “f(x)” a “I” sea mas pequefia que €>0, la grafica de los

valores (x, f(x)) estara entre las rectas y, =[/—€ e y, =1+ &, tal y como se

puede ver en la Figura 2.1.

a

Figura 2.1. Grafica de la funcion entre los valoresyi=1 — € e y=1 + &€

o“n

Ahora bien, esto debera ocurrir cuando los valores de x estén préximos a “a”, es
decir, para algun 6>0, los valores para los que esta condicion se cumple estaran en un

entorno del punto “a” de radio §, como puede observase en la Figura 2.2.

y =fx)

[ I MU

a—o0

Figura 2.2. Representacion Grafica de la definicién de limite

a+o
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2.1.3. EJEMPLOS.

» Ejemplo 2.1.- Sea f(x) = x. Para esta funcion se cumple lim f(x) =a . En efecto, se

tiene que Ve >0;30 >0 tal que si O<|x—a|<5:>|f(x)—l|=|x—a|<€, y esto es

posible siempre que J < €. Si observamos la grafica de la funcién representada en

la Figura 2.3, llegamos a la misma conclusion.

y

B4 € 7y=x
|:a ------------ !
1 H
1 H
1 H
1 H
- i
-] EEEEEELEELS ! :
) 1 H
| ] |

: ! 10<e
H 1 H
H 1 H

H 1 H > x
a-o0 a a+o

Figura 2.3. Representacion Gréfica de lim x = a

xX—a

. .1 . . .
» Ejemplo 2.2.- Para la funcién f(x)=sin—x no existe hrr(}f(x). Es posible
X x—>

. 1
encontrar un valor de &, por ejemplo 825' para el que no se cumple que la

grafica esté entre las rectas y,

=l-€ ey, =1+ €&, pormuypréximo que esté

IIXII a Iloll.
f(x)
1.0
I 1
I P
___________ %;_______j_jﬁ.
| 1
€=-
2
e E o T 3 X
__________ Lol ____.
[ 1
|-
=3
10"

.1
Figura 2.4. Comportamiento de sin— cuando x — 0
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2.1.4. PROPIEDADES.

Propiedad 2.1.- (Unicidad).- Si lim f(x) =1y lim f(x) =m entonces |=m

En otras palabras, una funcidon no puede tender hacia dos limites diferentes

cuando x —>a.

Propiedad 2.2.- (Algebraicas).- Si existen lim f(x) =/y lim g(x) = m; entonces:
a) lim(f(x)g(x)=Iltm
b) lim(f (x).g(x)) =L.m

o lim(f(x)/g(x))=1/m (sim#0)

En cuanto a las propiedades algebraicas hay que resaltar que, siempre que
existan los limites de f y de g cuando x — a existiran los limites de la funcidon suma,
resta, producto y cociente (si ademas m#0). Pero si el limite de una de ellas no
existe, el limite de la funcién suma o producto no tiene porqué existir, aunque podria

existir como lo pone de manifiesto el siguiente ejemplo.
» Ejemplo 2.3.- Para la funcién f(x) = x sin— existe hrr(} f(x)=0, auque no exista el
x X—>

. 1
limite de sin— cuando x —0
X

f(x)

‘\y =X 0.4; y=X.’

S 02 R

i

/|

L L Il i i L \A Il L L L L L L X
~04 \7 V i V v 04
’ ~
’ _0.2 L N

.
.

|
Figura 2.5. Comportamiento de x sin —cuando x — 0
X
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Propiedad 2.3.- (Composicion de funciones).- Si existen lim f(x)=1[y lirrll gx)=¢g0),

entonces: 31{115 (go f)x)= g{i_{ral(g(f(x)) = g(!{i_r)ri(f(x)) =g().

2.2.  OTROS PROCESOS DE LIMITE.

2.2.1. LIMITES LATERALES.

» Ejemplo 2.4.- La funcidn definida por

1 six>0
-1 six<0

f(X)={

no tiene limite en x=0. En la Figura 2.6, vemos que lirr(}f(x);tl; lo mismo
X—>

podriamos decir con cualquier otro valor |. Cuando € es lo suficientemente
pequefio, sea cual sea el entorno del cero que elijamos siempre habra puntos (los
que estan a la izquierda del cero) cuya imagen queda fuera de la banda limitada
por las rectas y, =/ —& e y, =1+ &£ .Séblo los puntos que estdn a la derecha
del cero, es decir, los que pertenecen al intervalo (0,0+9) tienen sus imagenes en el
intervalo (1-€,1+€). Los puntos del entorno (0-6,0+0) que estan a la derecha del 0 si

cumplirian la definicién de limite. En este caso podriamos decir que tiene limite por

la derecha del cero y que vale 1.

Figura 2.6. Comportamiento de una funcién escalonada
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Lo visto en el Ejemplo 2.4 nos lleva a la definiciéon de otros procesos de limite,
gue no cumplen la definicién de limite propiamente dicha, la de los denominados

limites por la derecha (/,) y por la izquierda ([, ), es decir los limites laterales.

Definicién 2.2.- Decimos que:

lim f(x)=1, & Ve>0;38, >0 tal quesi 0<x—a < =|f(x)—,|<e

lim f(x)=1, & Ve>0,36,>0talquesi 0<a—x<d, =|f(x)-l|<e

La siguiente propiedad hace referencia a la relacién que hay entre la existencia

del limite, propiamente dicho, de la funcién y los limites laterales

Propiedad 2.4.- Existe lim f(x) =/ & existen lim f(x)=/, y lim f(x)=1. Ademas

Lo que quiere decir esta propiedad es que, si existe el limite entonces, existen los
limites laterales y ademas son iguales. Reciprocamente si existen los limites laterales y
son iguales, podemos garantizar la existencia de limite. En el Ejemplo 2.4, el hecho de
que los limites laterales no sean iguales nos garantiza que no existe el limite

cuandox — 0.

2.2.2. LIMITES INFINITOS.

Definicion 2.3.-

a) Decimos que lim f(x) =+ siy solo si podemos hacer f(x) tan grande como

gueramos eligiendo x suficientemente proximo a “a”, pero siendo distinto de “a”.

Es decir: VM >0;36 >0 tal que si 0<|x—d|< 5= f(x)>M .
b) Por otra parte, decimos que lim f(x)=1[si y sélo si podemos hacer f(x) tan

proximo a | como queramos eligiendo x suficientemente grande. Es decir:

Ve >0;3M >0 tal que si x>M = | f(x)-1 |<&
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1
» Ejemplo 2.5.- Si observamos la grafica de la funciéon f(x) =— representada en la
X

Figura 2.7, se observa que: lim f(x) =—o0; lim f(x)=4c0y lim f(x)=0
x—0" x—0* x—>too

1
Figura 2.7. Gréfica de la funcion f(x) = —
X

Para limites infinitos se cumplen las mismas propiedades que para limites reales,

con ciertas salvedades:

= Unicidad del limite. Si la funcion tiene limite infinito en un punto no puede
converger al mismo tiempo a un numero real.

] Suma, producto, o composicion de funciones. En este caso, se aplican las reglas
habituales de las operaciones con zoo. En algunos casos se producirdn
indeterminaciones que habra que resolver. Cualquier tipo de indeterminacion
que se produzca se puede reducir a una de la forma (0/0), aplicando la

transformacién propuesta en la Tabla 2.1.

Indeterminacion Transformacion
0o 1
-~ o _
g(x) %f(x)
oo f - g0 = f1-89) )
00
1~ f(x)g(X) = 8L (x)
0

Tabla 2.1.- Transformaciones a realizar en caso de indeterminacion.
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2.2.3. RAMAS INFINITAS Y ASINTOTAS.

Definicion 2.4.- Diremos que existe una rama infinita cuando x—a si la distancia del

punto (x,f(x)) al origen crece indefinidamente cuando x—a

lim £ (x) = +oo

z

0
Para que esto ocurra se cumple: < lim f(x)=»>b
x—>too

7z

[0)
lim f(x)= oo

x—>too

Definicidn 2.5.- Se dice que la recta y =mx+n es una asintota para una rama infinita

cuando x—a, si la distancia entre los puntos de la recta y de la curva tiende a cero

cuando x—a.

Entre las ramas infinitas distinguiremos: las hiperbdlicas (asintdticas) y las ramas

parabdlicas. Entre las asintotas: las verticales, las horizontales y las oblicuas.

» CLASIFICACION.

= Si lim f(x) =1c, siendo a un numero real, definimos la recta x=a como una

xX—a

Asintota Vertical (AV).

= Si lim f(x)=b, siendo b un nimero real, definimos la recta y=b como una

x—>too

Asintota Horizontal (AH).

f(x)

X

] Cuando: lim f(x) =2, m= lim [

x—>Foo

] n=lim [ f(x)~mx], (siendo m#0 y n

numeros reales) la recta y =mx+n es una Asintota Oblicua (AO).

= En caso contrario (m=0 6 n=), la rama infinita seria una Rama Parabdlica (RP).
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201

X=b

Lﬁi

AV, x=-5

=20 -

j

AH"

Figura 2.8. Funcidn con Asintota Vertical y Asintota Horizontal

x=-0.5 i
AV, 05

A.O.

=05

Figura 2.10. Funcién con Asintota Vertical y Rama Parabdlica
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2.3. INFINITESIMOS.

2.3.1. INTRODUCCION.

Las propiedades algebraicas nos van a permitir calcular, sin aplicar la definicion,

2
gran variedad de limites. Por ejemplo, limx 1 :ﬂ =
=2 x—1 2-1

2

. s X 0 . L,
Sin embargo, al calcular el limite lim 7 :6 se produce una indeterminacion;
x—2 x_

es decir las propiedades de los limites no nos permiten decidir si este limite existe o
no. Para decidir la existencia de este limite, o lo que es lo mismo hacer desaparecer la
indeterminacién, bastaria con eliminar del numerador y del denominador el factor que

hace que ambos se anulen y que es(x-2).

Nos basaremos en que si P(x)es una funcidon polindmica que se anula en x=a,
entonces podemos escribir P(x)=(x-a)*P(x), por lo que siempre se puede
transformar

P(x) _ (x—a)P’'(x) _ P'(x)

(1) NP
0(x) (x-a)0'(x) Q'(x)

(2); six#a

Puesto que ambas funciones (1) y (2) coinciden Vx#a, tendran el mismo limite y

por tanto

2
lim x -4 —lim (x=2)(x+2)
-2 x—2 x—2 x—

= lim(x+2) = 4

Cuando las funciones que intervienen son irracionales, estas se pueden
transformar en racionales y aplicando el procedimiento anterior eliminar la

indeterminacion:

1-VI-x" (1=-+1-x") 1+V1-x") x’ 1
- -
X

lim =lim

=0 qal=x) O RA41— ) 2

El problema es mas complejo cuando las funciones que intervienen puedan ser

lim
x—0

cualesquiera: exponenciales, trigonométricas, etc. En estos casos una transformacién
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algebraica simple no transforma una funciéon de este tipo en una racional. El Unico
método de hacerlo es sustituir dichas funciones por otras polindmicas, equivalentes a

ellas, conocidas como infinitésimos equivalentes.

2.3.2. DEFINICION.

Definicion 2.6.- Sea f:D c IR — IR, se dice que f es un infinitésimo en x=a (6 cuando

x—a) siy sélosi lim f(x)=0.

Una funcién puede ser “infinitésimo” en un punto (en el sentido de que puede

hacerse tan pequefia como se quiera en ese punto) y no serlo en ningun otro punto.

2.3.3. COMPARACION DE INFINITESIMOS.

Sean f:DcIR— IR y g:Dc IR— IR infinitésimos en x=a y tal que existe

limM=l
x—a g(X)

. Si le IR—{O} entonces se dice que fy g son infinitésimos del mismo orden en
x=a (f=0(g) en x=a); si ademdas [ =1 entonces se dice que f y g son infinitésimos
equivalentes (f = genx =a).

. Si [ =0 se dice que f es un infinitésimo de orden superior respecto de g en x=a
(f=0(g) en x=a).

. Si [ =0 entonces se dice que f es un infinitésimo de orden superior respecto de

g en x=a (g=0(f) en x=a).

2.3.4. ORDEN Y PARTE PRINCIPAL DE UN
INFINITESIMO.

Para determinar el tamafio (orden) de un infinitésimo se compara con una

funcién “patron”, siendo el infinitésimo de comparacion:

gxX)=x—a; si x—>a y gx)=x; si x—=0

M José Gongaleg-Gomez - M* Jsabel Equia Ribero



2.Limite de una Funcion Real de variable real 74 I

Calculo Diferencial con “Mathemdtica”

Definicion 2.7.- Sea f:D c IR — IR infinitésimo en x=a. Se dice que f es un

infinitésimo de orden n en x=a si y solo si existe un nimero real n para el que se
e . X
verifica hmf(—))nzle IR—{0}.
a

x—a (x _

S _ f(x)

*  Puesto que lim -=le [IR-{0} ©lim————-[=0. Si llamamos
x—)u(x_a x—)u(x_a
&(x) = fi)n —1; entonces podemos escribir
(x-a)

f(x)=]I(x—a)" |+| (x—a)"&(x) |= Parte Principal + Resto

Propiedad 2.5.- Si f:D c IR — IR es un infinitésimo de orden n en x=a. Entonces

f(x)=Il(x—a)"|cuando x = a.

Esto significa que f y su parte principal son valores parecidos para valores de x
proximos a a, puesto que lo que se desprecia (el resto) es un infinitésimo de orden

superior a n (es decir, una cantidad muchisimo mas pequefa).

2.3.5. APLICACION DE LOS INFINITESIMOS AL
CALCULO DE LIMITES.

Sean fy g dos infinitésimos en x=ay f = h en x=a. Entonces:

) X ) x) h(x . h(x
im 2 i LD A . R
xX—a g(x) xX—a h(x) g(x) xX—a g(x)
En definitiva, en el cdlculo de un limite se puede sustituir una funcion por un
infinitésimo equivalente, sin que el resultado varie, cuando el infinitésimo aparece

multiplicando o dividiendo.

Con esto hemos conseguido lo que nos proponiamos. Dado un infinitésimo
cualquiera del que conocemos su parte principal, entonces es posible sustituir este
infinitésimo por su parte principal, que es polindmica, y eliminar de esta forma la

indeterminacion de partida de una forma sencilla.
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Esto no es posible hacerlo si las funciones que intervienen estan restando

(sumando) y sus partes principales coinciden (son opuestas). Supongamos que

f)=Il(x-a)" + R (x)
h(x)=Il(x—a)" + R,(x)

entonces
0 si se sustituye unicamente la parte principal
. f(x)—h(x) _
lim=—————=<_. R(x)—R,(x) . .
x—a g(_x) hmT S1 S€ Sustltuye todo
xX—a g x

Si se sustituye Unicamente la parte principal el limite seria cero pero no tiene

porqué ser asi, ya que sigue siendo un infinitésimo pero, de orden superior.

2.3.6. EJEMPLOS.

2
» Ejemplo 2.6.- Sabiendo que sen x = x; x — 0; demostrar que 1—cosx = %; x—0

. l—cosx .. (I-cosx)(I+cosx) .. (I—cos’x

lim - =11m( e X ) zllmgz

=0 S =0 L (1+cos x) =0 2= (1+cos x)
sen’ x 2

im——=lim——=
=05 (1+cosx) 05 (1+cosx)
» Ejemplo 2.7.- Determinar el orden y la parte principal de f(x)=tgx—senx

cuando x — 0.

., .. tgx—senx , ,
La funcion es de orden n si hrr(l—es un nuamero real no nulo para algun
x—0 X
valor de n.
) 0 sin<3
. tgx—senx . senx(l-cosx) . XxA iV
lim—————=1im =lim——== / si n=3
x>0 x" =0 x"cosx =0 x" cos x
oo 81 n>3

puesto que para n=3 este limite es un nimero real no nulo, el orden, por tanto, es

1
n=3y la parte principal 5x3.
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4f 4 6
» Ejemplo 2.8.- Sabiendo que In(1+ x) = x; x — 0; calcular: limﬂ
=0 In(1+6x)
4)c4+7)c6 _lim)c4\/1+7)c2 _ 4\/1+7)c2 1
X 6

im = lim
x—0 ln(l + 6x) x—0 x—0

6

» Ejemplo 2.9.- Sabiendo que e¢* —1 = x; x — 0; calcular el orden y la parte principal

2
de ¢* —cosx cuando x—0.

. i ) x7 0 sin<2
X x5 _ X +
lim e cosx _ lim (e )+ (1—cosx) lim 2 _ % G n=2
x—0 xn x—0 _xn x—0 xn
oo 81 n>2

. 3,
por tanto, el orden es n=2 y la parte principal —x~.
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2.3.7. TABLA DE EQUIVALENCIAS.

FUNCIONES EQUIVALENTES EN X=0
f(x) g(x)
a, +ax+-+a, x" a
e’ —1 X

a’ -1 xIna
(1+x)°-1 ax
(1+ax)** e’
In(1+x) X
In(1+x%) X

X- In(1+x) x°/2
senx X

tgx X
x-tgx -x%/3
1-cosx x2/2
X-senx -x’/6
arc senx X

arc tgx X

Tabla 2.2.- Tabla de infinitésimos equivalentes cuando x — 0
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