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� �#$%&� $'(')� *')� +'#+&,$')� (&*� 	-*+.*'� �#/0#0$&)01 2*3� &*� (&� *41 0$&� &)� &*� 1 -)�

01 ,'%$2#$&���'�5.&�621 ')�2�(&/0#0%�#'�&)�*2�,2*27%2� �������)0#'�*2�#'+08#�(&�/.#+08#�

5.&�$0&#(&�92+02�.#�62*'%�*41 0$&��

����	�
��	��������	������&2� f D IR IR a IR: ;⊂ → ∈ ��&+01 ')�5.&�*2�/.#+08#�/�$0&#(&�

92+02�&*�*41 0$&�*�+.2#('�:�)&�2+&%+2�2�;2<�=�*'�(&#'$21 ')�,'%� lim ( )
x a

f x l
→

= 3�)0�,'(&1 ')�

92+&%�5.&�/>:?�&)$@�$2#�+&%+2�(&�*�+'1 '�5.&%21 ')�92+0&#('�5.&�:�&)$@�)./0+0&#$&1 &#$&�

+&%+2�(&�23�,&%'�)0&#('�(0)$0#$'�(&�2��

� "21 ')� 2� (2%� .#2� (&/0#0+08#� (&� *41 0$&� 5.&� ,%&+0)&3� &#� $@%1 0#')� 1 2$&1 -$0+')3�

+2(2�.#'�(&�*')�$@%1 0#')�(&�*2�(&/0#0+08#�,%'60)0'#2*��

� ������ ��	
� ���	��� �� �� &)� (2%� .#� #A1 &%'� %&2*� ,')0$06'� (&� %&/&%&#+023� 2*� 5.&�

(&#'$2%&1 ')�,'%�ε3�=�6&%�)0�*2�(0)$2#+02�(&�/>:?�2�*�&)3�'�#'3�1 -)�,&5.&B2�5.&�&)&�

#A1 &%'�%&2*C�&)�(&+0%3�(2('�εDE��6&%�)0�)&�+.1 ,*&� f x l( ) − < ε ��

� '%�'$%2�,2%$&3���������	
��������	���������������������&)�92+&%�5.&�*2�(0)$2#+02�

( )f x l− �,.&(2�)&%�$2#�,&5.&B2�+'1 '�5.&%21 ')C�&)�(&+0%3�(2('�εDE�+.2*5.0&%2�

>,'%�1 .=�,&5.&B'�5.&�)&2?�6&%�)0�)&�+.1 ,*&� ( )f x l ε− < �,2%2�2*FA#�62*'%�(&�:��

� 2%2�+'1 ,*&$2%�*2�(&/0#0+08#�#'�72)$2�+'#�5.&����������� f x l( ) − < ε �,2%2�2*FA#�

62*'%�(&�:�+.2*5.0&%23���������������������	����	�����������,&%'�(0)$0#$')�(&�2C�

&)� (&+0%3� *')� 62*'%&)� (&� :� ,2%2� *')� 5.&� )&� +.1 ,*&� f x l( ) − < ε � &)$-#� &#� .#�

&#$'%#'�%&(.+0('�(&*�,.#$'�2C�,'%�*'�5.&�&:0)$0%-�.#�δDE�>%2(0'�(&�(0+9'�&#$'%#'?�

$2*�5.&�)0� 0 < − <x a δ ��&)�(&+0%�:�&)$-�&#�&)&�&#$'%#'?�&#$'#+&)� f x l( ) − < ε �=�

&)$'�,2%2�+.2*5.0&%�(0)$2#+02�εDE��

'(&1 ')3�,'%�$2#$'3�(2%�*2�)0F.0&#$&�(&/0#0+08#��



����� ���	
�	��	�������	���	
�	������	���	 ������������
Cálculo Diferencial con “Mathemática”  

����������	
��
����
������������������������
 

����	�
��	��������&�(0+&�5.&������	�������� ������
��	��������	����������*'�5.&�)&�(&#'$2�

,'%� lim ( )
x a

f x l
→

= �)0�=�)8*'�)0�

0, 0 tal que si 0 ( )x a f x lε δ δ ε∀ > ∃ > < − < � − < �

������ ��������	�
������ ���	����

	.2#('� *2� (0)$2#+02� (&� ;/>:?<� 2� ;*<� )&2� 1 -)� ,&5.&B2� 5.&� εDE3� *2� F%-/0+2� (&� *')�

62*'%&)� ( , ( ))x f x � &)$2%-� &#$%&� *2)� %&+$2)� 1y l ε= − � &� 2y l ε= + 3� $2*� =� +'1 '� )&�

,.&(&�6&%�&#�*2��0F.%2�������

a
x
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y1�l��
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Figura 2.1. Gráfica de la función entre los valores y1= l ε−  e  y2= l ε+  

�9'%2�70&#3�&)$'�(&7&%-�'+.%%0%�+.2#('�*')�62*'%&)�(&�:�&)$@#�,%8:01 ')�2�;2<3�&)�

(&+0%3�,2%2�2*FA#�δDE3�*')�62*'%&)�,2%2�*')�5.&�&)$2�+'#(0+08#�)&�+.1 ,*&�&)$2%-#�&#�.#�

&#$'%#'�(&*�,.#$'�;2<�(&�%2(0'�δ3�+'1 '�,.&(&�'7)&%62)&�&#�*2��0F.%2������
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Figura 2.2. Representación Gráfica de la definición de límite 
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� �������������&2�/>:?�G�:��2%2�&)$2�/.#+08#�)&�+.1 ,*&� lim ( )
x a

f x a
→

= ���#�&/&+$'3�)&�

$0&#&�5.&� 0; 0 tal que si 0 ( )x a f x l x aε δ δ ε∀ > ∃ > < − < � − = − < 3� =�&)$'�&)�

,')07*&�)0&1 ,%&�5.&�δ ε≤ ���0�'7)&%621 ')�*2�F%-/0+2�(&�*2�/.#+08#�%&,%&)&#$2(2�&#�

*2��0F.%2����3��**&F21 ')�2�*2�1 0)1 2�+'#+*.)08#��

a � � a a ��
x

a � �

l�a
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Figura 2.3. Representación Gráfica de lim

x a
x a

→
=  

� �������� ���� 2%2� *2� /.#+08#�
1

( ) sinf x
x

= :� #'� &:0)$&�
0

lim ( )
x

f x
→

�� �)� ,')07*&�

&#+'#$%2%� .#� 62*'%� (&� ε 3� ,'%� &H&1 ,*'�
1
2

ε = 3� ,2%2� &*� 5.&� #'� )&� +.1 ,*&� 5.&� *2�

F%-/0+2�&)$@�&#$%&�*2)�%&+$2)� 1y l ε= − �&� 2y l ε= + 3�,'%�1 .=�,%8:01 '�5.&�&)$@�

;:<�2�;E<���
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Figura 2.4. Comportamiento de 
1

sin
x

 cuando 0x →  
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����������������� 	�
���� ����0� lim ( )
x a

f x l
→

= =� lim ( )
x a

f x m
→

= �&#$'#+&)�*G1 ��

 

�#� '$%2)� ,2*27%2)3� .#2� /.#+08#� #'� ,.&(&� $&#(&%� 92+02� (')� *41 0$&)� (0/&%&#$&)�

+.2#('� x a→ ��

����������������!�"�#���
�� ����0�&:0)$&#� lim ( )
x a

f x l
→

= =� lim ( )
x a

g x m
→

= $�&#$'#+&)%�

2?� lim( ( ) ( ))
x a

f x g x l m
→

± = ± �

7?� lim( ( ). ( )) .
x a

f x g x l m
→

= �

+?� lim( ( ) / ( )) /
x a

f x g x l m
→

= ��)0� 0m ≠  �

�#� +.2#$'� 2� *2)� ,%',0&(2(&)� 2*F&7%20+2)� 92=� 5.&� %&)2*$2%� 5.&3� )0&1 ,%&� 5.&�

&:0)$2#�*')�*41 0$&)�(&�/�=�(&�F�+.2#('� x a→ �&:0)$0%-#�*')�*41 0$&)�(&�*2�/.#+08#�).1 23�

%&)$23� ,%'(.+$'� =� +'+0&#$&� >)0� 2(&1 -)� 0m ≠ ?�� &%'� )0� &*� *41 0$&� (&� .#2� (&� &**2)� #'�

&:0)$&3�&*�*41 0$&�(&�*2�/.#+08#�).1 2�'�,%'(.+$'�#'�$0&#&�,'%5.@�&:0)$0%3�2.#5.&�,'(%42�

&:0)$0%�+'1 '�*'�,'#&�(&�1 2#0/0&)$'�&*�)0F.0&#$&�&H&1 ,*'��

� ������������2%2�*2�/.#+08#�/>:?�G�
1

sinx
x
�&:0)$&��

0
lim ( ) 0
x

f x
→

= 3�2.5.&�#'�&:0)$2�&*�

*01 0$&�(&�
1

sin
x
�+.2#('� 0x → �
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Figura 2.5. Comportamiento de 
1

sinx
x

cuando 0x →  
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�

�����������&����'�� ���
��	������	
��	�� ����0�&:0)$&#� lim ( )
x a

f x l
→

= �=� lim ( ) ( )
x l

g x g l
→

= 3�

&#$'#+&)I� lim
x a→

∃ ( )( ) lim( ( ( )) (lim( ( )) ( )
x a x a

g f x g f x g f x g l
→ →

= = =� ��
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� �������������2�/.#+08#�(&/0#0(2�,'%��

f x( ) =
− ≤
�
�
�

1
1
    si x > 0

  si x 0
 

#'� $0&#&� *41 0$&� &#� :GE�� �#� *2� �0F.%2� ���3� 6&1 ')� 5.&�
0

lim ( ) 1
x

f x
→

≠ C� *'� 1 0)1 '�

,'(%421 ')� (&+0%� +'#� +.2*5.0&%� '$%'� 62*'%� *�� 	.2#('� ε� &)� *'� )./0+0&#$&1 &#$&�

,&5.&B'3�)&2�+.2*�)&2�&*�&#$'%#'�(&*�+&%'�5.&�&*0H21 ')�)0&1 ,%&�927%-�,.#$')�>*')�

5.&�&)$-#�2� *2�0J5.0&%(2�(&*�+&%'?�+.=2�01 2F&#�5.&(2�/.&%2�(&� *2�72#(2� *01 0$2(2�

,'%� *2)�%&+$2)� 1y l ε= − �&� 2y l ε= + ���8*'� *')�,.#$')�5.&�&)$-#�2� *2�(&%&+92�

(&*�+&%'3�&)�(&+0%3�*')�5.&�,&%$&#&+&#�2*�0#$&%62*'�>E3EKδ?�$0&#&#�).)�01 -F&#&)�&#�&*�

0#$&%62*'�>�Lε3�Kε?���')�,.#$')�(&*�&#$'%#'�>ELδ3EKδ?�5.&�&)$-#�2�*2�(&%&+92�(&*�E�)0��

+.1 ,*0%42#�*2�(&/0#0+08#�(&�*41 0$&���#�&)$&�+2)'�,'(%421 ')�(&+0%�5.&�$0&#&�*41 0$&�,'%�

*2�(&%&+92�(&*�+&%'�=�5.&�62*&����

1��

1

1��

0 � � 0 0 � �
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Figura 2.6. Comportamiento de una función escalonada 
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�'�60)$'�&#�&*��H&1 ,*'�����#')�**&62�2�*2�(&/0#0+08#�(&�'$%')�,%'+&)')�(&�*41 0$&3�

5.&� #'� +.1 ,*&#� *2� (&/0#0+08#� (&� *41 0$&� ,%',021 &#$&� (0+923� *2� (&� *')� (&#'1 0#2(')�

*41 0$&)�,'%�*2�(&%&+92�> dl ?�=�,'%�*2�0J5.0&%(2�> il ?3�&)�(&+0%�*')������������������� �

����	�
��	���������&+01')�5.&I�

lim ( ) d
x a

f x l
+→

= 1 10; 0 tal que si 0 ( ) dx a f x lε δ δ ε⇔ ∀ > ∃ > < − < � − < �

lim ( ) i
x a

f x l
−→

= 2 20; 0 tal que si 0 ( ) ia x f x lε δ δ ε⇔ ∀ > ∃ > < − < � − < �

�2�)0F.0&#$&�,%',0&(2(�92+&�%&/&%&#+02�2�*2�%&*2+08#�5.&�92=�&#$%&�*2�&:0)$&#+02�

(&*�*410$&3�,%',021&#$&�(0+9'3�(&�*2�/.#+08#�=�*')�*410$&)�*2$&%2*&)�

�����������(����:0)$&� lim ( )
x a

f x l
→

= ⇔ �&:0)$&#� lim ( ) d
x a

f x l
+→

= �=� lim ( ) i
x a

f x l
−→

= �� �(&1-)�

d il l l= = ��

�'�5.&�5.0&%&�(&+0%�&)$2�,%',0&(2(�&)�5.&3�)0�&:0)$&�&*�*410$&�&#$'#+&)3�&:0)$&#�*')�

*410$&)�*2$&%2*&)�=�2(&1-)�)'#�0F.2*&)���&+4,%'+21&#$&�)0�&:0)$&#�*')�*410$&)�*2$&%2*&)�=�

)'#�0F.2*&)3�,'(&1')�F2%2#$0J2%�*2�&:0)$&#+02�(&�*410$&���#�&*��H&1,*'����3�&*�9&+9'�(&�

5.&� *')� *410$&)� *2$&%2*&)� #'� )&2#� 0F.2*&)� #')� F2%2#$0J2� 5.&� #'� &:0)$&� &*� *410$&�

+.2#(' 0x → ��

������ ���� ����������������

����	�
��	���&����

2?� �&+01')�5.&� lim ( )
x a

f x
→

= +∞ � )0� =� )8*'� )0� ,'(&1')�92+&%�/>:?�$2#�F%2#(&� +'1'�

5.&%21')�&*0F0&#('�:�)./0+0&#$&1&#$&�,%8:01'�2�;2<3�,&%'�)0&#('�(0)$0#$'�(&�;2<���

�)�(&+0%I� 0; 0 tal que si 0 ( )M x a f x Mδ δ∀ > ∃ > < − < � > ��

7?� '%� '$%2� ,2%$&3� (&+01')� 5.&� lim ( )
x

f x l
→∞

= )0� =� )8*'� )0� ,'(&1')� 92+&%� />:?� $2#�

,%8:01'�2�*�+'1'�5.&%21')�&*0F0&#('�:�)./0+0&#$&1&#$&�F%2#(&���)�(&+0%I��

� 0; 0 tal que si x>M ( )M f x lε ε∀ > ∃ > � − < �
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� ��������������0�'7)&%621')�*2�F%-/0+2�(&�*2�/.#+08#� f x
x

( ) = 1
�%&,%&)&#$2(2�&#�*2�

�0F.%2����3�)&�'7)&%62�5.&I�
0 0

lim ( ) ; lim ( )  y lim ( ) 0
xx x

f x f x f x
− + →±∞→ →

= −∞ = +∞ = �

x

y

M

N

0 � � 0 � �

 

Figura 2.7. Gráfica de la función f x
x

( ) = 1
 

�2%2�*410$&)�0#/0#0$')�)&�+.1,*&#�*2)�10)12)�����������5.&�,2%2�*410$&)�%&2*&)3�

+'#�+0&%$2)�)2*6&(2(&)I�

� �	�
����� ���� ��� ����� �0� *2� /.#+08#� $0&#&� *410$&� 0#/0#0$'� &#� .#� ,.#$'� #'� ,.&(&�

+'#6&%F&%�2*�10)1'�$0&1,'�2�.#�#A1&%'�%&2*��

� )�� �������
������
�� ���
��	������	
��	����#�&)$&�+2)'3�)&�2,*0+2#�*2)�%&F*2)�

9270$.2*&)� (&� *2)� ',&%2+0'#&)� +'#� ±∞ �� �#� 2*F.#')� +2)')� )&� ,%'(.+0%-#�

0#(&$&%10#2+0'#&)� 5.&� 927%-� 5.&� %&)'*6&%�� 	.2*5.0&%� $0,'� (&� 0#(&$&%10#2+08#�

5.&� )&� ,%'(.J+2� )&� ,.&(&� %&(.+0%� 2� .#2� (&� *2� /'%12� >EME?3� 2,*0+2#('� *2�

$%2#)/'%12+08#�,%',.&)$2�&#�*2��27*2������

�#(&$&%10#2+08#� �%2#)/'%12+08#�

∞
∞
� f x

g x
g x

f x

( )
( )

( )

( )
=

1

1 �

∞ − ∞ � ( )f x g x f x g x
f x( ) ( ) ( ) ( )
( )− = −1 �

E
E
�

�

�
∞
� f x eg x g x Lnf x( ) ( ) ( ) ( )= �

∞E
� �

Tabla 2.1.- Transformaciones a realizar en caso de indeterminación. 
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������ �� ��������������������������

����	�
��	���(����0%&1')�5.&��&:0)$&�.#2���� ���	��	����+.2#('�:→2�)0�*2�(0)$2#+02�(&*�

,.#$'�>:3/>:??�2*�'%0F&#�+%&+&�0#(&/0#0(21&#$&�+.2#('�:→2��

2%2�5.&�&)$'�'+.%%2�)&�+.1,*&I�

lim ( )

ó
lim ( )

ó
lim ( )

x a

x

x

f x

f x b

f x

→

→±∞

→±∞

� = ±∞
�
�
�

=�
�
�
� = ±∞
�

�

����	�
��	���*����&�(0+&�5.&�*2�%&+$2�  y mx n= + &)�.#2����	�����,2%2�.#2�%212�0#/0#0$2�

+.2#('� :→23� )0� *2�(0)$2#+02� &#$%&� *')�,.#$')� (&� *2� %&+$2� =� (&� *2� +.%62� $0&#(&� 2� +&%'�

+.2#('�:→2��

�#$%&�*2)�%212)�0#/0#0$2)�(0)$0#F.0%&1')I�*2)�90,&%78*0+2)�>2)0#$8$0+2)?�=�*2)�%212)�

,2%278*0+2)���#$%&�*2)�2)4#$'$2)I�*2)�6&%$0+2*&)3�*2)�9'%0J'#$2*&)�=�*2)�'7*0+.2)��

� �������������	


� �0� lim ( )
x a

f x
→

= ±∞ 3� � )0&#('� �� .#� #A1 &%'� %&2*3� (&/0#01 ')� *2� %&+$2� 	��� +'1 '� .#2�

!��	�����+����
���>�"?��

� �0� lim ( )
x

f x b
→±∞

= 3� )0&#('� 7� .#� #A1&%'� %&2*3� (&/0#01')� *2� %&+$2� =G7� +'1'� .#2�

!��	�����,���-�	����>�N?��

� 	.2#('I� lim ( )
x

f x
→∞

= ±∞ 3�
( )

lim
x

f x
m

x→±∞

� �= � 	
 �
3� [ ]lim ( )

x
n f x mx

→±∞
= − 3�>)0&#('�1≠E�=�#�

#A1&%')�%&2*&)?�*2�%&+$2�  y mx n= + &)�.#2����	�����.#��
���>�� ?�  

� �#�+2)'�+'#$%2%0'�>1GE�8�#G∞?3�*2�%212�0#/0#0$2�)&%42�.#2�/�� ������#���
��>�?��
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Figura 2.8. Función con Asíntota Vertical y Asíntota Horizontal 
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Figura 2.9. Función con Asíntota Vertical y Asíntota Oblícua 
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Figura 2.10. Función con Asíntota Vertical y Rama Parabólica 
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���� �� ��� ������ � ��	

������ ������		�
���

�2)�,%',0&(2(&)�2*F&7%20+2)�#')�62#�2�,&%10$0%�+2*+.*2%3�)0#�2,*0+2%� *2�(&/0#0+08#3�

F%2#�62%0&(2(�(&�*410$&)��'%�&H&1,*'3�
2

2

1 4 1
lim 5

1 2 1x

x
x→

+ += =
− −

�

�0#�&172%F'3�2*�+2*+.*2%�&*�*410$&�
2

2

4 0
lim

2 0x

x
x→

− =
−

�)&�,%'(.+&�.#2�0#(&$&%10#2+08#C�

&)�(&+0%� *2)�,%',0&(2(&)�(&� *')� *410$&)�#'�#')�,&%10$&#�(&+0(0%�)0�&)$&� *410$&�&:0)$&�'�

#'��2%2�(&+0(0%�*2�&:0)$&#+02�(&�&)$&�*410$&3�'�*'�5.&�&)�*'�10)1'�92+&%�(&)2,2%&+&%�*2�

0#(&$&%10#2+08#3�72)$2%42�+'#�&*010#2%�(&*�#.1&%2('%�=�(&*�(&#'10#2('%�&*�/2+$'%�5.&�

92+&�5.&�217')�)&�2#.*&#�=�5.&�&) ( - 2)x ��

� ')�72)2%&1')�&#�5.&� )0� ( )P x &)�.#2� /.#+08#�,'*0#810+2�5.&� )&� 2#.*2� &#� :G23�

&#$'#+&)� ,'(&1')� &)+%070% ( ) ( - )* (́ )P x x a P x= 3� ,'%� *'� 5.&� )0&1,%&� )&� ,.&(&�

$%2#)/'%12%�

>�?
P x
Q x

x a P x
x a Q x

P x
Q x

x a
( )
( )

( ) ( )
( ) ( )

( )
( )

= − ′
− ′

= ′
′

≠(2);   si �

� .&)$'�5.&�2172)�/.#+0'#&)�>�?�=�>�?�+'0#+0(&#�∀:≠23�$&#(%-#�&*�10)1'�*410$&�=�

,'%�$2#$'�

2

2 2 2

4 ( 2)( 2)
lim lim lim( 2) 4

2 2x x x

x x x
x

x x→ → →

− − += = + =
− −

�

� 	.2#('� *2)� /.#+0'#&)� 5.&� 0#$&%60&#&#� )'#� 0%%2+0'#2*&)3� &)$2)� )&� ,.&(&#�

$%2#)/'%12%� &#� %2+0'#2*&)� =� 2,*0+2#('� &*� ,%'+&(010&#$'� 2#$&%0'%� &*010#2%� *2�

0#(&$&%10#2+08#I�

2 2 2 2

2 2 2 2 20 0 0

1 1 (1 1 ) (1 1 ) 1
lim lim lim

2(1 1 ) (1 1 )x x x

x x x x
x x x x x→ → →

− − − − + −= = =
+ − + −

�

�*�,%'7*&12�&)�1-)�+'1,*&H'�+.2#('� *2)� /.#+0'#&)�5.&� 0#$&%60&#&#�,.&(2#�)&%�

+.2*&)5.0&%2I�&:,'#&#+02*&)3� $%0F'#'1@$%0+2)3�&$+���#�&)$')�+2)')�.#2� $%2#)/'%12+08#�
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2*F&7%20+2� )01,*&� #'� $%2#)/'%12� .#2� /.#+08#� (&� &)$&� $0,'� &#� .#2� %2+0'#2*�� �*� A#0+'�

1@$'('�(&�92+&%*'�&)�).)$0$.0%�(0+92)�/.#+0'#&)�,'%�'$%2)�,'*0#810+2)3�&5.062*&#$&)�2�

&**2)3�+'#'+0(2)�+'1'�0#/0#0$@)01')�&5.062*&#$&)��

������ ������	�
���

����	�
��	���0����&2� f D IR IR: ⊂ → ��)&�(0+&�5.&�/�&)�.#��	��	��1��� ��&#�:G2�>8�+.2#('�

:→2?�)0�=�)8*'�)0� lim ( ) 0
x a

f x
→

= ��

� #2�/.#+08#�,.&(&�)&%�;0#/0#0$@)01 '<�&#�.#�,.#$'�>&#�&*�)&#$0('�(&�5.&�,.&(&�

92+&%)&�$2#�,&5.&B2�+'1 '�)&�5.0&%2�&#�&)&�,.#$'?�=�#'�)&%*'�&#�#0#FA#�'$%'�,.#$'��

������ 	�� ���	�
���������������� ����

�&2#� f D IR IR: ⊂ → � =� g D IR IR: ⊂ → � �	��	��1��� ��� �	� �2�� =� $2*� 5.&� &:0)$&�

( )
lim

( )x a

f x
l

g x→
= �

� �0� { }0l IR∈ − &#$'#+&)�)&�(0+&�5.&� ��3�"���	� �	��	��1��� �������� ��� ������	�&#�

:G2�>/G� >F?�&#�:G2?C�)0�2(&1 -)� 1l = �&#$'#+&)�)&�(0+&�5.&���3�"���	��	��	��1��� ���

�4������	���� ( )f g x a≈ = en ��

� �0� 0l = �)&�(0+&�5.&�/�&)�.#�0#/0#0$@)01 '�(&�'%(&#�).,&%0'%�%&),&+$'�(&�F�&#�:G2�

>/G'>F?�&#�:G2?��

� �0� l = ∞ �&#$'#+&)�)&�(0+&�5.&�/�&)�.#�0#/0#0$@)01 '�(&�'%(&#�).,&%0'%�%&),&+$'�(&�

F�&#�:G2�>FG� >/?�&#�:G2?��

������ ����� �� ����� ���	����� ��� ���

����������� � ��

2%2� (&$&%1 0#2%� &*� $21 2B'� >'%(&#?� (&� .#� 0#/0#0$@)01 '� )&� +'1 ,2%2� +'#� .#2�

/.#+08#�;,2$%8#<3�)0&#('�&*�0#/0#0$@)01 '�(&�+'1 ,2%2+08#I�

� g(x) = x ;  si  x a a− → ���=����g(x) = x;  si  x 0→ �
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����	�
��	� ��5��� �&2� f D IR IR: ⊂ → � 0#/0#0$@)01 '� &#� :G2�� �&� (0+&� 5.&� /� &)� .#�

�	��	��1��� �� ��� ����	� 	� &#� :G2� )0� =� )8*'� )0� &:0)$&� .#� #A1 &%'� %&2*� #� ,2%2� &*� 5.&� )&�

6&%0/0+2��
( )

{ }( )
lim 0nx a

f x
l IR

x a→
= ∈ −

−
��

 

� .&)$'� 5.&�
( )

{ }( )
lim 0nx a

f x
l IR

x a→
= ∈ −

−
⇔

( )
( )

lim 0nx a

f x
l

x a→
− =

−
�� �0� **21 21 ')�

( )
ε( )

( )
x

f x
x a

ln=
−

− C��&#$'#+&)�,'(&1 ')�&)+%070%��

( ) ( ) ( ) ( )n nf x l x a x a xε� � � �= − + −
 � 
 �= Parte Principal + Resto 

 

��������� ��*��� )�� f D IR IR: ⊂ → � &)� .#� 0#/0#0$@)01'� (&� '%(&#� #� &#� :G2�� �#$'#+&)�

f x l x a n( ) ( )≈ − �+.2#('� x a→ ��

�)$'� )0F#0/0+2�5.&� /�=� ).�,2%$&�,%0#+0,2*� )'#�62*'%&)�,2%&+0(')�,2%2�62*'%&)�(&�:�

,%8:01')� 2��3�,.&)$'�5.&�*'�5.&� )&�(&),%&+02� >&*� %&)$'?�&)�.#� 0#/0#0$@)01'�(&�'%(&#�

).,&%0'%�2�#�>&)�(&+0%3�.#2�+2#$0(2(�1.+94)01'�1-)�,&5.&B2?�� ��

������ ����	�	�
�� ��� ���� ����������� ��� ���
	��	���������� ������

�&2#�/�=�F�(')�0#/0#0$@)01')�&#�:G2�=� f h≈ �&#�:G2���#$'#+&)I�

� �
( ) ( ) ( ) ( )

lim lim lim
( ) ( ) ( ) ( )x a x a x a

f x f x h x h x
g x h x g x g x→ → →

= = �

�#� (&/0#0$0623� &#� &*� +-*+.*'� (&� .#� *410$&���� ����� ���������� �	�� ��	
��	� ��� �	�

�	��	��1��� �� �4������	���� )0#� 5.&� &*� %&).*$2('� 62%4&3� +.2#('� &*� 0#/0#0$@)01'� 2,2%&+&�

1.*$0,*0+2#('�'�(060(0&#('��

� 	'#� &)$'� 9&1')� +'#)&F.0('� *'� 5.&� #')� ,%','#421')�� �2('� .#� 0#/0#0$@)01'�

+.2*5.0&%2� (&*� 5.&� +'#'+&1')� ).� ,2%$&� ,%0#+0,2*3� &#$'#+&)� &)� ,')07*&� ).)$0$.0%� &)$&�

0#/0#0$@)01'� ,'%� ).� ,2%$&� ,%0#+0,2*3� 5.&� &)� ,'*0#810+23� =� &*010#2%� (&� &)$2� /'%12� *2�

0#(&$&%10#2+08#�(&�,2%$0(2�(&�.#2�/'%12�)&#+0**2��
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� �)$'� #'� &)� ,')07*&� 92+&%*'� )0� *2)� /.#+0'#&)� 5.&� 0#$&%60&#&#� &)$-#� %&)$2#('�

>).12#('?�=�).)�,2%$&)�,%0#+0,2*&)�+'0#+0(&#�>)'#�',.&)$2)?���.,'#F21')�5.&�

� �
f x l x a R x

h x l x a R x

n

n

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

= − +

= − +
1

2

�

&#$'#+&)�

� 1 2

0  si se sustituye unicamente la parte principal
( ) ( )

lim ( ) ( )
lim  si se sustituye todo( )

( )
x a

x a

f x h x
R x R x

g x
g x

→
→

�
− �= −�

�
�

�

�0� )&� ).)$0$.=&� A#0+21&#$&� *2� ,2%$&� ,%0#+0,2*� &*� *410$&� )&%42� +&%'� ,&%'� #'� $0&#&�

,'%5.@�)&%�2)43�=2�5.&�)0F.&�)0&#('�.#�0#/0#0$@)01'�,&%'3�(&�'%(&#�).,&%0'%��

������ ���� ������

� ��������������270&#('�5.&�sen ; 0x x x≈ → C�(&1 ')$%2%�5.&�
2

1 cos ; 0
2
x

x x− ≈ → �

 2 2 2

2

0 0 0
2 2 2

1 cos (1 cos )(1 cos ) (1 cos )
lim lim lim

(1 cos ) (1 cos )x x xx x x

x x x x
x x→ → →

− − + −= = =
+ +

 

2 2

2 2

0 0
2 2

sen
lim lim 1

(1 cos ) (1 cos )x xx x

x x
x x→ →

= =
+ +

 

� �������� ���� �&$&%1 0#2%� &*� '%(&#� =� *2� ,2%$&� ,%0#+0,2*� (&� ( ) tg senf x x x= − �

+.2#('� 0x → ���

�2�/.#+08#�&)�(&�'%(&#�#�)0�
0

tg sen
lim nx

x x
x→

−
&)�.#�#A1 &%'�%&2*�#'�#.*'�,2%2�2*FA#�

62*'%�(&�#���

2

0 0 0

0  si n<3
tg sen sen (1 cos ) 2 1lim lim lim   si n=32cos cos

  si n>3
n n nx x x

xxx x x x
x x x x x→ → →

�
�− −= = = �
�∞�

 

,.&)$'�5.&�,2%2�#G��&)$&�*41 0$&�&)�.#�#A1 &%'�%&2*�#'�#.*'3�&*�'%(&#3�,'%�$2#$'3�&)�

#G��=�*2�,2%$&�,%0#+0,2*�
1
2

3x ��
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� ��������� ���270&#('�5.&� ln( ) ;1 0+ ≈ →x x x C�+2*+.*2%I�
4 6

0

4 7
lim

ln(1 6 )x

x x
x→

+
+

�

4 6 2 2

0 0 0

4 4 47 1 7 1 7 1
lim lim lim

ln(1 6 ) 6 6 6x x x

x x x x x
x x→ → →

+ + += = =
+

 

� ���������!���270&#('�5.&� e x xx − ≈ →1 0; C�+2*+.*2%�&*�'%(&#�=�*2�,2%$&�,%0#+0,2*�

(&�
2

cosxe x− �+.2#('� 0x → ��

2 2
22

0 0 0

0  si n<2
cos ( 1) (1 cos ) 2 3lim lim lim   si n=22

  si n>2

x x

n n nx x x

xxe x e x
x x x→ → →

�
+ �− − + −= = = �

�∞�

 

,'%�$2#$'3�&*�'%(&#�&)�#G��=�*2�,2%$&�,%0#+0,2*�
3
2

2x ��

�
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������ �� �������!��"����	�����

���	�� �����! ��"���������� �OGE�

/>:?� F>:?�

a a x a xn
n

0 1+ + +� � a0 �

e x − 1 � :�

a x − 1 � :*#2�

>�K:?
2
L�� 2:�

>�K2:?
�M:
� &

2
�

*#>�K:?� :�

*#>�K:
�
?� :

�
�

:L�*#>�K:?� :
�
M��

)&#:� :�

$F:� :�

:L$F:� L�:
�
M��

�L+'):� :
�
M��

:L)&#:� L�:
�
M��

2%+�)&#:� :�

2%+�$F:� :�

Tabla 2.2.- Tabla de infinitésimos equivalentes cuando 0x →  


