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FUNCIONES

1.- CONCEPTO DE FUNCION

Se dice que una correspondencia f definida entre dos conjuntos A y B es una funcion (o
aplicacion), si a cada elemento del conjunto A le asigna un elemento y sélo uno del
conjunto B.

De la definicion anterior se deducen las siguientes ideas:

- La funcion f es una correspondencia que va de A a B (es decir, tiene un sentido). Al
conjunto A se le denomina conjunto origen (también se dice que la funcion f esta
definida en el conjunto A) y B es el conjunto imagen. Al elemento b del conjunto B que
la funcion f le asigna a cada elemento a del conjunto A se le denomina imagen vy se
escribe b= f(a).

- Todos los elementos del conjunto A tienen una imagen y solo una. Por lo tanto, no
puede haber elementos en A que no tengan imagen, pero tampoco puede haber
elementos que tengan mas de una imagen. Sin embargo, dos elementos distintos de A
pueden tener la misma imagen.

Analiticamente, la correspondencia anterior se escribe del modo siguiente:

f:A——>B
am f(a)

Por otra parte, la correspondencia entre los elementos de A y B puede ser de uno de
estos tres tipos:

- Inyectiva: Va,a’'e Alaza' = f(a)# f(a') (elementos distintos de A tienen
imagen distinta).

- Suprayectiva: Vbe B, Jae A/ f(a)=b (todos los elementos de B son imagen de
algun elemento de A).

- Biyectiva: cuando es inyectiva y suprayectiva a la vez.

1.1.- Funcion reciproca
La imagen reciproca de un elemento b € B se define del modo siguiente:

f(b)={ae Al f(a)=b}

Como se ha dicho en la definicion de funcidn, elementos distintos de A pueden tener la
misma imagen por lo tanto, si Ja,a’e Ala=za" vy f(a)=f(a')=b, entonces

f*(b)=ay f'(b)=a’.Deahique, engeneral, f™ noseauna funcion.

Sif es una funcion biyectiva, entonces tiene funcion reciproca,
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f':B——>A
definida de la siguiente forma:

a cada elemento b € B le asigna un tinico elemento a = f (b) talque b= f(a).
Sifesbiyectiva = VaeA y VbeB, f(f(a)=ay f(f'b))=b

NOTA: Es importante entender que f™ es un simbolo que representa la funcion
reciproca def. En ninglin caso se debe confundir con la expresion potencial de xponente

-1. Es decir:

X =1, pero f7(x) # 1
X

f(x)

1.2.- Funcion real de variable real

Si B=R (el conjunto de los niimeros reales), entonces a f se le denomina funcion real.
Si ademas también A=, entonces se dice que f es una funcion real de variable real.
En general, los elementos de A los representaremos mediante la letra x, y ésta sera la
variable de la funcion. Por su parte, para designar a los elementos de B usaremos la letra
y. Si los elementos y son la imagen de algin elemento x obtenida a través de f, lo
representaremos mediante y = f (x).

En muchas de las funciones reales de variable real que se utilizaran no todos los
numeros reales tendran imagen. Es decir, el conjunto origen no es todo R sino un
subconjunto de él. El conjunto donde la funcion f esta definida es el dominio de
definicion (D). Asi pues, de ahora en adelante, la notacion que usaremos sera la
siguiente:

f:DcR—>R
X = f(x)

1.3.- Operaciones entre funciones
Consideremos dos funciones reales de variable real,

f:DcR—>R 9g:D,cR—>R
X = f(x) X = g(x)

Las operaciones basicas entre ellas se definen del modo siguiente:
Suma: (fF+9)(x)=f(x)+9(x) vVxeD=D,ND,

Resta: (f-9)x)=f(x)—g(x) vxeD=D,ND,
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Producto: (f-9)X)=f(x)-9(x) vxeD=D,ND,

Producto poruna constante: (K- f)(x)=k- f(x) VvxeD=D, eta VkeR

Cociente: (f/9)(x)=f(x)/g(x) vxeD=DND,—{x/g(x)=0}
Composicion: (fog)(x)=f(g(x)) VxeD={xeD,/g(x)eD,}

1.4.- Grafica de una funcion
La representacion grafica de la funcion f :D c R——>R es el siguiente conjunto de
puntos del plano:

{(xy)eR* Iy =f(x)}

Se dice que la grafica de f es la curva del plano dada en forma explicita por la ecuacién
y=1(x), VxeD.

Si f es biyectiva y, por lo tanto, existe su funcion reciproca f =, entonces las graficas de

ambas funciones son dos curvas simétricas respecto de la bisectriz del primer
cuadrante.

2.- FUNCIONES ELEMENTALES

2.1.- Funcioén potencial
Para mostrar las caracteristicas fundamentales de la funcion potencial y = x* vamos a
diferenciar dos casos.

2.1.1.- Funciones potenciales con exponente racional.
y =x* donde a _P irreducible,y peZ,qeN.
q

Segun p y q sean pares o impares, tanto el dominio de esta funcion como los valores
gue tomara cambian. Asi pues, pueden aparecer los siguientes casos:

Sipygimpares = D=R (a<0=>D=R-{0})eyeR
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Sipimparygpar = D=[0,0) (a<0=D=(0,)) e y>0

vV A

y=x",0<ax<l

y=x",0<ax<l

X

A

v=x",a>1

~<.

Nota: La funcidon potencial y = \/; = x"2 (raiz cuadrada de x) esta incluida dentro de este

caso. Es decir, dado un numero real x>0, \/;zy>0 | y>=x. Asi pues,

JX>0 Vx>0.Elnameroreal x>0 también tiene una raiz cuadrada negativa, ~Jx.

Sipparygimpar = D=R (a<0=>D=R-{0}) e ye[0,)

VA

VA
1
1
1

/ '
\

y=x",a>1

~<
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2.1.2.- Funciones potenciales con exponente irracional.

y=x* donde a es un numero irracional. En este caso si a>0 = D =[0,oo) y Si

a<0 = D=(0,).
VA

y=x",0<ax<l

S~

2.2.- Funcién exponencial

VA

y=x",a>1

y=a*, donde a>0. Para estas funciones el dominio es D=R vy las imagenes

y € (0,0).

v=a,a>1

Las propiedades fundamentales de esta funcion son:

° ax+y — a.X . ay

X

° ax—y :%
o a’=1
. (ax)y =a"

2.3.- Funcién logaritmica

y=log,x < x=a’dondea>0ya=l.

Estas funciones estan definidas en D = (0,) ylasimagenes y e R.
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l\ yv=log, x,a>1

y=log, x=-log, x, a<l

Sia=e = y=log, X=Lx esellogaritmo neperiano (o natural).

YVva>0,a=l, yzlogax:% Vx>0
a

Las propiedades fundamentales del logaritmo neperiano son las siguientes:
e L1=0
e L(a-b)=L(a)+L(b) Vva,b>0

. L(%]:L(a)—L(b) va,b>0
« L(a")=b-L(a) va>0

2.4.- Funciones trigonométricas

Estas funciones son seno, coseno y tangente, y a cada numero real x le asignan las
razones trigonomeétricas del angulo de X radianes.

Los datos basicos sobre ellas son los siguientes:

y =sin X e y =co0s X son funciones periddicas de periodo 2, estandefinidasen D =R
y susimagenes y e[-1,1].
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y =sinx y = CO0S X

ro| 5

Por su parte, y=tanx es una funcion peridédica de periodo =, definida en

D= ]R—{x = %T vk e Z} y Cuyo conjunto imagenes R .

y = tan x

-1t/2 /2 T 3m/l2 2%

Ademas de éstas, también se definen las funciones cosecante, secante y cotangente:

1 1
y=CSCX=—" y=SeCX=— y =COotX=—
SIin X COS X fan x

Como las funciones trigonométricas no son biyectivas, para definir sus reciprocas se
tienen en cuenta las siguientes restricciones:
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. _ ju .
y=arcsinx (< x=siny, _ES ySE) y=arccosx (< x=cosy,0<y<r)
(arco seno) (arco coseno)
y
2 y
T
-1
1 T2
X
X
-T2 1 5 :

y=arctanx (< x=tany, —%< y<%)

(arco tangente)

/2

-T2

2.5.- Funciones hiperbdlicas
A las funciones de variable real definidas del modo siguiente se las denomina funciones
hiperbdlicas:

Seno hiperbélico: Shx = = _2e
Coseno hiperbdlico: Chx = € Ze
Tangente hiperbolica: Thx = Shx _e”—e -
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Las tres estan definidas entodo R vy su conjunto imagen es, respectivamente, R, [1, oo)
y(-11).

y = Shx y = Chx (Catenaria)

y =Thx

Y sus reciprocas:
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y=ArgShx < x=Shy 1

-3
y =ArgChx (< x=Chy, y>0) y=ArgThx < x=Thy
ar

¥

&

2.6.- Valor absoluto
Dado un numero real x, se denomina valor absoluto de x, y se escribe |x| al numero

definido como sigue:
Vx>0
|x|=/x? :{_i viso = max {X,—x}

Esta funcion cumple las siguientes propiedades:

. |x|>O VX #0

° |X|:0 < x=0

10
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. |x|<a & —a<x<a
o [xyl=[x]y]
¢ pervlshi

Nota: Tal y como se ha explicado al hablar de las funciones potenciales, x>0 vx>0.
Y esta idea coincide con la definicion que se acaba de dar. Tiene que quedar claro, por

tanto, que Vx® =x < x>0.Engeneral, sinembargo, Vx* =|X.

3.- EJEMPLOS
1.- Dada la funcion y = f(x) =2x+1, hallar su dominio, conjunto imagen y funcion
reciproca (si existe).

f:DcR—>R

donde D=R e yeR.
X B f(x)
Veamos que f es biyectiva:

v, X'eR/x#x = f(x)= f(X').Esdecir,fesinyectiva.

VyeR, 3xeR/ f(x)=y.Dehecho, y=2x+1< x= yT_l Luego, f es suprayectiva.

Por lo tanto, existe la funcion reciproca de f, definida como f (y) = yT_l

VY se verifican las siguientes igualdades:

FL(f(x)= f1(2x+1):$:x y f(FHy)= f(yT_ljzz'yT_l”:y

2.- Dada la funcién y = f (x) = x* +1, hallar su dominio, conjunto imagen y funcién
reciproca (si existe).

f:DcR—>R
X = f(x)

donde D=R.

f no es inyectiva:

para X=2 y X'=-2 = f(2)=4=1(-2). Enrealidad, vxeR = f(x)=1f(-x).

Luego, f no es biyectiva y, por tanto, A f .

11
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Mas aun, tal y como se ha definido arriba, si se analiza f como una funcionde R en R,
resulta que f tampoco es suprayectiva. Concretamente, si y <1= fo eR/f(x)=y.De

hecho, el conjunto imagen de f es [1,).

Side la ecuacion y = x* +1 se desea despejar x, se obtienen dos posibles valores:

K=y 1 v x=—y1

Siendo esto asi, para poder definir la funcion reciproca de f se debe tener en cuenta la
siguiente restriccion:

f :[0,00)—[1,0) = f:[1,00)—[0,0)
X Hy=f(X)=x*+1 y x=f7(y)=4y-1

Y en tal caso se verificaran las igualdades:

fAF())=f(x*+]) =Vx*+1-1= JIxE = | =%

F(12) = F(Jy=1)=(Jy—1) +1=y-1+1=y

En la representacion grafica, la reciprocidad se transforma en simetria:

A
¥ y=x'+1 y=x

3.- Tal y como se ha visto en la definicion, la funcion logaritmica es reciproca de la
funcion exponencial: y=Lx < x=e’ Vx>0.

Y sus graficas son simétricas respecto de la bisectriz del primer cuadrante:

12
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4.- Dadas las funciones f (x) =sinx y g(x) = x?, definir la composicion ente ambas.
Existen dos posibilidades:
(fog)()=f(g(0)=f(x*)=sin(x")
(9o f)(x) =9(f(x)) =g(sinx) =sin” x
Como se muestra en este ejemplo, en general, (f o g)(x) = (g f)(x).
5.- Demostrar que |x‘l| = |X|_1 Vx#0.
Nos valdremos de la propiedad |- y|=|X|-|y| para obtener el resultado:

1
X - —

_1 = |x‘1| =|x|'1
X

X

6.- Expresar las siguientes funciones como funciones definidas a trozos:

=|x|- e 1=|x =

1
X

1
X

a) y=[x-1

—|x ]4_ x-1 VX/x—lzo_ Xx-1 Vx>1
y= Cl1-x Wx/x—1<0 |1-x wvx<1

b) y:|x2—4|

5 x> -4 Vx/x*-4>0
y:|X _4|: 2 2
4-x° VxIx"-4<0

13
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y, x2—4=(x—2)(x+2){28 : iif:;oz_]z]u[zw)

X*—4 Vxe (—oo,—Z]U[Z,oo)

Luego, y = |X2 _4| - {4— x* Vxe[-2,2]

o y= |1—eX+3

y — |1_ ex+3

C1-e® wx/1-e° 20
P —1 vx/1-e**<0

V,1-e>0 o "<l o x+43<0 < x<-3

Luego, y = |1— e

~ 1-e" vx<-3
e -1 vx>-3

d) y = /(arcsin x)’
) —— . faresinx  wxe[01]
y_\/W_|arcsm X|—{_arcsinx vx e[-1,0]

e) y=y(Lx-2)’

Lx—2 Vx/Lx-2>0

= L—22:|—_2:
y=y(Lx-2)" =|Lx |{2—Lx Vx/Lx—2<0

VIx-2>0 < Lx=22 < x>é?

Lx—2 Vx>e?

Luego, y = (LX_2)2 =|I_)(_2|={2—Lx Vx/0< X < e?
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