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Fundamentos matematicos de la ingenieria ﬁ’

v E. Alonso, E. Arrospide, A. Berganza, M.B. Garcia, ).M. Gonzalez, A. Unzueta Universidad
del Pais Vasco

BLOQUE A-V: Espacio afin y métrico

EJERCICIO 1:

x+1
-1

Dadalarecta r:

y z-1
_ = I t P 1,1,1 .
[ =5 yelpunto (1L11)

a) Calcula la ecuacion del plano z que contiene a la recta r y pasa por el
punto P

b) Calcula la distancia entre el plano anterior ~ vy la recta

X=A1
S:qy=1+24 VAeR
z=1+34
X=24
) Calculaladistancia entre el plano anterior = ylarectat:{ y=—214 VieR
z=1-42
Solucion:

a) Primero se comprueba si el punto P(l,l,l)pertenece a la recta

X+1 z-1 . . .
r: — _y_z—2 sustituyendo sus coordenadas en la ecuacion continua de la

recta. Como el punto no satisface dicha ecuacion, es decir, 1l11 ;t%;t 1;21 se

concluye que el punto no pertenece a la recta.

Por otra parte, se calcula la ecuacion del plano con tres puntos no alineados o
con un punto y dos vectores linealmente independientes. En este caso se

considera el punto P. =(-1,0,1) de la recta y su vector director V =(-112),

considerando otro vector del plano W= PP, = (-2,-1,0).

El vector normal del plano fi_se calcula mediante el producto vectorial de los

vectores vV y w.
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El vector normal del plano es n_ =(2,—4, 3) y por lo tanto, la ecuacion implicita

del plano viene dada por la ecuacion: 7. 2x—4y+3z+D=0.

Como el punto P pertenece al plano satisface su ecuacion y de esta forma se
puede determinar el coeficiente D: 2—-4+3+D=0=D=1

Por lo tanto, la ecuacion del plano 7 que contiene al punto P alarecta r es
2X—4y+3z+1=0

.

\ /
7 [}

- gt

Figura 1. Representacion grafica del plano.

b) Se estudia la posicion relativa del plano 7 y larecta s. El vector director
X=A1
delarecta s:<y=1+21 VieR esV, =(12,3). Se calcula entonces el producto
z=1+34

escalar entre el vector director de la recta y el vector normal del plano:
VN, =12+2:(-4)+33=3#0

Los vectores no son perpendiculares entonces la recta y el plano se cortan. En
consecuencia, la distancia entre el plano y la recta es cero.
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Figura 2. Representacion grafica de la posicion relativa entre el plano vy la recta

X=24
) Se calcula la posicion relativa entre el plano 7 ylarectat:< y=—-21 VAieR.
z=1-42

El vector director de la recta es v, =(2,-2,—4). Mediante el producto escalar

determinamos dicha posicion relativa.
Vi, =22+(-2)(-4)+(-4)3=0= VL,

Los dos vectores son ortogonales, por lo tanto, o la recta y el plano son paralelos
0 la recta esta contenida en el plano. Para ello, se analiza si un punto de la recta

pertenece también al plano. Por ejemplo, R(0,0,l) es un punto de la recta que

no verifica la ecuacion del plano, ya que 3+1#0. Por lo tanto, la recta y el plano
son paralelos.

Para calcular la distancia entre el plano y |a recta basta calcular la distancia entre
cualquier punto de la recta y el plano. En este caso se calculara la distancia del
punto R al plano, es decir la distancia de Ra Q, siendo Q el punto de corte de la

recta que pasa por Ry es perpendicular al plano.

La ecuacion continua de larecta t'que pasa por Ry es perpendicular al plano es:

y _z-1
=}

4x+2y=0

Y sus ecuaciones implicitas son t":
3Xx—-2z2+2=0

Para determinar el punto de corte Q se resuelve el siguiente sistema de Gauss:
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2X—-4y+3z+1=0
4x+2y =0
3x-22+2=0

2 4 3 -1Nuewe(l -2 312 -1/2\nen2u(1 =2 3/2 =112 4 6
5

f—fy12 foe -3,
4 2 0 0| ~ |2 1 O 0 ~ |0 5 -3 1 ~
3 0 -2 =2 3 0 -2 =2 0 6 -13/2 -1/2
x—2y+37=_% =2
1 -2 3/2 -1/2 Yo ig
5 -3 1 = 5y-3z=1 = y:2—9
0 0 -29/10 -17/10 —29 _-17 17
10 10 25
-8 16 17
O=29°20'20 ,
Las coordenadas del punto son . Porlo tanto, la distancia sera la

norma del vector RQ:

8 16 12 -8Y (16 (12 4
R 2] -3 -5
29" 29" 29 29) "(29) "\29) V29 idades

Figura 3. Representacion grafica de la posicion relativa entre el plano y la recta
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EJERCICIO 2:

Dado el plano z;: 2x—y+2z=5:
a) Calcula la distancia entre el plano 7z, y el plano z,:x+y—-z=-2.

b) Calcula la distancia entre el plano 7z, y el plano z;:—2x+y—-2z=0.

Solucion:

a) Se analiza la posicion relativa entre planos mediante sus vectores normales.
n, = (2, -1, 2) 2 1 2
N = —#—#— = en este caso como los vectores normales no
n, = (11-1) 1 1 -1

son proporcionales z, y z, se cortany su distancia es nula.

Figura 4. Representacion grafica de la posicion relativa entre ambos planos

(cc) DS 5
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n,=(2-12) | 2 -1 2 ,
b) = —=—=— |os vectores normales son proporcionales,
., =(-21-2) -2 1
3
pero no son proporcionales los términos independientes, es decir, los planos son
paralelos. Para calcular [a distancia entre ellos, se elige un punto cualquiera de un

plano vy se calcula la distancia de ese punto al otro plano. El punto elegido es
P(0,0,0) que pertenece al plano z,. Se calcula la recta que pasa por el punto P

y tiene como vector director A, . La interseccion de dicha recta con el plano =,

es el punto Q y la distancia entre los dos planos es la norma del vector PQ.

. : . X z
Por lo tanto, la ecuacidon continua de dicha recta es r:E:lz— Yy sus

-1 2
ecuaciones implicitas son:

. Xx-2=0
“|x+2y=0

El punto de corte entre la recta y el plano 7, se obtiene resolviendo el sistema

Xx-2=0

x+2y=0 utilizando el método de Gauss.

2X—Yy+22=5

1 0 -1 0)ter-n(1 0 20y (1 0 -10) (1 0 -10
1 2 00| ~ |02 1 0/~1]0-1 45| ~ |0 -1 4 -5
2 -1 2 5 0 -1 4 5 0 2 1 0 0 0 9 10

Por lo tanto, la solucion del sistema es la solucidon de su sistema equivalente

x—=2=0
-y+4z=5
9z=10

De esta forma su soluciones:{y = — .
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El punto de corte es

S8 e RORCEOE
unidades.

=
99 y la distancia entre planos es

7

Figura 5. Representacion grafica de la posicion relativa entre ambos planos
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EJERCICIO 3:

X+y—-2=0

Dados el punto P(1,-2,-1), el plano z: 2x—2z=0 y la recta r:{ -
X—27=

a) Calcula el punto simétrico de P respecto al plano .

b) Calcula el punto simétrico de P respectoalarectar .

Solucion:

a) Se comprueba que el punto P(l,—2,—1)no pertenece al plano, es decir al

sustituir sus coordenadas en el plano no verifica su ecuacion, 2+2=0. A
continuacion, se calcula la proyeccion ortogonal de dicho punto en el plano. Para
ello, se construye la recta t perpendicular al plano que pasa por el punto P . El
vector director de la recta sera el vector normal del plano.

Por lo tanto, las ecuaciones paramétricas de la recta son:

X=1+21
t:s y=—2 VAieR
z=-1-24

A continuacion, se calcula el punto de corte entre la recta t y el plano =

2(1+22)-2(-1-22)=0= 1 =_71:>el punto de corte es Q =(0,-2,0)

Si P' es el punto simétrico del punto P verifica que Q es el punto medio del

. . . P+ .
segmento PP', es decir, se debe cumplir que =Q . Como consecuencia,

x=-1
1,-2,-1)+(x,vy,z
( )2( %2) _(0,-2,0)= y =2
z=1

Por lo tanto, el punto simétrico a P respecto al plano = es P'(—l, —2,1).

SIeicl



‘oman ta zabel zazu

v >

Universidad  Euskal Herriko
del Pais Vasco  Unibertsitatea

En la siguiente figura se puede apreciar el punto simétrico del punto P respecto
alarectar.

Figura 6. Representacion grafica del punto simétrico respecto al plano

b) Para calcular el punto simétrico de P(1,-2,—-1) respecto de la recta r, se
comprueba primero si el punto pertenece a la recta. Como dicho punto no
verifica la segunda ecuacion implicita de la recta, es decir, 1-2(-1) # 0, entonces

se deduce que el punto no pertenece a la recta. Para obtener el punto simétrico,
se empieza calculando la proyeccion ortogonal del punto sobre la recta. Para
ello, se construye el plano 7z, que es perpendicular a la recta que pasa por P . El

punto de corte entre plano y recta P 'sera dicha proyeccion ortogonal.

Comoelplano 7, es perpendicular ala recta, la ecuacion implicita del plano sera
7, :2x—y+z+D=0. Al pertenecer el punto P al plano, se puede determinar el

coeficiente D sustituyendo sus coordenadas en el plano. De esta forma se
obtiene 7, :2x—-y+2-3=0.

El punto de corte entre plano y recta se calcula resolviendo el sistema formado

X+y-z=0
por sus ecuaciones implicitas § x—-2z=0 mediante el sistema de Gauss.
2X-y+2=3
1 1 -1 O0\thet,-, (1 1 -1 0 1 1 -10 X+y—z=0
fo—fy—21, fyf—3f1,
1 0 20, ~ |0-1-10 ~ |0 -1 -10[=y-y-z=0
2 -1 1 3 0 -3 3 3 0O 0 6 3 6z=3
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x=1
Porlo tanto, la solucion del sistemaes: <y = _?1
1
1==
2

Procediendo de forma analoga al apartado anterior, la proyeccion ortogonal Q
+P'

sera el punto medio del segmento PP' es decir, > =Q
x=1
1,-2,-1)+(X,Y,z -
(L-2-1)+(xy.2) _ =3I y=1
2 2 2
z2=2

El punto simétrico de P respectoalarectasera P'(1,12).

Figura 7. Representacion grafica del punto simétrico respecto a la recta
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EJERCICIO 4:
Calcula la distancia entre las siguientes rectas:
. ) Xx=-1+44
a) rz%=y%=z y s={y=44 VieR
z2=1+2A
x-1 y-2
b r=——=-—"7—=1 t=x=y=z
) 5 5 y y
Solucion:

a) Se calcula la posicionrelativa entrelasrectas r y s.

Los vectores directores de r y s son respectivamente u=(2,2,1)y V=(4,4,2).
Como los vectores son proporcionales (Vv =20)y P=(1,2,0) er verificaque P¢s
entonces las rectas son paralelas.

Para calcular la distancia entre las dos rectas se construye el plano perpendicular

a larecta que pasa por P.

[Per=P=0120)
2| riz=d=n

o

Figura 8. Representacion grafica de la posicion relativa entre ambas rectas
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La ecuacion del plano 7 es:

2x+2y+z+D=0

Para determinar el coeficiente D, se sustituyen las coordenadas del punto P en
la ecuacion del plano porque como Per =2+4+D=0=D=-6

Entonces, 7=2x+2y+z—-6=0

Se calcula el punto de corte Q entrelarecta s yelplano r.

T=2X+2y+2-6=0

0= X=-1+44
Cls=ly=41 VieR
7=1+24

2(-1+42)+2(42)+(1+24)-6=0
—2+81+81+1+21-6=0

18/1=7:>ﬂ=1
18

Por lo tanto, las coordenadas del punto Q son:

28 5

X=-1+—=—

18 9
41
18 9
z:1+E:E
18 9

Entonces la distancia entre las dos rectas es la distancia entre los puntos P y Q:

4(r,5) =d(P.Q) =HP—QH=\/G)2 +[gj +(%j -2 nidades

b) Se calcula la posicion relativa entre lasrectas r y t .

Los vectores directores delas rectas r y t son respectivamente U0=(2,2,1) v
w=(111). Como los vectores no son proporcionales, las rectas o se cruzan o se
cortan. Para ello, se toma un punto P=(2,0) de la recta r y un punto
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F =(0,0,0) de la recta t. Si los vectores PF =(-1,-2,0), G y W son coplanarios,
las rectas se cortan, en caso contrario se cruzan. Para ello, se calcula el rango de

la matriz determinada por los tres vectores.

21 -1
hj2 1 -2|=3
110

*

-1
2 1 —2|=-2-2+41+4%0
0

Por lo tanto, las rectas se cruzan. Para calcular la distancia entre las dos rectas, se
determinan los puntos A y B tales que la recta que pase por dichos puntos es
perpendicularalasrectasr y t .

Figura 9. Representacion grafica de la posicion relativa entre ambas rectas

Q00

BY NC SA

13



‘oman ta zabel zazu

v >

Universidad  Euskal Herriko
del Pais Vasco  Unibertsitatea

Aer= A=(1+21,2+21,1)

Bet=B=(uu 1)
AB = (u—1-24,11—2-22, u—2)

AB LU= 2(u-1-22)+2(u—2-22)+(u—-A1)=0
2u—2-42+2u—-4-42+u-1=0
54—-91-6=0

AB LW=> (u—1-2A)+(u—2-22)+(u-A)=0
3u-51-3=0

{5;1—9/1—6 =0

Entonces resolvemos el sistema 3p—5A-3= O.
54-91-6=0=154-271-18=0
3u—51-3=0=>-154+251+15=0

:—21—3:0:1:%3
15 -3
=>3u+—=3=>u=—
H5 #=5

Por lo tanto, la distancia entre las dos rectas es la distancia entre los puntos Ay

5 ar.0=[a8]y A8=(1,-%.0)=[me]- /H:\g

Nota: Lasimagenes contenidas en este archivo han sido creadas por el equipo docente
de este curso y deberan utilizarse en los términos de la licencia Creative Commons
CCBY-NC-SA.
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