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EJERCICIOS DEL TEMA 2. PARAMETRIZACION DE CURVAS EN EL
ESPACIO

Ejercicio n°1

Enunciado

Sea la curva cerrada C = C; |J C, U C3 donde C; es un arco de circunferencia y C,, C3 son segmentos
de recta tal como se muestra en la siguiente imagen:

G

0=(0,0,0

X

Imagen 1. Curva C (imagen propia)
= a) Parametrice cada uno de los tramos de la curva C

= b) Represente graficamente la curva C

Resolucion

Remove ["Global™ x"] (» Borrado de variables utilizadas =x)
= a) Parametrice cada uno de los tramos de la curva C
s C; es el arco comprendido en el intervalo [—%, %] de una circunferencia de radio R=1vy
centro en el punto P = (0, 1, 1)

p={0,1, 1};R=1;

cl={x1=p[[1]] +RxCos[t], yl=p[[2]] +R*Sin[t], z1=1}

{Cos[t], 1+Sin[t], 1}

Solve[{x1=0, yl==2, z1=-1}, t]
s
{{taConditionalExpr‘ession{— +2mC[1], C[1] eZ] }}
2
Solve[{x1-=-0, y1==0, z1=-1}, t]
s

{{t - ConditionalExpr‘ession{—; +2mC[1], C[1] € Z] }}

20ee 1
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X(t)=  cos(t)
Ci=1{ YO= 1l+sen(®) te[—%, %]
z)= 1

= C; es el segmento del eje OZ comprendido en el intervalo z € [0, 1]

c2={x2=0,y2=0, z2=1t}

(0, 0, t)
Xt = 0
C,={Yb= 0 te[0 1]
zZ(t) = t

= C3 es el segmento de la recta que pasa por los puntos O=(0,0,00 v P,=(0,2,1)
comprendido entre ambos puntos

{o={0, 0, 0}, p2={0, 2, 1}};Vv3=p2-o0;

€3={x3=0[[1]] +Vv3[[1]]t, y3=0[[2]] +V3[[2]]t, 23=0[[3]] +V3[[3]] t}

(0, 2t, t}
xt)= 0
C:=4 Y= 2t te]0,1]
zh)= t

= b) Represente graficamente la curva C

= grafos de Cq, Cy, C3
gl = ParametricPlot3D[ {x1, y1, z1}, {t, -Pi/2, Pi/2}, PlotStyle » {Blue, Thick}];
g2 = ParametricPlot3D[ {x2, y2, z2}, {t, @, 1}, PlotStyle » {Blue, Thick}];
g3 = ParametricPlot3D[ {x3, y3, z3}, {t, 90, 1}, PlotStyle » {Blue, Thick}];
= vértices de la linea C
vert = {0, p2, pl= {0, 0, 1}};
cp = ListPointPlot3D[vert, PlotStyle - {Red, PointSize[Large]}];
= union de las graficas anteriores

Show[gl, g2, g3, cp, PlotRange » All, AxesLabel - {X, Y, Z}]

20ee :
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Ejercicio n°2

Enunciado

Se considera el cono recto: S= X2+ y? = 7

Parametrice y represente graficamente cada una de las siguientes curvas planas:
m a)S(\mdonden,=2=3
m b) S(\mydonder,=2=1+X

m c) S(\n3donde r3=2z= %(4+x)

Resolucidn

Remove ["Global™ "]

= Se trata de curvas conicas ya que se obtienen como la interseccién del cono Sy un plano

= Con la funcion ContourPlot3D se representan las superficies dadas para acompafiar,
posteriormente, las resoluciones analiticas con graficas

= cono recto: S= X2 +y?> =7

cono = Contour‘Plot3D[x2 + y2 = zz, {x, -5, 5},
{y, -5, 5}, {z, -5, 5}, Mesh - None, Contour‘Style-»Opacity[e.S]];

= plano: 1 =2=3

pa = ContourPlot3D[z == 3, {x, -5, 5}, {y, -5, 5}, {z, -5, 5}, Mesh > None, ContourStyle -» Opacity[0.25]];

mplano: 1y =z2=1+X

pb = ContourPlot3D[z =1 + x, {x, -5, 5}, {y, -5, 5}, {z, -5, 5}, Mesh - None, ContourStyle -» Opacity[0.25]];

= plano: 13 = z= %(4+X)

X
pc = Contour‘Plot3D[z =2+ —, {x, -5, 5},
2

{y, -5, 5}, {z, -5, 5}, Mesh - None, ContourStyle-»0pacity[0.25]];

= a) Sm m=z=3
= proyeccion ortogonal en el plano z=0
= eliminacion de la variable z
Eliminate[{x* + y* == 2%, z =3}, z] // Expand
9_ytox?
= cilindro proyectante: x>+ y? = 9

. XX+y?= 9
= curva proyeccion: (Cy),o = ,- 0

20ee
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= parametrizacién
X(t) = 3cos(t)
= de la curva de proyeccién: (Cp),o= 1 Y = 3sen(t) te [0, 2n]
z)= 0
{xa[t_] =3Cos[t], ya[t_] =3Sin[t]}

{3Cos[t], 3Sin[t]}

= de la conica, C;, dondez=3 YPe(C;:

za[t_] =3;

X(t) = 3cos(t)
Ca= 3 YO = 3sen(t) te[0, 27]
zt)= 3

= la conica es una circunferencia
= representacion grafica
Ca = ParametricPlot3D[{xa[t], ya[t], za[t]}, {t, ©, 2Pi}, PlotStyle - {Green, Thickness[0.015]}];

Show[cono, pa, pa, Ca, AspectRatio - Automatic]

s b)SOm=z=1+x

= proyeccidon ortogonal en el plano z=0
= eliminacion de la variable z
Eliminate[{x* + y? == 2%, z=1+x}, 2] // Expand

yZ::1+2x

= cilindro proyectante: y> —2x =1

{y2—2x= 1

z= 0

= curva proyeccion: (Cp),o

= parametrizacién

Xt = (t2-1)
= curva proyeccion: (Cp)o= | y(t) = t teR
zt)= 0

{xb[t_]1=1/2(t*2-1), yb[t_] =t}
1

{f (-1+1), t}

2

20ee
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= de la conica, Cy, tras obtener la coordenada z de la curva:

OCW2020: Parametrizacién y representacion grafica
de superficies construidas

zb[t_] =1+xb[t] // Simplify

1
- (1+1%)

2

Co

x(t) = (t2-1)/2
y@ = t
2= (t2+1)/2

teR

= la conica es una parabola

= representacion grafica

UCvV

Cb = ParametricPlot3D[{xb[t], yb[t], zb[t]}, {t, -4, 4}, PlotStyle- {Green, Thickness[0.015]}];

Show[cono, pb, Cb, AspectRatio - Automatic]

-5

5

0

-5
5

-qsmmzz=%m+m

= proyeccién ortogonal en el plano z=0

= eliminacion de la variable z

Eliminate[{x* +y? == 2%, 2=1/2 (4 +x) }, 2] // Expand

4y?==16+8x - 3 x>

m= Coe-F-FicientList[B*xz +4xy? _8xx - 16, (X, Y} ];

centro = {—

{;9}

(m[[2, 1]1]/2) "2
k=

mi[2, 111/2 m[[1, 2]]/2

m[[3, 1]]

}

m[[1, 3]]

(m{[1, 2]1/2)"2

k
I-F[m[[3, 1]] ==m[[1, 3]], radio = _ semiejes:{
m[[3, 1]]

{5

m[[3, 1]]

V3

}

+

m[[1, 3]]

-m[[1, 1]];

20ee
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(3
= cilindro proyectante: ——%- + > =1
(5) [L
\/?
42
ot
Eariak
= curva proyeccion: (Cg),o = 3 i]
proy (Ce)z-o [ﬁ
z= 0
= parametrizacion
_ 4.8
X(t)= 3+ 3cos()
= curva proyeccién: (Ce),o = | y(t) = 4sen(t)/\/§ te [0, 2]
Z(t) = 0
4 8 4
{xc[t_] = —+—Cos[t], yc[t_] = —sin[t]}
3 3

V3
4 8Cos[t] 4Sin[t]
{5~ : }
3

3 V3

= de la conica, C, tras obtener la coordenada z de la curva:

zc[t_]=1/2 (4 +xc[t]) // Simplify

4
— (2+Cos[t])
3

X(t)= 3+ 35cos()

Ce=\yt= 4sn@p/Js teR
ZO'= 42+cos(t)/3

= la conica es una elipse

= representacion grafica

U VvV

Cc = ParametricPlot3D[ {xc[t], yc[t], zc[t]}, {t, -4, 4}, PlotStyle- {Green, Thickness[©.015]}];

Show[cono, pc, Cc, AspectRatio - Automatic]

20ee
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Ejercicio n°3

Enunciado
X+y2+22= 1
Parametrice y represente graficamente la curva: C = 1\2 ¥ 1
X=>] +y°= =
(x-3) 3
Y 1.0
-1.0-0.50.0051.0 00 05 1.
1ope 1.0 =
[
05! 0.5
|
zo0o! 0.0}
3
_0'5‘* -05
-1.01*..0”
=190, -1.0
0506 ... 76)-5
0.5 o8
X 1.0
Imagen 2. Curva C (imagen propia)
Resolucién

Remove ["Global™ »"]

UCvV

= Haciendo uso de ContourPlot3D se representan las superficies cuya interseccion es la curva C

= esfera centrada en el origen y radio uno

es-F=Contour'Plot3D[xZ +yZ + 2% == , {x, -1, 1}, {y, -1, 1}, {z, -1, 1}, Mesh - False, Boxed - False,

AxesLabel -» {X, Y, Z}, ContourStyle -» {LightBlue, Opacity[0.7]}, AspectRatio- Automatic];

Xx=1

= cilindro circular recto de radio R = % y eje en e= { y=0

cil = ContourPlot3D[ (x-1/2)*+y*=1/4, {X, 0, 1}, {y, -1/2, 1/2}, {z, -1, 1}, Mesh - False,
Boxed - False, AxesLabel - {X, Y, Z}, ContourStyle - Opacity[©.5], AspectRatio- Automatic];

= unién de las graficas

gl = Show[esf, cil, PlotRange - Al1l, AspectRatio - Automatic]

/1.0

-1.0 //0.0 y
0.5 e /-05
00 “ae
X - 10 -1.0

= Proyeccidn ortogonal en el plano z=0

= eliminacion de la variable z

Eliminate[{x* +y? +2* =1, (x-1/2)?+y*=1/4}, 2] // Expand

y2::X—X2

20ee
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2
= cilindro proyectante: x> —x+y>=0= (X— %) +yY = %
1\? 1
X=-3| +y = 3
= curva proyeccién: (C), o= { ( 2) y 4
z= 0
= Parametrizacion
X(t)= F+3cos(t)
= curva proyeccion: (C)o = | y(t) = sen(t) /2 t e [0, 2n]
z(t) = 0

{X[t_1=1/2+1/2Cos[t], y[t_] =1/2Sin[t]}

1 Cos[t] Sin[t]

G )

= obtencion de la coordenada z de la curva C:

solve[x* +y? + 2* =1, z]

e A

X(t) = 2+ 32cos(h)

= rama positiva: | Cp = | y(t) = sen(t)/2 te [0, 2n7]
z(t)= sen(t/2)

11 1
2p[t_]=1-%2-y? /. {x—> — + —Cos[t], y-> —Sin[t]} // Simplify
2 2 2

sin -]’
2

X(t) = Z+3cos(t)

= rama negativa: | C, = | y(t) = sen(t) /2 te [0, 27]
z(t) = —sen(t/2)

11 1
[t_]=-\1-x2-y? /. {x—> —+—Cos[t], y->— Sin[t]} // Simplify
2 2 2

ek

= Representacion grafica
= plano de proyecciéon z=0

z0 = ContourPlot3D[z == 0, {Xx, 0, 1}, {y, -1, 1}, {z, -2, 2}, Mesh > False, Boxed - False,
AxesLabel -» {X, Y, Z}, ContourStyle -» Directive[Pink, Opacity[@.2], Specularity[White, 30]]1];

= proyeccion ortogonal (C),
proyz@ = ParametricPlot3D[{x[t], y[t], @}, {t, @, 2Pi}, PlotStyle-» {Red, Thickness[0.015]}];
= curva C

Cpos = ParametricPlot3D[{x[t], y[t], zp[t]}, {t, ©, 2Pi}, PlotStyle - {Green, Thickness[0.015]}];

20ee
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Cneg = ParametricPlot3D[{x[t], y[t], zn[t]}, {t, ©, 2Pi}, PlotStyle» {Green, Thickness[©.015]}];

Show[Cpos, Cneg]

00 05 10

1.0 ‘

\

0.5 :\

0.0
-05 "
; o
-1.0 7
0.5
0.0
-0.5

= curva C, junto con su proyeccidon ortogonal y el cilindro proyectante

Show[cil, z@, Cpos, Cneg, proyz@, AspectRatio - Automatic]

o

+0.5

= curva C, junto con la esfera y el cilindro

Show[cil, esf, Cpos, Cneg, PlotRange -» All, AspectRatio - Automatic]

Ejercicio n°4

Enunciado

La bdéveda de cafion es un elemento constructivo del romanico. Se erige concatenando de forma
longitudinal arcos de medio punto (semicircunferencias). Geométricamente, se trata de medio cilin-

dro circular.
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Imagen 3. Generacion del arco de medio punto (imagen propia)

La bdéveda de arista es el elemento arquitecténico del romanico que se usa para techar espacios
cuadrangulares. Resulta de intersectar ortogonalmente dos bdvedas de cafidon del mismo radio.

Imagen 4. Generacion de la bdveda de arista (imagen propia)

Parametrice y represente las lineas que definen los seis arcos de medio punto y las dos aristas de la
béveda si se quiere cubrir un espacio cuadrangular de 10 metros de lado.

Resolucién

Remove ["Global™ %" ]
= La bdveda resulta de la interseccion de dos superficies cilindricas.

= Se establece un sistema cartesiano de referencia tal que el plano OXY contiene los puntos de
arranque de los seis arcos, los ejes OX y QY coinciden con las proyecciones sobre OXY de las
aristas y el eje OZ es la recta vertical que pasa por la clave (dovela central).

= El radio de las circunferencias que generan los arcos de medio punto es: R=5m
r=5;

= Se establece una sola parametrizacion que define la base, X(t), y la altura de uno de los arcos,
Z(1) ; el resto de curvas se obtiene a partir de ella

{x[t_] =rcCos[t], z[t_] =rSin[t]}
{5Cos[t], 5Sin[t]}
= Se representa en el plano uno de los arcos

ParametricPlot[{{x[t], z[t]}}, {t, @, Pi}, PlotStyle » {Brown, Thick}]

[P CERA NN

-4 -2 2 4
= Ahora hay que representar en el espacio ese tipo de arcos:

= arcos en los muros, son paralelos y distan 10 metros (se trazan en los planos
y=-5m, y=5m)

OO 10
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arcl =
ParametricPlot3D[ {{x[t], -5, z[t]}, {x[t], 5, z[t]}}, {t, @, Pi}, PlotStyle- {Brown, Brown, Thick}]

= arcos en la nave, son paralelos y distan 10 metros (se trazan en los planos X = -5m, x=5m)

arc2 =
ParametricPlot3D[{{-5, x[t], z[t]}, {5, x[t], z[t]}}, {t, @, Pi}, PlotStyle- {Brown, Brown, Thick}]

5
= representacion conjunta de estos cuatro arcos

Show[arcl, arc2, PlotRange » All, Boxed » True, Axes - True]

5

= arcos cruzados (ubicados en los planos X=-Yy, X=Y)
arc3 = ParametricPlot3D[ {x[t], x[t], z[t]}, {t, @, Pi}, PlotStyle - {Brown, Brown, Thick}];
arc4 = ParametricPlot3D[{x[t], -x[t], z[t]}, {t, @, Pi}, PlotStyle- {Brown, Brown, Thick}];
= Representacion de las aristas

aristas =
ParametricPlot3D[{{t, @, z[Pi/2]}, {O, t, z[Pi/2]}}, {t, -5, 5}, PlotStyle > {Brown, Brown, Thick}];

= Representacion grafica de todo el conjunto de arcos y aristas

Show[arcl, arc2, arc3, arc4, aristas, PlotRange -» All, Boxed -» False, Axes - False]

OO 11
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Ejercicio n°5

Enunciado
Parametrice y represente graficamente cada una de las siguientes hélices Y t € [0, 4r]:

X(t) = V2 cos(t)

ma)Hi= 1y = V2 sen(p)
z(t) = t

x(t) = V2 cos(2t)
=b)H,= y) = V2 sen(2t)
z(t) = t

X(t) = \/? cos(t)

sC)H3={ Yy = —v2 sen(t)
z(t) = t

Resolucion
Remove ["Global™ %"]
= Con ContourPlot3D se representa la superficie cilindrica, las hélices se trazardn sobre el cilindro
= Se trata de un cilindro recto de radio: R= \/7

cil = ContourPlot3D[x2 sy’ =2, {x, -\/?, \/?}, {y, -\/?, \/?}, {z, @, 4Pi}, Mesh - False,

Boxed -» False, Axes - False, ContourStyle - {LightGray, Opacity[@0.7]}, AspectRatio - Automatic];

x(t) = V2 cos(t)

ma)Hi= Yy = 2 sen(p)
z(t) = t

= parametrizacion

hi= {\/?Cos[t], \/?Sin[t], t};
= representacion grafica
= cuandot € [0, 2]
H11 = ParametricPlot3D[h1, {t, @, 2Pi}, PlotStyle -» {Green, Thickness[0.015]}];
= cuandot e [2n, 47

H12 = ParametricPlot3D[h1, {t, 2Pi, 4Pi}, PlotStyle » {Blue, Thickness[0.015]}];

Show[cil, H11, H12, PlotRange » All]

@l 12
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= la hélice H; da una vuelta alrededor del cilindro cada 2r radianes
= paso de la hélice Hy: p1=2nx

inic=hl1/.t-0
(2,00)

Solve[{h1[[1]] = inic[[1]], h1[[2]] =dinic[[2]]}, t]

{{t > ConditionalExpression[2C[1], C[1] €Z]}}

x(t) = V2 cos(2t)

=b)H2= 1 Yy = 2 sen(2t)
z(t) = t

= parametrizacion

h2={'\/2 Cos[2t], /2 Sin[2t], t}
{«/2 Cos[2t], A/2 Sin[2t], t}
= representacion grafica
= cuandot € [0, 2]
H21 = ParametricPlot3D[h2, {t, @, 2Pi}, PlotStyle -» {Green, Thickness[0.015]}];
= cuandot e [2n, 47
H22 = ParametricPlot3D[h2, {t, 2Pi, 4Pi}, PlotStyle » {Blue, Thickness[0.015]}];

Show[cil, H21, H22, PlotRange » All]

g/
= |a hélice H, da dos vuelta alrededor del cilindro cada 2r radianes

= paso de la hélice Hy: p,=n

inic=h2/.t->0
(2.0 9]

Solve[{h2[[1]] = inic[[1]], h2[[2]] = inic[[2]]}, t]

{{t > ConditionalExpression[nC[1], C[1] €Z]}}

X(t) = V2 cos(t)

=) Hs={ YO = —+/2 sen(t)
z(t) = t

= parametrizacion

h3={\/?Cos[t], 2 sin[t], t};

@l 13
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= representacion grafica
= cuandot € [0, 2]
H31 = ParametricPlot3D[h3, {t, @, 2Pi}, PlotStyle » {Red, Thickness[0.015]}];
= cuandot e [2n, 47

H32 = ParametricPlot3D[h3, {t, 2Pi, 4Pi}, PlotStyle » {Purple, Thickness[0.015]}];

Show[cil, H31, H32, PlotRange » All]

= la hélice Hz da una vuelta alrededor del cilindro cada 27 radianes aunque invierte el sentido
del giro respecto de H;

= paso de la hélice Hz: p3=2n

Ejercicio n°6

Enunciado

Parametrice y represente graficamente cada una de las siguientes hélices:
xt)= 2@t -2nm)-cos(t)/(2n)

yt)= 2(t-2n)-sen(t)/(2n)

z(t) = 4t/2n)

=a)H;

X(t)= 2(t-2nm)-cos(2t)/(2n)
sb)H, =3 YO = 2(t-2n)-sen(2t)/(2n)
z(t) = 4(t/2m)
X(t)= 2(t-2n)-cos(3t)/(2n)
sc)H;=<{ YO = 2(t-2m)-sen@t)/(2n)
z(t) = 4(t/2n)

Resolucidn

Remove ["Global™ %"]

= Con la funciéon ContourPlot3D se representa la superficie conica, las hélices se trazaran sobre el
cono

= Se trata de la mitad negativa de un cono recto de radio en la base R= 2 y altura h = 4; el vértice
se sitta en V = (0, 0, 4) para que la base se encuentre en el plano z= 0 (cota 0)

(z-4)?

con = ContourPlot3D[x2 +yr = , {x, -4, 4}, {y, -4, 4}, {z, 0, 4}, Mesh » False, Boxed - False,

Axes - False, ContourStyle -» {LightGray, Opacity[0.7]}, AspectRatio- Automatic];
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Xt)= 2@ -2n)-cos(t)/(2n)
ma)H; = Y= 2(t-2n)-sen(t)/(2n)
z(t) = 4(t/2n)

= parametrizacion
hl= {2 (t-2Pi) Cos[t]/ (2Pi), 2 (t-2Pi) Sin[t]/ (2Pi), 4t/ (2Pi)};
= representacion grafica
= cuando t € [0, 27]

H11 = ParametricPlot3D[h1, {t, @, 2Pi}, PlotStyle » {Green, Thickness[0.9015]}];

Show[con, H11, PlotRange -» All]

= la hélice H; da una vuelta alrededor del cilindro cada 2r radianes
X(t)y= 2@t -2n)-cos(2t)/(2n)

mb)H,={ YO = 2(t-2m)-sen(2t)/(2n)
z(t) = 4(t/2nm)

= parametrizacion
h2 = {2 (t-2Pi) Cos[2t] / (2Pi), 2 (t-2Pi) Sin[2t]/ (2Pi), 4t/ (2Pi)};
= representacion grafica
= cuando t € [0, 7]
H21 = ParametricPlot3D[h2, {t, ©, Pi}, PlotStyle -» {Green, Thickness[0.015]}];
= cuandot € [, 27]

H22 = ParametricPlot3D[h2, {t, Pi, 2Pi}, PlotStyle -» {Blue, Thickness[0.9015]}];

Show[con, H21, H22, PlotRange -» All]
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X({t)= 2(t-2n)-cos(3t)/(2n)
sc)Hz;=<{ YO = 2(t-2nm)-sen@t)/(2n)
zZ(t) = 4(t/2n)

= parametrizacion
h3 = {2 (t-2Pi) Cos[3t]/ (2Pi), 2 (t-2Pi) Sin[3t]/ (2Pi), 4t/ (2Pi)};
= representacion grafica
= cuandot e [O, 2?”

H31 = ParametricPlot3D[h3, {t, @, 2Pi/3}, PlotStyle » {Green, Thickness[0.015]}];

27 4n
-cuandote[3, 3

H32 = ParametricPlot3D[h3, {t, 2Pi/3, 4Pi/ 3}, PlotStyle - {Blue, Thickness[0.015]}];
4
= cuandot e [?ﬂ 27r]
H33 = ParametricPlot3D[h3, {t, 4Pi/3, 2Pi}, PlotStyle » {Red, Thickness[0.015]}];

Show[con, H31, H32, H33, PlotRange » All]
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