eman ta zabal zazu

>l

Universidad Euskal Herriko
del Pais Vasco Unibertsitatea

Ejercicios resueltos

OCW 2020: Parametrizacion y
representacion grdfica de superficies
construidas

Tema 1. Parametrizacion de curvas en el
plano

Equipo docente del curso
Martin Yagtie, Luis
Barrallo Calonge, Javier
Soto Merino, Juan Carlos
Lecubarri Alonso, Inmaculada

Departamento de Matematica Aplicada -
Escuela de Ingenieria de Bilbao, Edificio II-I (EIB/BIE) V. VV
ETS de Arquitectura de Donostia-San Sebastian (ETSASS/DAGET)



eman ta zabal zazu

ﬁ’ OCW2020: Parametrizacién y representacion grafica - ‘
de superficies construidas VS VY

Universidad ~ Euskal Herriko
del Pais Vasco Unibertsitatea

EJERCICIOS DEL TEMA 1. PARAMETRIZACION DE CURVAS PLANAS

Ejercicio n°1

Enunciado

Sea la curva cerrada C = C; |J C, U C3 donde C; es un arco de circunferencia y C,, C3 son segmentos
de recta tal como se muestra en la siguiente imagen:

Imagen 1. Curva C (imagen propia)

= a) Parametrice cada uno de los tramos de la curva C

= b) Represente graficamente la curva C

Resolucion

Remove ["Global™ x"] (» Borrado de variables utilizadas =x)

= a) Parametrice cada uno de los tramos de la curva C

= C; es el arco comprendido en el intervalo [37” 27r] de una circunferencia de radio R=1y
centro en el punto P = (-1, 1)
p=1{-1, 1};R=1;
{x1=p[[1]] +RxCos[t], yl=p[[2]] +R»Sin[t]}

{-1+Cos[t], 1+Sin[t]}

27T]Q[R

B X({) = —1+cos(t) 3
1= { yt) = 1+sen() e[?*

= C; es el segmento del eje OX comprendido en el intervalo X € [-1, 1]

{x2=t, y2=0}

{t, e}

X(D) =t
cz={y(t)=0 Vte[-1, 1] cR

= C3 es el segmento de la recta que pasa por los puntos Q1 =(1,0) y Q2 = (0, 1) comprendido
entre ambos puntos
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{q1= {1, @}, q2= {0, 1}}; v3 = q2 - q1;

{x3=q1[[1]] +Vv3[[1]]t, y3=ql[[2]] +V3[[2]] 1}

{1-t, t}

x(t)y= 1-t
35{ Yte]O0, 1] cR

y =t

= b) Represente graficamente la curva C

= grafos de Cq, Cy, C3
cl = ParametricPlot[ {x1, y1}, {t, 3Pi/2, 2Pi}, PlotStyle -» {Blue, Thick}];
c2 = ParametricPlot[ {x2, y2}, {t, -1, 1}, PlotStyle - {Blue, Thick}];
c3 = ParametricPlot[ {x3, y3}, {t, 0, 1}, PlotStyle - {Blue, Thick}];
= vértices de la linea C
vert = {q1, q2, q3 = {-1, @} };
cp = ListPlot[vert, PlotStyle - {Red, PointSize[Large]}];
= union de las graficas anteriores

Show[cl, c2, c3, cp, PlotRange -» Al1, Ticks - {{-1, 0, 1}, {1}}]

1

Ejercicio n°2

Enunciado

Se denomina astroide a la hipocicloide en la que longitud del radio de la circunferencia directriz es
cuatro veces la longitud del radio de la circunferencia generatriz.

Se considera una astroide en la que el radio de la circunferencia generatriz esr = 0.5m.
= a) Parametrice la curva
= b) Trace el grafo correspondiente

= c) Obtenga la ecuacion cartesiana implicita de la astroide

Resolucién

Remove ["Global™ %" ]
= a) Parametrice la curva
= definicion del radio dado y de la constante de proporcionalidad entre los radios

r=0.5;k=4;
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= ecuaciones paramétricas
{xa=r (k-1) Cos[t] +rxCos[(k-1) t], ya=r (k-1) Sin[t] -r*Sin[(k-1) t]}

{1.5Cos[t] +©.5Cos[3t], 1.5Sin[t] - 08.5Sin[3t]}

B X(t) = 1.5cos(t) + 0.5cos(3t1)

= b) Trace el grafo correspondiente

ParametricPlot[{xa, ya}, {t, 0, 2Pi}, PlotStyle - {Blue, Thick}]

= c) Obtenga la ecuacidn cartesiana implicita de la astroide

= |la funcidn Eliminate no puede eliminar el pardmetro tal como indica en el correspondiente
mensaje (se ha omitido la salida)

Eliminate[{x==r (k-1) Cos[t] +rxCos[(k-1) t], y==r (k-1) Sin[t] -r*Sin[(k-1) t]}, t]
Eliminate: Inverse functions are being used by Eliminate, so some solutions may not be found; use Reduce for complete
solution information.

= pueden simplificarse las ecuaciones paramétricas usando las siguientes igualdades
trigonométricas

{cos (3t) = 4 cos? (t) — 3cos(t)
sen (3t) = 3sen (t) — 4sen® (1)

ecs = {x==1.5Cos[t] +0.5Cos[3t] /.Cos[3t] » (4Cos[t]”*3-3Cos[t]),
y==1.5Sin[t] -0.5Sin[3t] /.Sin[3t] » (-4Sin[t] "3 +3Sin[t])} // Simplify

{x=2.Cos[t])?, y=2.5in[t]?}

= obsérvese que se tiene otra parametrizacién de la astroide

c={x(t) =208 0o

Ly =2sen®(t)

ParametricPlot[{2Cos[t]?, 25in[t]®}, {t, @, 2Pi}, PlotStyle - {Blue, Thick}]
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. 2
= sumando ambas variables elevadas a §:

2

C=xit+yi=25=vV4

Ejercicio n°3

Enunciado

Las epicicloides son curvas generadas por un punto fijo de una circunferencia (generatriz) de radio r
que gira sin deslizar por la parte externa de otra circunferencia fija (directriz) de radio R, siendo
R>r.

Se considera una circunferencia generatriz cuyo radio esr = 0.5m.
Parametrice y represente graficamente los siguientes tipos de epicicloide:
= a) Cardioide

= b) Nefroide

Resolucion
Remove ["Global™ %" ]

= Ecuaciones paramétricas de las epicicloides denotando kz?R la razén entre los radios de las
cirunferencias directriz y generatriz:
x(t) =r((k+1)cos(t)—r-cos((k+1)t)
{y(t) =r(k+Dsent)—r-sen((k+1)t)

Vtel0 2n]cR

= a) Cardioide

= realizando una sencilla busqueda de informacion se tiene que, en esta curva, k =1
r=0.5;k=1;

= ecuaciones parameétricas
{xc=r (k+1) Cos[t] -rxCos[(k+1) t], yc=r (k+1) Sin[t] -r*Sin[(k+1) t]}

{1.Cos[t] -@.5C0os[2t], 1.Sin[t] -0.55in[2t]}

C

1) = t)-05 2t
{x() cos(t) cos(2t) vte [0 24]

y(t) = sen(t) - 0.5sen(21)

= representacion grafica

ParametricPlot[ {xc, yc}, {t, 0, 2Pi}, PlotStyle - {Blue, Thick}]

-5 -10 -05
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= b) Nefroide

= realizando una sencilla busqueda de informacion se tiene que, en esta curva, K = 2

r=0.5; k=2;
= ecuaciones parameétricas

{xn=r (k+1) Cos[t] -rxCos[(k+1) t], yn=r (k+1) Sin[t] -r*Sin[(k+1) t]}

{1.5Cos[t] -©.5Cos[3t], 1.5Sin[t] -08.5Sin[3t]}

t)=15 t)- 0.5 3t
{x() cos(t) cos(3t) Ve [0, 2x]

y(t) = 1.5sen(t) — 0.5sen (3t)

= representacion grafica

ParametricPlot[ {xn, yn}, {t, @, 2Pi}, PlotStyle - {Blue, Thick}]

Ejercicio n°4

Enunciado

Utilizando la funcién CoefficientList y el procedimiento descrito en el Material de estudio del
tema 1, obtenga la ecuacion candnica y parametrice las siguientes curvas:

= a)2x-x¥-2y?-9y-1=0
= b) ¥ +y?> +6x —48y-859=0

Represéntelas graficamente.

Resolucién
Remove ["Global™ %" ]
= a)2x-x¥-2y?-9y-1=0
= extraccién de coeficientes de la expresidén general
m= CoefficientList[Z x-x2 -2 y2-9xy -1, (X, y)]
{{-1, -9, -2}, {2, 0, 0}, {-1, 0, 0}}
= coordenadas del centro

m{[2, 1]1/2 m[[1, 2]]/2

centro = {—

[ *;}

mi[3, 111 m[[1, 3]] }
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= valor de K

(m[[2, 111/2)~2  (m[[1, 2]]/2) "2
k= + -m[[1, 1]11;
mi[3, 11] mi[1, 3]]

= como A + C, se trata de una elipse con lo que se obtienen los semiejes

k k k
I-F[m[[s, 1]] ==m[[1, 3]], radio = _, semiejes:{ B }]
m[[3, 1]] m[[3, 1]] m[[1, 3]]
(—. 1)

, =
2+/2 4
= ecuacion canonica y su correspondiente parametrizacion:

) ™ xt) =1+ - cos(t)
ez(X;—l)z+(y:;)=l=> ez{ 2‘/? Vte]0 2n] CcR
(=) @ YO = 3+ (-1+sen(v)

= representacion grafica

{xe = centro[[1]] + semiejes[[1]] *Cos[t], ye = centro[[2]] + semiejes[[2]] *Sin[t]}
9Cos[t] 9 9Sin[t]

{1+7, 7—+7}

22 4 4
cent = ListPlot[{centro}, PlotStyle- {Red, PointSize[Medium]}];

ejel = ParametricPlot[{centro[[1]] +t, centro[[2]]},
{t, -semiejes[[1]], semiejes[[1]]}, AxesLabel » {x, y}, PlotStyle » {Green, Thin, Dashed}];

eje2 = ParametricPlot[{centro[[1]], centro[[2]] + t},
{t, -semiejes[[2]], semiejes[[2]]}, AxesLabel » {x, y}, PlotStyle » {Green, Thin, Dashed}];

elipse = ParametricPlot[{xe, ye}, {t, 0, 2Pi}, AxesLabel » {x, y}, PlotStyle » {Blue, Thick}];

show[elipse, cent, ejel, eje2, Ticks - {{1-9/ (2 \/?], 1, 1+9/ (2 \/?]}, (-9/4, —18/4}}]

Remove ["Global™ %"]

= b) ¥ +y? +6x —48y-859=0

= extraccidn de coeficientes de la expresidn general

m= Coe-F-FicientLis'l:[x2 +y? +6x -48 y - 859, {X, y}]

{{’859; ’481 1}; {61 0, 0}: {:I‘J 0: 0}}

= coordenadas del centro
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m[[2,1]]1/2 m[[1,2]]/2
centro = {— y - }
m[[3, 1]] m[[1, 3]]
{-3, 24}
= valor de K
(m[[2, 1]1]/2)"2 (m[[1, 2]]/2)"2
k= + -m[[1, 1]]1;

m[[3, 1]] m[[1, 3]]

= como A = C, se trata de una circunferencia con lo que se calcula su radio

I-F[m[[s, 1]] ==m[[1, 3]], radio = ; , semiejes = {\/ « N \/ ) }]

m[[3, 1]] m[[3, 1]] m[[1, 3]]

38

= ecuacion candnica y su correspondiente parametrizacién:

t)=-3+38- t
{X() § cos(® Vtel0, 27]CcR

_ 2 _ 2 _ 2 =
€= (X437 +(y-29"=38" = €= | )~ 24438 sen (1)

= representacion grafica
{xc = centro[[1]] + radio*xCos[t], yc = centro[[2]] + radio*Sin[t]}

{-3+38Cos[t], 24 + 38Sin[t]}

cent = ListPlot[{centro}, PlotStyle- {Red, PointSize[Medium]}];

rad = ParametricPlot[{centro[[1]] +t, centro[[2]] + t},
{t, 0, 26.87}, AxesLabel -» {x, y}, PlotStyle » {Green, Thin, Dashed}];

circ = ParametricPlot[ {xc, yc}, {t, @, 2Pi}, AxesLabel - {x, y},
PlotStyle -» {Blue, Thick}, Ticks -» {{-3, -3 + 38}, {24, 24+ 38}}];

Show[circ, cent, rad]

y

N

Ejercicio n°5

Enunciado

Se denomina vesica piscis a la figura plana limitada entre los arcos de dos circunferencias trazadas
de forma que cada una de ellas pasa por el centro de la otra siendo la longitud del radio de ambas,
evidentemente, la distancia entre sus centros.

La importancia de esta figura radica en su amplio uso en la iconografia sagrada cristiana y en servir
de referencia en la arquitectura gdtica. El arco apuntado equilatero se corresponde con la curva
superior de la vesica piscis.
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Imagen 2. Vesica piscis y su generacion (imagen propia)

Genere una vesica piscis.

Resolucidn

Remove ["Global™ %"]

= En primer lugar, se establece un sistema cartesiano de referencia con origen en el centro de una
de las circunferencias; por ejemplo, A = (0, 0)

= Se establece la unidad como radio de ambas circunferencias R=1
= Por lo tanto, el centro de la segunda circunferencia se encuentra en el punto B = (1, 0)
= Ecuaciones implicitas de ambas circunferencias:
Ci=xX+y’=1 Vxe[-1,1]
Co=(Xx-12+y?’=1 ¥ xe|[0,2]
= Parametrizacion de las circunferencias:

X(t) = cos(t) X(t) = 1+ cos(t)
1:{y(t)=sen(t) Ytel0 2n] CZ:{y(t): sen(t) Ytel0 2]

= La vesica piscis estda comprendida entre los puntos de interseccion de las circunferencias
= Calculo de los puntos de intersecciéon, C, () C.:
Solve[{x"2+y”"2==1, (Xx-1)"2+y”*2==1}, {X, Y}]

1 V3 1 V3
A

= Parametrizacién del arco de C; que delimita la vesica piscis

= obtencidn de los valores del parametro t entre los que esta limitado

Solve[{Cos[t] =1/2, Sin[t] = -\/?/ 2}, t]
JT

Ht > ConditionalExpr‘ession[—; +27C[1], C[1] e Z] }}

Solve[{Cos[t] =1/2, Sin[t] = \/?/ z}, t]

{{t - ConditionalExpr‘ession{g +2mC[1], C[1] € Z] H

= los sistemas planteados presentan infinitas soluciones, una por cada vuelta de circunferencia

= se escogen dos valores del paréametro que delimitan el arco

x(t) = cos (1) -
c={y_ sy V1153

= entonces:

20ee g
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de superficies construidas

= Parametrizacién del arco de C, que delimita la vesica piscis

= obtencién de los valores del parametro t entre los que esta limitado

Solve[{1+Cos[t] =1/2, Sin[t] = -\/?/ 2}, t]

27

{{t - ConditionalExpr‘ession{—— +2mC[1], C[1] € Z] }}

3

Solve[{1+Cos[t] =1/2, Sin[t] = \/?/ 2}, t]

27

{{t - ConditionalExpr‘ession{— +2mC[1], C[1] € Z] }}

3

A .
VS VY

= |os sistemas planteados presentan infinitas soluciones, una por cada vuelta de circunferencia

= se escogen dos valores del pardmetro que delimitan el arco

X(1) =
= entonces: | C, = { y(t) =

1+ cos(t) c [2_n 4_ﬂ]
3" 3

sen (t)

= representacion grafica

C1={Cos[t], Sin[t]}; C2= {1+ Cos[t], Sin[t]};

arcol = ParametricPlot[C1, {t, -Pi/3, Pi/3}, Axes -» None, PlotStyle » {Thickness[0.02]}];

arco2 = ParametricPlot[C2, {t, 2Pi/3, 4Pi/3}, Axes -» None, PlotStyle » {Thickness[0.02]}];

vesica = Show[arcol, arco2, PlotRange -» All]

= Insercidén de un tridngulo equildtero en la parte superior del vesica piscis

vértices = {{a, e}, {1, 0}, {1/2, \/?/ z}};

triang = Graphics[ {EdgeForm[Thick], LightBlue, Triangle[vértices]}];

puntos = ListPlot[vértices, PlotStyle- {Red, PointSize[Large]}];

Show[vesica, triang, puntos]
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