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CAPITULO XVI. FACTORIZACION DIRECTA DE MATRICES

1. INTRODUCCION Y METODO

La discusion centrada alrededor del Teorema XIII.6 se refirié a la factorizacion de
una matriz A en términos de una matriz triangular inferior L y de una matriz triangular
superior U. Esta factorizacion existe cuando se puede resolver de manera tnica el sistema
lineal A x = b por eliminacién Gaussiana sin intercambios de filas o columnas. El sistema
L U x = A x = b puede transformarse entonces en el sistema U x = L~! b y como U es
triangular superior, se puede aplicar una sustitucién hacia atrds. Atun cuando las formas
especificas de L y U se pueden obtener del proceso de eliminacién Gaussiana, es deseable
encontrar un método mas directo para su determinacién, para que, si fuera necesaria la
solucién de varios sistemas usando A, sélo se necesitaria realizar una sustitucion hacia
adelante y otra hacia atras. Para ilustrar un procedimiento para calcular los elementos

de estas matrices, consideremos un ejemplo.

Ejemplo 1.
Considere la matriz estrictamente dominante diagonalmente de 4 x 4:

6 2 1 -1

2 4 1 0

1 1 4 -1

-1 0 -1 3

Los Teoremas XIII.6 y XIII.8 garantizan que A se puede factorizar en la forma A = L U,
donde:

A—

L1 0 0 O Ul U2 U3 U4

log loa 0 O 0 w2 wu2z U4
I — U=

[31 l32 l33 O Y 0 0 w3z wus4

lyn lao lag laa 0 0 0 uaq

Los 16 elementos conocidos de A se pueden usar para determinar parcialmente los diez
elementos desconocidos de L y el mismo ntimero de U. Sin embargo si el procedimiento
nos debe llevar a una solucién tunica, se necesitan cuatro condiciones adicionales para los
elementos de L y de U. El método a usar en este ejemplo consiste en requerir arbitra-
riamente que l11; = log = I33 = l44 = 1, y se conoce como el método de Doolittle. Mas
adelante en este capitulo, se consideraran métodos que requieren que todos los elementos
de la diagonal de U sean uno (método de Crout) y que l;; = u;; para cada valor de ¢
(método de Choleski).
La parte de la multiplicaciéon de L con U,

1 0 0 0 U1 U112 U113 U4
LU= log 1 0 O 0 uz w2z wog | _
l31 l32 1 0 0 0 wuzz uss
l41 l42 l43 1 0 0 0 U44
a1 @12 ... Qin
_ | @21 a22 ... d2qn — A,
n1 Gn2 ... Qnn
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que determina la primera fila de A, da lugar a las cuatro ecuaciones
uir =6, we2=2, wz=1, wuy=-1.

La parte de la multiplicaciéon de L con U que determina los elementos restantes de la

primera columna de A da las ecuaciones

loruin =2, l3runn=1, Iy un=-1,
y entonces
1 1 1
21 3 31 6’ 41 6

Hasta aqui las matrices L y U asumen la forma:

1 0 0 O 6 2 1 -1

o 1/3 1 0 0 . 0 U292 U223 U4
L= 1/6 l3o 1 0 y U= 0 0 wuszz wus
—1/6 l42 l43 1 0 0 0 U444

La parte de la multiplicacién que determina los elementos restantes en la segunda fila de
A lleva a las ecuaciones

l21U12+U22=§+U22:47
l21u13+u23=§+u23=1,
l21U14+U24:—§+U24:0,
asi que
10 2 1
Ugg = — , Uz = — , Uy = — ;
22 3 28 = 3 24 = 3

y la que determina los elementos restantes de la segunda columna de A da

2 10
[ [ =+ —l3=1
31 U12 + (32 U22 6+ 3 (32 ;
2 10
[ [ = ——+4+ — =0
41 U12 + 32 U22 6 + 3 42 ;
asi que
[ _ ! lyo = L
32 = ¢ 2= 5
Ahora las matrices L y U tienen la forma:
1 0 0 O 6 2 1 -1
. 1/3 1 0 0 . 0 10/3 2/3 1/3
E=11%6 15 1 o0 Y U= 00 0 ws s
~1/6 1/10 Lz 1 0 0 0 wuy
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La parte de la multiplicacién que determina los elementos restantes en la tercera fila de

A lleva a las ecuaciones

l +1 - L L2y 4
u u U3z = = + - - = + uzz =
31 U13 + 32 U23 3= ¢t g3 33 ;
l +1 + " 1
u u Ugg = — =+ — - =+ ugy = —
31 U14 + 132 U24 34 65 3 34 ;
asi que
37 9

U33=E y U34:—1—0;

y la que determina los elementos restantes de la tercera columna de A da

1 1 2 37
l41 u13 + la2 u23 + lu3 usy =~ E§+1—0143:—17
asi que
oo 9
437 T
Y finalmente, la tltima ecuacion es:
1 1 1 9 9
la1 w1g + a2 u2g + 143 Uzg + Ugg = —6(—1) + 0°3 37 (_E) +ugq =3,
asi que
191
= g
para obtener finalmente:
1 0 0 0 6 2 1 -1
1 10 2 1
3 1 0 0 0 5 3 3
L= 1 1 y U= 37 9
5= 1 0 0 0 %5 -7
11 9 191
-5 19 —3 1 0 0 0 =

2. LOS ALGORITMOS DE DOOLITTLE Y DE CROUT

En el siguiente algoritmo de factorizacién directa estd contenido un procedimiento
general para factorizar matrices en un producto de matrices triangulares. Aunque
se construyen nuevas matrices L y U, los valores generados pueden reemplazar a los
elementos correspondientes de A que no son ya necesarios. Por lo tanto, la nueva matriz
tiene elementos a;; = l;; para cadai=2,3,...,ny j=1,2,3,...,i—1;y a;; = u;; para
cadai1=1,2,3,....nyj=1,1+1,...,n.

Algoritmo de factorizacion directa de Doolittle o de Crout.

Para factorizar una matriz A = (a;;) de n X n en el producto de la matriz triangular
inferior L = (l;;) con la matriz triangular superior U = (u;;); esto es, A = L U, donde
estd dada la diagonal principal de L 6 U.
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Entrada: dimensién n; los elementos a;;,1 < 7,5 < n de A; la diagonal 11, l22, ..
de L (método de Doolittle) 6 uyq,uge, ..., un, de U (método de Crout).

‘7lTL’I'L

Salida: los elementos [;;, 1 < 7 <4, 1 <4 < n de L y los elementos u;;, 1 < i < n,
1<j<n,deU.

Paso 1: Seleccionar l11 y u1; satisfaciendo 11 u11 = aq1.
Si 111 u1; = 0 entonces SALIDA; (factorizacion imposible) PARAR.

Paso 2: Para j =2,3,...,n tomar
U = %; (primera fila de U );
aji1

— (primera columna de L).

ljl =

Paso 3: Para:=2,3,...,n — 1 seguir los pasos 4 y 5.

1—1
Paso 4: Seleccionar l;; v u;; satisfaciendo l;; wi; = a; — > Lik ugi-
k=1
Si l;; ui; = 0 entonces SALIDA; (factorizacion imposible)
PARAR.
Paso 5: Para j =1+ 1,7+ 2,...,n tomar
i—1
Ujj = li laij — > lik ukjl; (i—ésima fila de U);
‘ k=1

i

i—1
lj; = UL [aj; — k21 ik uki); (i—ésima columna de L).

n—1
Paso 6: Seleccionar l,, y Un, satisfaciendo Uy, Unn = apn — D lnk Ukn-
k=1

Si lnn Upn = 0 entonces A = L U pero A es singular.
Paso 7: SALIDA (l;; y w;j para j=1,...,nei=1,...,n ); PARAR.

Una dificultad que puede surgir cuando se usa este algoritmo para obtener la fac-
torizacién de la matriz de coeficientes de un sistema lineal de ecuaciones es la causada
por el hecho de que no se usa pivoteo para reducir el efecto del error de redondeo. Se ha
visto en célculos anteriores que el error de redondeo puede ser muy significativo cuando
se usa aritmética de digitos finitos y que cualquier algoritmo eficiente debe de tomar esto
en consideracién.

Atn cuando el intercambio de columnas es dificil de incorporar en el algoritmo de
factorizacion, el algoritmo puede alterarse facilmente para incluir una técnica de inter-
cambio de filas equivalente al procedimiento de pivoteo maximo de columna descrito en

el capitulo XV. Este intercambio resulta suficiente en la mayoria de los casos.

El siguiente algoritmo incorpora el procedimiento de factorizacion del algoritmo de
factorizacion directa junto con el pivoteo maximo de columna y la sustituciéon hacia ade-
lante y hacia atras para obtener una solucién a un sistema lineal de ecuaciones. El proceso
requiere que el sistema lineal A x = b se escriba como L U x = b. La sustituciéon ha-
cia adelante resuelve el sistema L z = b y la sustitucion hacia atras resuelve al sistema
U x = L' b=z Sedebe hacer notar que los elementos diferentes de cero de L y U se
pueden guardar en los elementos correspondientes de A excepto los de la diagonal de L 6
U, la cual debe darse en entrada.
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Algoritmo de factorizacion directa con pivoteo maximo de columna.

Para resolver el sistema lineal n X n A x = b en la forma:
Fi: a1 z1+ta2 22+ ... +a1, T, = a1,n+1

Es: agy wy +az x2+ ... +az, Ty = azni1

En D Qp1 T1FGp2 o+ ..o+ A Ty = Qn on+1

factorizando A en L U y resolviendo L z = b y U x = z donde se da la diagonal principal
de Lo U.

Entrada: dimensién n; los elementos a;;, 1 <i <n, 1 < j < n+1 de la matriz ampliada

de A; la diagonal l11, l22, . .., Iy, de L (método de Doolittle) o la diagonal w11, usg, . . ., Unn
de U (método de Crout).

Salida: solucién x1,xs,...,x, 6 mensaje de que el sistema lineal no tiene solucién tinica.
Paso 1: Sea p el menor entero tal que 1 <p <ny |ap| = 1I£1a<x laj1]; (encontrar

el primer elemento pivote).
Si |api| = 0 SALIDA; (no existe solucion tinica) PARAR.

Paso 2: Sip # 1 entonces intercambiar las filas p y 1 en A.
Paso 3: Seleccionar l1; y uy; satisfaciendo 117 w11 = aq1.

Paso 4: Paraj =2,3,...,n tomar
U = (pmmem fila de U );

l_
L1 = u— (primera columna de L).
Paso 5: Parai=2,3,...,n — 1 seguir los pasos 6-9.

Paso 6: Sea p el menor entero tal que : <p<ny

i—1 i—1
Qpi — E lpk Uk aj; — E Lik g
k=1 k=1

(encontrar el i—ésimo elemento pivote).
Si el maximo es cero entonces SALIDA;
(no existe solucion unica) PARAR.

Paso 7: Si p # i entonces intercambiar las filas p e ¢ en la matriz A e in-
tercambiar los elementos de las filas p e i de las primeras (i — 1)
columnas de L.

= maXx
1<j<n

Y

Paso 8: Seleccionar l;; v u;; satisfaciendo ly; wi; = ay; — > Lik Ugi-

Paso 9: Para j =i+ 1, z—|—2 ,n tomar
U5 = f lai; — Z Lik ukj] (i—ésima fila de U );

— laj; — Z Lik uki); (i—ésima columna de L).

1
Paso 10: Tomar AUX = a,, — Z lnk Ukn-

Si AUX = 0 entonces SALIDA (no existe solucion unica) PARAR.

n—1

Seleccionar l,,,, y un, que satisfagan Uy, Unn = apn — D lnk Ukn-
k=1
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(Los pasos 11 y 12 resuelven el sistema triangular inferior L z =b.)

G141
l11

Paso 12: Para:=2,3,...,n tomar

Paso 11: Tomar z; =

i—1
2= 7 (a1 — 2 big 2]
J:

(Los pasos 13 y 14 resuelven el sistema triangular superior U x = z.)

Paso 13: Tomar z, = 2=

uTLTL
Paso 14: Parai=n—1,n—2,...,1 tomar
n
1
T = oo [z — 2w @l
j=i+1

Paso 15: SALIDA (x1,x9,...,2,);
(procedimiento completado satisfactoriamente) PARAR.

Ejemplo 2.
Para ilustrar el procedimiento seguido en el algoritmo de factorizacién directa con

pivoteo méximo de columna, consideremos el sistema lineal

1.00xz; + 033322 + 150zxz3 — 033324 = 3.00,
—201lz; 4+ 145bz9 + 05023 + 29524 = 540,
43221 — 1.95 2 + 208z4y = 0.13,
5.11 il - 4.00 T2 + 3.33 r3 — 1.11 Tq = 3.77.

Seguiremos los pasos del algoritmo de factorizacion directa con pivoteo maximo de
columna con l11 = las = l33 = l44 = 1, usando aritmética de redondeo a tres digitos. En
primer lugar escribimos la matriz ampliada:

1.00 0.333 1.50 —-0.333 3.00

—2.01 1.45  0.50 2.95 5.40

|

B B |
Aa=ADI=1ys0 105 000 208 | 0.13

|

5.11 —-4.00 333 -—-1.11 3.77

Ademas, las matrices triangular inferior L y triangular superior U son:

1.00 0 0 0 U111 U112 U113 U4

. lo1 1.00 0 0 . 0 w22 w23 U
L= 131 l32 1.00 0 y U= 0 0 uz3z U34
l41 l42 l43 1.00 0 0 0 U444

Paso 1: Tenemos que encontrar el primer elemento pivote, es decir, el menor entero

ptal que 1 <p<nylap| = max |a;i|. En nuestro caso
1<j<n
p=4.

Paso 2: Dado que p # 1, entonces tenemos que intercambiar las filas p =4 y 1 en A.

La matriz ampliada se transforma en

511 —4.00 3.33 —1.11 | 3.77
A= | 200 145 050 295 | 540
PIT 432 —195 000 208 | 0.13
|

1.00 0333 1.50 —0.333 3.00
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Paso 3: Se necesita seleccionar l1; y uq; satisfaciendo /17 u1; = a;; = 5.11. 'Y como

l11 = 1.00,
U1 = 5.11
Paso 4: Para j = 2,3,4 debemos tomar uy; = 72 y lj1 = 32
Es decir,
wpe = P2 = 400, up=3-333, uy—=_ 111,
l11 l11 l11
Y 2.01
a1 —4.
lop = — = ——— =-0.393
7w s ’
asq 4.32
Il31= —=—-=0.84
31 U1 5.11 0845 ’
aq1 1.00
ly1= —=—-=0.196 .
R
Entonces, las matrices L y U asumen la forma
1.00 0 0 0 5.11 —4.00 3.33 -—1.11
I —0.393 1.00 0 0 v U= 0 U22 U23 U24
0.845 l32 1.00 0 0 0 Uuss Us34
0.196 l42 l43 1.00 0 0 0 U44

Paso 5: Para i = 2 seguir los pasos 6-9.
Paso 6: Ahora tenemos que encontrar el segundo elemento pivote, es decir, en-
contrar el menor entero p tal que 2 <p <4y

—1 — o — X
ap2 — lp1 u12| 21%8?4\%2 j1 U2l

En nuestro caso,

|a22 — l21 'lL12| = |1.45 — (—0393)(—400)| = | — 0.12| =0.12 5
|CL32 - l31 U12| = | —1.95 — (0845)(—400)| = |143’ =1.43 ;
’CL42 - 141 ’LL12| = |O333 — (0196)(—400)| = ‘112’ =1.12.

Asi, p = 3.

Paso 7: Dado que p = 3 # 2 = i, tenemos que intercambiar las filasp =3 e i = 2
en la matriz A e intercambiar los elementos de las filas p =3 e i = 2 de
la primera columna de L. Entonces,

511 —-4.00 3.33 —1.11 | 3.77
[4,b] — 432 —-195 0.00 208 | 0.13
R —2.01 1.45 0.50 295 | 540 )] °
|

1.00 0333 1.50 —0.333 3.00

1.00 0 0 0
0.845 1.00 0 0
—0.393 32 1.00 0
0.196  l42 43 1.00

L=
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Paso 8: Tenemos que seleccionar lao y uso satisfaciendo
log uge = aga — lo1 ui2 .
Dado que I3 = 1.00, entonces
Uga = ag2 — lo1 u12 = —1.95 — (0.845)(—4.00) = 1.43 .

Paso 9: Para j = 3,4 tenemos que tomar

1
ug; = +— [ag; — lop Upj)
l22
s = —— [ag2 — Ly uge)
j2 — Uso ;2 jk Uk2
En nuestro caso,
1
Ugs = . [aos — l21 ui3] = [0.00 — (0.845)(3.33)] = —2.81 ,
22
1
Uy = . [a2q — l21 u14] = [2.08 — (0.845)(—1.11)] = 3.01
22
1 1
= — — = —— [1.45 — (0. —4. = —0.
l32 Yo [(l32 131 Ulg] 143 [ 5 ( O 393)( 00)] O 0839 ;
1
lyg = s lago — 141 u12] = T3 [0.333 — (0.196)(—4.00)] = 0.783 .

Entonces, las matrices L y U asumen la forma

1.00 0 0 0 5.11 —4.00 3.33 —1.11

I — 0.845 1.00 0 0 y U= 0 143 —-281 3.02
—-0.393 —0.0839 1.00 0 0 0 u33 U34

0.196 0.783 lygs 1.00 0 0 0 Ugq

Paso 5: Para i = 3 seguir los pasos 6-9.
Paso 6: Ahora tenemos que encontrar el tercer elemento pivote, es decir, encon-
trar el menor entero p tal que 3 <p <4y

2 2
|ap3 — ; lpk uk3| = 31;1322{4 |aj3 — ; ljk uk3| .

En nuestro caso,

’CL33 — <l31 UuU13 + l32 U/23)‘ = ‘05 — ((—0393)<333) -+ (—00839)(—281))| = 1.57 5
’CL43 — (l41 U3 + 42 U23)‘ = |1.5 — ((0196)(333) + (0783)(—281)))| =3.05.

Asi, p = 4.
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Paso 7: Dado que p =4 # 3 = i, tenemos que intercambiar las filasp =5y 1 =3
en la matriz A e intercambiar los elementos de las filas p =5 e i =3 de
la primera y segunda columnas de L. Entonces,

511 —-4.00 3.33 -—-1.11 | 3.77
[4,b] = 432 —-195 0.00 208 | 0.13
’ 1.00  0.333 1.50 —0.333 | 3.00 | ’
—2.01 1.45  0.50 295 | 5.40
1.00 0 0 0
0.845 1.00 0 0

L=1 0196 0783 100 o0
~0.393 —0.0839 ;3 1.00

Paso 8: Tenemos que seleccionar 33 y uss satisfaciendo
I33 uzz = azz — (I31 u13 + 32 u23) -
Dado que l33 = 1.00, entonces
usz = assz — (I31 u1z + l32 u23) = 1.50 — (0.196)(3.33) 4+ (—0.0839)(—2.81) = 3.05 .

Paso 9: Para j = 4 tenemos que tomar

1
Ugj:E

1
ljz = — lazz — (lj1 w1z + lj2 ua3)] .
u3s

[033‘ — (Is1 Uy + l32 Uzj)]

En nuestro caso,

Uz4 = é [aza — (I31 w14 + 32 U24)]
— [20.333 — ((0.196)(—1.11) + (0.783)(3.02))] = —2.47 ,

1

las = — Jaas — (a1 w1 + Ly uss)]
U33
1

= 555 (05— ((-0.393)(3.33) + (—0.0839)(~2.81))] = 0.515 .

Entonces, las matrices L y U asumen la forma

1.00 0 0 0 5.11 —-4.00 3.33 -—-1.11

I - 0.845 1.00 0 0 v U= 0 143 -—-2.81 3.02
0.196 0.783 1.00 0 0 0 3.06 —247

—-0.393 —0.0839 0.515 1.00 0 0 0 Ug4

Paso 10: Finalmente, tenemos que seleccionar l44 v u44 que satisfagan

3

lag wag = ag4 — E lap, upa .
k=1
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Dado que l44 = 1.00, entonces

Ugq = agq — (lg1 w14 + lyo uog + ly3 us3)

= 2.95 — ((—0.393)(—1.11) 4 (—0.0839)(3.02) + (0.515)(—2.47)) = 4.04 .
La factorizacién esta completa:

5.11 —-4.00 333 -—-1.11
432 —-195 0.00 2.08

A= 1.00 0.333 1.50 -0.333 |
—2.01 1.45 0.50 2.95
1.00 0 0 0 5.11 —-4.00 333 -—-1.11
| 0.845 1.00 0 0 0 143 -281 3.02
0.196 0.783 1.00 0 0 0 3.06 =247
—-0.393 —0.0839 0.515 1.00 0 0 0 4.04

(Los pasos 11 y 12 resuelven el sistema triangular inferior L z =b.)

Paso 11: Tomar z; = 7% = ?‘—(7)8 = 3.77.
11 .

Paso 12: Para ¢ = 2,3,4 tomar

1 1—1
zi = [aim = )l 7] -
Jj=1

En nuestro caso:

1

Z2 = l_ [CL25 — oy 21]
22
= 0.13 — (0.845)(3.77) = —3.06
1
7= [ass — (131 21 + l32 22)]
33
= 3.00 — ((0.196)(3.77) 4+ (0.783)(—3.06)) = 4.66
1
Z4 = E [ass — (la1 21 + la2 22 + lug 23)]

= 5.40 — ((—0.393)(3.77) + (—0.0839)(—3.06) + (0.515)(4.66)) = 4.22 .

(Los pasos 13 y 14 resuelven el sistema triangular superior U x = z.)

Paso 13: Tomar x4 = uzﬁ = % = 1.04.

Paso 14: Para i = 3,2,1 tomar

1
mi:—[zi— Z ui]‘x]’].

Usg
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En nuestro caso:

I3 = L [23 — Us4 564]
Uuss
1
= g7 [460 — (~2.47)(1.04)] = 2.37
Ty = %22 (22 — (u23 @3 + u24 T4)]
_ % 23.06 — ((—2.81)(2.37) + (3.02)(1.04))] = 0.322
T = L (23 — (w12 T2 + w13 T3 + U4 T4)]
Uu33
= 5% [3.77 — ((—4.00)(0.322) + (3.33)(2.37) + (—1.11)(1.04))] = —0.329 .

Paso 15: SALIDA. La solucién es
r1=-0.329, 20=0.322, x3=237, x4=104.

(procedimiento completado satisfactoriamente) PARAR.

Una aplicacién del algoritmo de factorizacién directa da lugar a la factorizacién

1.00 0.333 1.50 -0.333
—2.01 1.45  0.50 2.95

A= 432 —-195 0.00 2.08 |
5.11 —-4.00 333 -—-1.11
1.00 0 0 0 1.00 0.333 1.50 —0.333
| —2.01 1.00 0 0 0 212 3.52 2.28
| 432 —-1.60 1.00 0 0 0 -08 7.17
5.11  —=2.69 —-6.04 1.00 0 0 0 50.0

Aplicando entonces los pasos 11 hasta el 15 del algoritmo de factorizaciéon directa con

pivoteo maximo de columna se obtiene la solucién
x1=—-0370, x22=0.236, x3=242, x4,=1.03.

La siguiente tabla compara los resultados del algoritmo de factorizacion directa con pivo-
teo maximo de columna, del algoritmo de factorizacion directa y de la respuesta real a
tres digitos. Noétese la mejoria en la precisién cuando se incluyen intercambios de filas.

Tabla 1
z Z2 Zs3 T4
Alg. fact. pivoteo —0.329 0.322 2.37 1.04
Alg. fact. directa —0.370 0.236 2.42 1.03
Real —0.324 0.321 2.37 1.04
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3. EL ALGORITMO DE CHOLESKY

Cuando se sabe que la matriz real es simétrica y positiva definida, se puede mejorar
significativamente la técnica de factorizacién de una matriz con respecto al niimero de

operaciones aritméticas requeridas.

Teorema XVI.1

Si A es una matriz real de n x n simétrica y positiva definida, entonces A tiene
una factorizacién de la forma A = L L', donde L es una matriz triangular inferior. La
factorizacion se puede lograr aplicando el algoritmo de factorizacién directa con l; = wu;;
para cada i =1,2,...,n.

Para una matriz simétrica y positiva definida, este Teorema se puede usar para
simplificar el algoritmo de factorizacion directa. Ademads, si se tiene que resolver un
sistema lineal representado por una matriz positiva definida, los pasos 1-6 del siguiente
algoritmo (algoritmo de Choleski) pueden sustituirse por los pasos 1-10 del algoritmo
de factorizacién directa con pivoteo maximo de columna para aprovechar la simplificacién
que resulta, siempre y cuando u;; sea reemplazado por [;; en los pasos 13 y 14. El

procedimiento de factorizaciéon se describe en el siguiente algoritmo.

Algoritmo de Choleski.

Para factorizar una matriz n X n simétrica y positiva definida A = (a;;) como A = L L,
donde L es triangular inferior.

Entrada: dimensién n; los elementos a;j,1 <7,j5 <n de A.

Salida: los elementos /;;, 1 < j <4, 1 < i < n de L; (los elementos de U = L! son
Paso 1: Tomar
li1 = /a1 .
Paso 2: Para j =2,3,...,n tomar
_ %

li1 = .
T

Paso 3: Parai=2,3,...,n — 1 seguir los pasos 4 y 5.

Paso 4: Tomar

Paso 6: Tomar
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La solucién de un sistema lineal tipico representado por una matriz positiva definida
usando el algoritmo de Choleski requiere de
raices cuadradas

multiplicaciones/divisiones

n+9n2+2n
6

sumas/restas
nd+6n2—Tn
6
Estas son alrededor de la mitad de las operaciones aritméticas requeridas en el algoritmo

de eliminacién Gaussiana. La vantaja computacional del método de Choleski depende
del niimero de operaciones que se requieran para determinar los valores de las n raices
cuadradas, el cual, debido a que es un factor lineal con n, decrecera significativamente
conforme n crezca.

Ejemplo 3.
Para ilustrar el procedimiento seguido al aplicar el método de Choleski, consideremos
la matriz real, simétrica y definida positiva

4 -1 1
A= -1 425 275
1 275 35

Seguiendo los pasos del algoritmo de Choleski,
Paso 1: Tomamos

I =van =V4=2.

Paso 2: Para j = 2,3,...,n debemos tomar
a/¢

= -2
l11

En nuestro caso es:

ao1 —1
Iy = =— =-05,
21 lll 9
asl 1
3= —==-=05.
31 lll 9

Paso 3: Para ¢ = 2 seguir los pasos 4 y 5.
Paso 4: Tomar
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Es decir, en nuestro caso:

l22 = 4/ Q22 — lgl = \/425 - (—05)2 =2.

Paso 5: Para j = 3 tomar

i—1
1
Li = 7~ lagi = > Lk L] -
2 k=1

Es decir,

1
l32 = l_ (a32 - l31 121)
22

(2.75 — 0.5 (—=0.5)) = 1.5 .

N | =

Paso 6: Tomar

n—1
_ 2
lon = 4| Gnn — E [
k=1

Es decir,

lss = \/“33 — (13, +12,) =+/35—(05)2— (1.5)2=1.

Como L es triangular inferior y U = L?, las matrices son:

2 0 0 2 —05 0.5
L=|-05 2 0 vy U= 0 2 15
05 15 1 0o o0 1

4. EL ALGORITMO DE CROUT PARA SISTEMAS TRIDIAGONALES

Los algoritmos de factorizacion se pueden simplificar considerablemente en el caso
de matrices de banda debido al gran nimero de ceros que aparecen en patrones regulares
en estas matrices. Es particularmente interesante observar la forma que los métodos de
Crout o Doolittle toman en este caso. Para ilustrar esta situacién, supongamos que una
matriz tridiagonal

aj;p a2 0 <. .. 0
as1 Q22 A23 0 0
0 a a a o 0
A= 32 a33 34 :
0 <. - 0 p—1n—2 Opn—1n—-1 GOn-1n
o ... ... 0 A n—1 Ann

pueda factorizarse en las matrices triangulares L y U.
Como A tiene solamente (3 n — 2) elementos distintos de cero, habré sélo (3 n — 2)
condiciones para determinar a los elementos de L y U siempre y cuando se obtengan
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también los elementos cero de A. Supongamos que realmente es posible encontrar las

matrices en la forma

l11 0 ... e . 0
l21 122 0 Cen Ce 0
I = 0 l32 l33 0 c. 0 :
0 cee 0 ln—l,n—2 ln—l,n—l 0
0 ... ... 0 bomo1 o
y
1 u12 0 0
0 1 u23 0 0
U — 0 O 1 usy 0
0 ... ... 0 1 up1n
o ... ... 0 0 1

De esta forma hay (2 n — 1) elementos indeterminados de L y (n — 1) elementos indeter-
minados de U, que en total son iguales, en niimero, a las condiciones mencionadas arriba
y ademads, los elementos cero de A se obtienen automaticamente.

La multiplicacion A = L U da, sin contar los elementos cero, las ecuaciones:

aj; =l ,
a;i—1 =1l;;—1, para cada t=2,3,...,n,

aii = lii—1 wi—1;+1l; , para cada ¢ =2,3,...,n,
Qi i+1 = l“ Ui 41 para cada i = 1, 2, NN 1.

Una solucion a este sistema de ecuaciones puede encontarse obteniendo primero todos los
términos no cero fuera de la diagonal de L, usando la segunda ecuacién y luego usando
la cuarta y la tercera para obtener alternadamente el resto de los elementos de U y L, los
cuales se pueden ir guardando en los elementos correspondientes de A.

A continuacion se da un algoritmo completo para resolver un sistema de ecuaciones

lineales de n X n cuya matriz de coeficientes es tridiagonal.

Algoritmo de reduccién de Crout para sistemas lineales tridiagonales.

Para resolver el sistema lineal tridiagonal de n x n

Eyi a1+ a2 o2 = a1,n11 5
Es a1 x1 + ax w2 + a3 x3 = a2 n+1 ;
E,_1: An—-1n—2 Tn-2 + an—1n—1 Tn-1 + Qn—1,n Tn = Apn—1,n+1 »
En : Anp.n—1 Tn—1 + Gpn Tn = An on+1 -

el cual se supone tiene solucion tnica.

Entrada: dimensién n; los elementos a;;, 1 <i<ny 1l <j<n+1de A,.
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Salida: solucion x1,xa, ..., ZT,.
Paso 1: Tomar
ai12

lih =an y U112 = — .
l11

Paso 2: Para:=2,3,...,n — 1 tomar
liic1 = a;i—1; (i—ésima fila de L).
lii = agi _.l‘i,i—l Wi—1-
Ui ip1 = —522; ((i + 1)—ésima columna de U).
Paso 3: Tomar l,, ,—1 = ap n—_1; (n—ésima fila de L).
lnn = Qnpn — ln,n—l Un—1,n-
(Los pasos 4 y 5 resuelven L z =Db).
Paso 4: Tomar
a1 n+1
2] = ———
l11

Paso 5: Para:=2,3,...,n tomar

1
i = l_ [ai,n+1 - li,i—l Zi—l] .
ii
(Los pasos 6 y 7 resuelven U x = z).
Paso 6: Tomar
Ty = Zn

Paso 7: Parat=n—1,n—2,...,1 tomar

Ty = 2 — U541 Titl -

Este algoritmo requiere sélo de (5 n — 4) multiplicaciones/divisiones y de (3 n — 3)
sumas/restas, y consecuentemente tiene una ventaja computacional considerable sobre los
métodos que no consideran la triadiagonalidad de la matriz, especialmente para valores
grandes de n.

Ejemplo 4.
Para ilustrar el procedimiento llevado a cabo en el algoritmo de reduccién de Crout,

consideremos el sistema tridiagonal de ecuaciones

2 1 — o = 1
—1 r1 -+ 2 i) - I3 0
— To + 2x3 — Ty 0

— T3 + 2134 = 1

cuya matriz ampliada es:

2 -1 0 0 | 1

-1 2 -1 0] o0
ADbI=1 o 1 o |0
0o 0 -1 2 | 1
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Seguiendo los pasos del algoritmo de reducciéon de Crout,

Paso 1: Tomar
l 9 az _ 1
= Q e u = — = ——
11 11 y 12 I 5

Paso 2: Para ¢ = 2,3 tomar
liic1 = aii—1; (i—ésima fila de L).
lis = s — lii—1 Wit

Wiit1 = alll%, ((i + 1)—ésima columna de U).

Es decir, en nuestro caso:

1 =2
loy = as = —1;
1 3
log = ags —log w12 =2 — (—1)(—5) =3 :
az3 1 2
u = — = —— = ——
B 3/2 3
1 =3
l30 = a3z = —1;

2 4
ls3 = aszz — 32 ugg =2 — (—1)(—§) =3
oy = B33

Tl 4
Paso 3: Tomar
l43 = as3 = —1;

3 5

lag = agq — ly3 uzs = 2 — (—1)(—1) =1

(Los pasos 4 y 5 resuelven L z =Db).
Paso 4: Tomar

Paso 5: Para ¢ = 2, 3,4 tomar

1
5= [@int1 — liji—1 Zie1] -
Es decir,
1 0—(—1)(%) 1
= —1 - N N2
I [a25 21 21] % 3
1 0—(-1)(3) 1
= E [a35—l32 22]—T—Z
1 1—(=1)(%
= — [aas —la3 23]=A=1-
lag 5
4

(Los pasos 6 y 7 resuelven U x = z).
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Paso 6: Tomar

1'4:2’4:1.

Paso 7: Para: = 3,2,1 tomar

Ti = 2 — Wii+1 Tit1 -

Es decir,
1 3
= — = - —|\—) = 1
T3 23 —U34 T4 1 ( 4) )
1 2
= — = - — \—=) = 1
T2 22 —U23 T3 3 ( 3) )
1 1
= — = - — \—=) = 1
T1= 21— Uiz T2 = g ( 2)
El algoritmo factorizé la matriz en
2 -1 0 0 2 0 0 0 1 -1/2 0 0
—1 2 -1 o] -1 3/2 0 0 0 1 —2/3 0
0 -1 2 1] 0 —1 4/3 0 0 0 1 =3/4 )"
0 0 -1 2 0 0 -1 5/4 0 0 0 1

y di6 la solucién correcta

$1:$2:JJ3:$’4:1.

El algoritmo de reducciéon de Crout para sistemas lineales tridiagonales puede apli-
carse cuando l; # 0 para cada i = 1,2,...,n. Dos condiciones, cualquiera de las cuales
asegurara que esto es cierto, son que la matriz de coeficientes del sistema sea positiva
definida o que sea estrictamente dominante diagonalmente. Una condicién adicional que
garantiza que este algoritmo se puede aplicar estd dada en el siguiente Teorema.

Teorema XVI.2

Supdéngase que A = (a;;) es tridiagonal con a;;—1 - a;;+1 # 0 para cada i =
2,3,...,n— 1. Sil|a11| > |aiz|, |aii| > |aii—1| + |a;i+1| para cada i = 2,3,...,n — 1,
Y |@nn| > |an n—1|, entonces A es no singular y los valores de [;; descritos en el algoritmo
de reduccion de Crout son diferentes de cero para cada i =1,2,...,n.
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EJERCICIOS.

1. Factorizar las siguientes matrices en la descomposicién L U usando el algo-
ritmo de Doolittle con [;; = 1 para cada i:

2 -1 1 2 -15 3
a) [3 3 9 ) [-1 o 3
3 3 5 4 —45 5
1.012 —2.132 3.104 ? 105 8 8
o) [ —2132 4096 -7.013 ) o 5 05 0
3104 —7.013 0.014 o 9 1 1

2. Resolver los siguientes sistemas lineales usando el algoritmo de factorizacién
directa con pivoteo maximo de columna con [;; = 1:

a) 2 11 — To + 3 = -1,
3 T + 3 i) + 9 I3 = 0 s
3 1 + 3 a9 + 5 x3 = 4.
b) 2 T - 1.5 T2 + 3 I3 = 1 s
— X1 + 2 I3 = 3 y
4 T — 4.5 i) + 5 I3 = —1.
c) 1.012 2y — 21322, + 310423 = 1.984,
—2132 21 + 4.096 x2 — 7.013x3 = —5.049,
3104 zy — 701322 + 001423 = -—-3.895.
d) 2 1 = 3 i
I + 1.5 T2 = 4.5 y
— 3 X2 + 0523 = —6.6,
2 1 — 2 ) + T3 + T4 = 0.8.

3. Usar el algoritmo de Cholesky para encontrar una factorizacién de la forma
A = L L! para las siguientes matrices:

_ Pl
a) [ -1 2 -1 b)
0 1 9 1 -1 2 0
1 1 0 2
6 2 1 -1 4 1 -1 0
2 4 1 0 1 3 -1 0
©) 1 1 4 -1 d | 1 1 5 o
10 -1 3 0o 0 2 4
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4. Resolver los siguientes sistemas lineales tridiagonales usando el algoritmo de

reduccién de Crout:

a)

b)

c)

d)

X1
—2 1

3.’131
2161

2:171

0.5 T
0.35 1

+
+

T2
4 )
T2

T2
4 T
2 D)

T2
2 T
T2

0.25 i)
0.8 i)
0.25 B i)

+ +

2:173
2.’E3

T3
5 I3

T3
2 I3

0.4 T3
Zs3
x3
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0.5 Tq
2 Tq

0.35 ,
0.77 ,
—0.5,

~2.95 .



