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K-V BLOKEA: Oinarrizko integralen kalkulua-

Integral trigonometrikoak

Integral trigonometrikoak ebazterako orduan gehien erabiltzen diren berdintza
trigonometrikoak honakoak dira:

Formula Trigonometrikoak:

sina + cos?a =1 (1)
1+ cos2a
coslq=—— (2)
2
1- 2
Sin? g = cos 2a (3)
2
cos(2a) = cos?a — sin?a (4)
sin(2a) = 2 -sina - cosa (5)
cos(a+ b) =cosa-cosbhb + sina-sinb (6)
sin(a + b) = sina - cosb +sinb - cosa (7)
cos(a + b) + cos(a — b) (8)
cosa-cosb =
2
_ _ cos(a — b) — cos(a + b) (9)
sina - sinb =
2
_ sin(a + b) + sin(a — b) (10)
sina-cosb = >
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1. ARIRETA:

Kalkula ezazu hurrengo integrala:

f sin 6x - sin 2x dx

Ebazpena:

Ondorengo berdintza erabiliz:

cos(a — b) — cos(a + b)

sina -sinb = >

2

cos 4x — cos 8x 1 1
fsin6x-sin2xdx=f dxzifcos4xdx—§fcos8xdx=

1sin4x 1sin8x 1

2 4 2 8 8

1
+C =—sin4x+1—6$in8x+C
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2. ARIKETA:
Kalkula ezazu hurrengo integrala:
fcoséxdx
Ebazpena:
Honako berdintza hau erabiliz:
5 1+ cos2a
cos‘q =———
2
1 + cos 2x\°
fcos6xdx = f(cosz x)3 dx =I<T) dx
j 1 + 3cos 2x + 3 cos? 2x + cos® 2x
= dx =
8
—ljd+3j 2d+3j 22d+1f 32xdx =
=3 X 3 cos 2x dx 3 cos” 2x dx 3 cos> 2x dx =

_ x+35in2x
8 8 2

3 1
+ C, +§fc0522xdx+§fcos32xdx

(4) (B)

1+cos2a

(A) [ cos? 2x dx kalkulatzeko berriro ere cos? a =

1+ cosdx x sindx
fcosZZxdx=dex=z+ 3 +C;

formula aplikatuz:

(B) [ cos® 2x dx integrala kalkulatzeko sin? a + cos? a = 1 berdintza erabiliz:

jcos3 2x dx = f cos 2x cos? 2x dx = f cos 2x (1 — sin? 2x)dx

sin2x 1
— Esin3 2x + Cy

=fc052xdx—fcos 2x sin? 2x dx =

Ondorioz, integral hauek hasierakoan ordezkatuz:

fcos%cdx=f+§Sinzx+§(f sin4x> 1(szx—lsin3 2x>+C=
8 8 2 8\2 8 8 2 6
x 3 3 3 1
§+Esin2x+Ex+Esin4x+Esin2x—Esin32x+C=
50 1 3

1
_ - . _ . _ . 3
16+451n2x-+—6451n4x 4851n 2x+C
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Aldagai aldaketa orokorra:

Integral trigonometrikoak ebazteko era o0so zabaldu bat aldagai aldaketa
orokorra da.

Aldagai aldaketa orokorra honako hau da:

t (x)—t=> = 2arctan(t) = dx = 2dt
anz = X = 4 arctan x—1+t2
Berdintza honetatik ondorengoa berdintzak lor daitezke:
) = 2t ()__1—t2_t 2
sin(x RFTIEE cos(x =il anx—l_t2

Aldagai aldaketa honi esker integral trigonometrikoak integral arrazionalak
bilakatzen dira.
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3. ARIKETA:

Kalkula ezazu hurrengo integrala:

dx
f 4 — 2 cos(x)

Ebazpena:

Aldagai aldaketa orokorra erabiliz:

1—t? 2dt
t2+1 N

cos(x) =

Integralari aplikatuz:

f dx _f 2dt 1 _f 2dt 1 ~
4 —2cos(x) 1+t24_2.1—t2_ 1+t24(t2+1)—-2(1—-1t2)
t2+1 t2+1

f 2dt _f 2dt [ dt _f dt _1f V3.
4t2+4—2+2t2 J6t2+2 ) 3t2+1 (\/§t)2+1_\/§ (\/§t)2+1_

1
ﬁarctan(\@t) +C

Bukatzeko, aldagai aldaketa desegiten:

d 1
f 4 — 2 cos(x) :os(x) = ﬁarctan (\/§ tan (g)) +C
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4. ARIKETA:

Kalkula ezazu hurrengo integrala:

f tan x p
1 —cos (x) x

Ebazpena:

Aldagai aldaketa orokorra erabiliz:

2t 1—t? 2dt
tanxz—l_tz,cos(x)=t2_|_1,dx:1+t2
Integralari aplikatuz:
tan x 2t 1 2dt 4t
j—-dxzj 7 2=f P 2 7ydt =
1 — cos (x) 1 — t2 1—t> 1+t N2+ 1— (1 —tH)](1+¢?)
1-= (1-1¢%) >
t“+1 t“+1

At e AP e
- +1i-1+09) t_j(l—tz)(ZtZ) b= j(l—tz)t ‘

Integral arrazionala lortu dugu, integral hau ebatziz:

1 1 A B ¢
At -0+ ¢ 1=t 1+¢
1 _A(l—t)(1+t)+Bt(1+t)+Ct(1—t)

(1-t)Ht t(1—t)(1+1¢t) =z

1= A1 —6)(1+1t) +Bt(1+¢) + ct(1 —t)

t=0=>1=4

1
t=1$1=2B$B=E

1
t:—1:>1:—26:>C:—§

Ondorioz,

1 1
1 dt /2 - /2

2| ———dt=2|—+2 dt+2 | —=dt =
f(l—tz)t ft+ fl—t + f1+t

Zf fl—t f1+t_21“|t|_l"|1—t|—ln|1+t|+c
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Bukatzeko, aldagai aldaketa desegiten:

[ e =2infan )] -t~ an ()] -1+ (3)] 4




