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Ingeniaritzaren oinarri matematikoak 

I. Ayesta, R. Fuente, U. Gil, I. Peña, J. I. Royo 

K-V BLOKEA: Oinarrizko integralen kalkulua- 

Integral trigonometrikoak 

 

Integral trigonometrikoak ebazterako orduan gehien erabiltzen diren berdintza 
trigonometrikoak honakoak dira: 

 Formula Trigonometrikoak: 

sinଶ ܽ ൅ cosଶ ܽ ൌ 1 (1)

cosଶ ܽ ൌ
1 ൅ cos 2ܽ

2
 

(2)

sinଶ ܽ ൌ
1 െ cos 2ܽ

2
 

(3)

cosሺ2ܽሻ ൌ cosଶ ܽ െ sinଶ ܽ  (4)

sinሺ2ܽሻ ൌ 2 ⋅ sin ܽ ⋅ cos ܽ (5)

cosሺܽ േ ܾሻ ൌ cos ܽ ⋅ cos ܾ ∓ sin ܽ ⋅ sin ܾ

 

(6)

sinሺܽ േ ܾሻ ൌ sin ܽ ⋅ cos ܾ േ sin ܾ ⋅ cos ܽ

 

(7)

cos ܽ ⋅ cos ܾ ൌ
cosሺܽ ൅ ܾሻ ൅ cosሺܽ െ ܾሻ

2
 

 

(8)

sin ܽ ⋅ sin ܾ ൌ
cosሺܽ െ ܾሻ െ cosሺܽ ൅ ܾሻ

2
 

 

(9)

sin ܽ ⋅ cos ܾ ൌ
sinሺܽ ൅ ܾሻ ൅ sinሺܽ െ ܾሻ

2
 

 

(10)
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1. ARIKETA: 

Kalkula ezazu hurrengo integrala: 

නsin ݔ6 ⋅ sin ݔ2  ݔ݀

 _________________________________________________________________________________  

Ebazpena: 

Ondorengo berdintza erabiliz: 

sin ܽ ⋅ sin ܾ ൌ
cosሺܽ െ ܾሻ െ cosሺܽ ൅ ܾሻ

2
 

නsin ݔ6 ⋅ sin ݔ2 ݔ݀ ൌ න
cos ݔ4 െ cos ݔ8

2
ݔ݀ ൌ

1
2
නcos ݔ4 ݔ݀ െ

1
2
නcos ݔ8 ݔ݀ ൌ 

1
2
sin ݔ4
4

െ
1
2
sin ݔ8
8

൅ ܥ ൌ
1
8
sin ݔ4 ൅

1
16

sin ݔ8 ൅  ܥ
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2. ARIKETA: 

Kalkula ezazu hurrengo integrala: 

නcos଺ ݔ  ݔ݀

 _________________________________________________________________________________  

Ebazpena: 

Honako berdintza hau erabiliz: 

cosଶ ܽ ൌ
1 ൅ cos 2ܽ

2
 

නcos଺ ݔ ݔ݀ ൌ නሺcosଶ ሻଷݔ ݔ݀ ൌ න൬
1 ൅ cos ݔ2

2
൰
ଷ

ݔ݀

ൌ න
1 ൅ 3cos ݔ2 ൅ 3 cosଶ ݔ2 ൅ cosଷ ݔ2

8
ݔ݀ ൌ

ൌ
1
8
න݀ݔ ൅

3
8
නcos ݔ2 ݔ݀ ൅

3
8
නcosଶ ݔ2 ݔ݀ ൅

1
8
නcosଷ ݔ2 ݔ݀ ൌ

ൌ 	
ݔ
8
൅
3
8
sin ݔ2
2

൅ ଷܥ ൅
3
8
නcosଶ ݔ2 ݔ݀
ᇣᇧᇧᇧᇤᇧᇧᇧᇥ

൅

ሺ஺ሻ

1
8
න cosଷ ݔ2 ݔ݀
ᇣᇧᇧᇧᇤᇧᇧᇧᇥ

ሺ஻ሻ

 

ሺܣሻ ׬ cosଶ ݔ2 kalkulatzeko berriro ere cosଶ ݔ݀ ܽ ൌ ଵାୡ୭ୱଶ௔

ଶ
 formula aplikatuz: 

නcosଶ ݔ2 ݔ݀ ൌන
1 ൅ cos ݔ4

2
ݔ݀ ൌ

ݔ
2
൅
sin ݔ4
8

൅  ଵܥ

ሺܤሻ ׬ cosଷ ݔ2 integrala kalkulatzeko sinଶ ݔ݀ ܽ ൅ cosଶ ܽ ൌ 1 berdintza erabiliz: 

නcosଷ ݔ2 ݔ݀ ൌ නcos ݔ2 cosଶ ݔ2 ݔ݀ ൌනcos ݔ2 ሺ1 െ sinଶ ݔሻ݀ݔ2

ൌ නcos ݔ2 ݔ݀ െ නcos ݔ2 sinଶ ݔ2 ݔ݀ ൌ
sin ݔ2
2

െ
1
6
sinଷ ݔ2 ൅  2ܥ

Ondorioz, integral hauek hasierakoan ordezkatuz: 

නcos଺ ݔ ݔ݀ ൌ
ݔ
8
൅
3
8
sin ݔ2
2

൅
3
8
൬
ݔ
2
൅
sin ݔ4
8

൰ ൅
1
8
൬
sin ݔ2
2

െ
1
6
sinଷ ൰ݔ2 ൅ ܥ ൌ 

ݔ
8
൅
3
16

sin ݔ2 ൅
3
16

ݔ ൅
3
16

sin ݔ4 ൅
1
16

sin ݔ2 െ
1
48

sinଷ ݔ2 ൅ ܥ ൌ 

ݔ5
16

൅
1
4
sin ݔ2 ൅

3
64

sin ݔ4 െ
1
48

sinଷ ݔ2 ൅  ܥ
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Aldagai aldaketa orokorra: 

Integral trigonometrikoak ebazteko era oso zabaldu bat aldagai aldaketa 
orokorra da.  

Aldagai aldaketa orokorra honako hau da: 

tan ቀ
ݔ
2
ቁ ൌ ݐ ⟹ ݔ ൌ 2arctanሺݐሻ ⟹ ݔ݀ ൌ

ݐ2݀
1 ൅ ଶݐ

 

Berdintza honetatik ondorengoa berdintzak lor daitezke: 

sinሺݔሻ ൌ
ݐ2

ଶݐ ൅ 1
;	cosሺݔሻ ൌൌ

1 െ ଶݐ

ଶݐ ൅ 1
;	tan ݔ ൌ

ݐ2
1 െ ଶݐ

 

Aldagai aldaketa honi esker integral trigonometrikoak integral arrazionalak 
bilakatzen dira. 
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3. ARIKETA: 

Kalkula ezazu hurrengo integrala: 

න
ݔ݀

4 െ 2 cosሺݔሻ
 

 _________________________________________________________________________________  

Ebazpena: 

Aldagai aldaketa orokorra erabiliz: 

cosሺݔሻ ൌ
1 െ ଶݐ

ଶݐ ൅ 1
ݔ݀			, ൌ

ݐ2݀
1 ൅ ଶݐ

 

Integralari aplikatuz: 

න
ݔ݀

4 െ 2 cosሺݔሻ
ൌ න

ݐ2݀
1 ൅ ଶݐ

1

4 െ 2 ⋅ 1 െ ଶݐ
ଶݐ ൅ 1

ൌ න
ݐ2݀
1 ൅ ଶݐ

1
4ሺݐଶ ൅ 1ሻ െ 2ሺ1 െ ଶሻݐ

ଶݐ ൅ 1

ൌ 

න
ݐ2݀

ଶݐ4 ൅ 4 െ 2 ൅ ଶݐ2
ൌ න

ݐ2݀
ଶݐ6 ൅ 2

ൌන
ݐ݀

ଶݐ3 ൅ 1
ൌන

ݐ݀

൫√3ݐ൯
ଶ
൅ 1

ൌ
1

√3
න

√3

൫√3ݐ൯
ଶ
൅ 1

ൌ 

1

√3
arctan൫√3ݐ൯ ൅  ܥ

Bukatzeko, aldagai aldaketa desegiten: 

න
ݔ݀

4 െ 2 cosሺݔሻ
ൌ
1

√3
arctan ቀ√3 tan ቀ

ݔ
2
ቁቁ ൅  ܥ
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4. ARIKETA: 

Kalkula ezazu hurrengo integrala: 

න
tan ݔ

1 െ cos	ሺݔሻ
⋅  ݔ݀

 _________________________________________________________________________________  

Ebazpena: 

Aldagai aldaketa orokorra erabiliz: 

tan ݔ ൌ
ݐ2

1 െ ଶݐ
, 	cosሺݔሻ ൌ

1 െ ଶݐ

ଶݐ ൅ 1
, ݔ݀ ൌ

ݐ2݀
1 ൅ ଶݐ

 

Integralari aplikatuz: 

න
tan ݔ

1 െ cos	ሺݔሻ
⋅ ݔ݀ ൌ න

ݐ2

1 െ 2ݐ
1

1 െ
1 െ 2ݐ

2ݐ ൅ 1

⋅
ݐ2݀

1 ൅ 2ݐ
ൌ න

ݐ4

ሺ1 െ 2ሻݐ
ሾ2ݐ ൅ 1 െ ሺ1 െ 2ሻሿሺ1ݐ ൅ 2ሻݐ

2ݐ ൅ 1

ݐ݀ ൌ 

න
ݐ4

ሺ1 െ ଶݐଶሻሺݐ ൅ 1 െ 1 ൅ ଶሻݐ
ݐ݀ ൌ න

ݐ4
ሺ1 െ ଶሻݐଶሻሺ2ݐ

ݐ݀ ൌ2න
1

ሺ1 െ ݐଶሻݐ
ݐ݀ ൌ 

Integral arrazionala lortu dugu, integral hau ebatziz: 

1
ሺ1 െ ݐଶሻݐ

ൌ
1

ሺ1ݐ െ ሻሺ1ݐ ൅ ሻݐ
ൌ
ܣ
ݐ
൅

ܤ
1 െ ݐ

൅
ܥ

1 ൅ ݐ
⇒ 

1
ሺ1 െ ݐଶሻݐ

ൌ
ሺ1ܣ െ ሻሺ1ݐ ൅ ሻݐ ൅ ሺ1ݐܤ ൅ ሻݐ ൅ ሺ1ݐܥ െ ሻݐ

ሺ1ݐ െ ሻሺ1ݐ ൅ ሻݐ
⇒ 

1 ൌ ሺ1ܣ	 െ ሻሺ1ݐ ൅ ሻݐ ൅ ሺ1ݐܤ ൅ ሻݐ ൅ ሺ1ݐܥ െ  ሻݐ

ݐ ൌ 0 ⇒ 1 ൌ  ܣ

ݐ ൌ 1 ⇒ 1 ൌ ܤ2 ⇒ ܤ ൌ
1
2

 

ݐ ൌ െ1 ⇒ 1 ൌ െ2ܥ ⇒ ܥ ൌ െ
1
2

 

Ondorioz, 

2න
1

ሺ1 െ ݐଶሻݐ
ݐ݀ ൌ2න

ݐ݀
ݐ
൅2න

1
2ൗ

1 െ ݐ
ݐ݀ ൅2න

െ1 2ൗ

1 ൅ ݐ
ݐ݀ ൌ 

2න
ݐ݀
ݐ
൅න

ݐ݀
1 െ ݐ

െන
ݐ݀
1 ൅ ݐ

ൌ 2 ln|ݐ| െ ݈݊|1 െ |ݐ െ ݈݊|1 ൅ |ݐ ൅  ܥ
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Bukatzeko, aldagai aldaketa desegiten: 

න
tan ݔ

1 െ cos	ሺݔሻ
⋅ ݔ݀ ൌ 2 ln ቚtan ቀ

ݔ
2
ቁቚ െ ln ቚ1 െ tan ቀ

ݔ
2
ቁቚ െ ln ቚ1 ൅ tan ቀ

ݔ
2
ቁቚ ൅  ܥ

 

 


