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En el Tema anterior se ha exp]icado como el MEF calcula la solucién en cualquier punto

del modelo a partir de las soluciones nodales

Obviamente, previamente se habran tenido que calcular las soluciones nodales despejando

la ecuacion de equilibrio estatico del modelo

{r}=[K]-{6}
Donde:

—  [K]: matriz de rigidez del modelo
— {F}: vector de fuerzas nodales

—  {8}: vector de soluciones nodales, es decir los desplazamientos de los nodos segun sus grados de libertad.
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{F} y {8} tienen dimensiones nx1, siendo n el numero de gdl del modelo de EF:

— En {F}, el valor de algunos elementos sera conocido (fuerzas externas aplicadas al

modelo) y otros seran desconocidos (reacciones en los apoyos)

— En {8}, el valor de los desplazamientos segun algunos gdl seran conocidos

(condiciones de ligadura del modelo), y otros seran incognita

Para resolver la ecuacion se debe calcular la matriz de rigidez [K] del modelo, que se

obtiene combinando las rigideces de los distintos elementos finitos que lo componen

Por tanto, el primer paso en el calculo de [K] consiste en calcular la matriz de rigidez de

cada elemento finito
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Se va a hacer un breve repaso de las relaciones fundamentales entre deformaciones,

extensiones y tensiones en un elemento, segun la teoria clasica de la Elasticidad

Del Tema anteriot, la solucion 8({x}) en cualquier punto de coordenadas {x} dentro de un

elemento, se expresa mediante interpolacion de los desplazamientos nodales

5P = ) (Ni(x) - oY)
i=1
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En un analisis estatico, la solucién es un desplazamiento 6 que en el caso mas general

tendra tres componentes 8, 8, 8,. Por lo tanto, 8({x}) serd en realidad un vector:

6{xD} = [N({x}] - {6}

Por ejemplo, el desplazamiento de un punto x}, que se encuentra en un elemento

triangulo de primer orden (3 nodos) es: ((9x))
61
p
N*({x}p) 0 0 N2({x},) 0 0 N3({x},) 0 0 52

= 0 N({x},) 0 0 N2({x},) 0 0 N3({x},) 0 R AR

0 0 N'({x},) 0 0 N2({x},) 0 0 N3({x}p) 5%

8%

63
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Segin la Teoria de la Elasticidad, la relacion entre deformaciones y extensiones es:
e} = [06({x D}

Donde [0] es una matriz que representa las operaciones de derivacion de la ecuacion.

Asi:
{6({xD} = [N({x}D] - {6}
l{f({x})} = [0[{6({x})}

te(xp} = [P]INQxDIS} = [B(Lx D8}

Donde [B({x})] la matriz de derivadas de las funciones de interpolacion




RELACIONES FUNDAMENTALES EN UN ELEMENTO

CALCULO DE LA MATRIZ DE RIGIDEZ DE UN ELEMENTO

EJEMPLOS DEL CALCULO DE MATRIZ DE RIGIDEZ DE UN ELEMENTO FINITO
omanta zabe zazs CALCULO DE MATRIZ DE RIGIDEZ DEL MODELO

W CONDICIONES DE CONTORNO DEL MODELO A

Universidad Euskal Herriko
del Pais Vasco  Unibertsitatea

* TFinalmente, la relacion entre las tensiones y las extensiones es
to(xp} = [Dlte(tx})} = [DIO]IN(x D18} = [D][B({x})]{6}
* Donde [D] es la matriz elastica, cuyos elementos son funcion de las propiedades de rigidez

del material (para un material 1s6tropo, el médulo elastico E y el coeficiente de Poisson v)

* A partir de estas relaciones se obtiene la expresion matematica para el calculo de la matriz

de rigidez de un elemento.
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Teorema de los trabajos virtuales: el trabajo de las fuerzas aplicadas en un desplazamiento
virtual de los nodos de un elemento es igual a la energia elastica que se produce como

consecuencia de dicho desplazamiento virtual

Expresado de forma mas sencilla, el trabajo requerido para deformar un elemento es igual

a la energia elastica que almacena dicho elemento al deformarse

El trabajo es el producto de las fuerzas (nodales, superficiales o de volumen) por los

desplazamientos:
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La energia elastica acumulada por el elemento a causa de los desplazamientos:

V= f (O (o (G} dv

{o({x})} = [DI{e(tx})} = [DI[O][IN(Ix) S} = [D][B({x})]{5}
{e(xD} = [0]IN(x D6} = [B({x}D]{6}

V={8} <f[3({X})]T[D][B({x})]dv> {6}
* Igualando el trabajo y la energfa elastica, se obtiene:
( f [B{x)]"[D][B ({x})]dv> {6} ={F}

* Por tanto, la matriz de rigidez del elemento [k]:

[k] = f BT DB dv
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Elemento barra

El elemento barra sélo transmite esfuerzo axial, por tanto solo tiene la posibilidad de

deformacion axial

En un sistema local de coordenadas (x,y°) la barra sélo tiene dos grados de libertad. El

origen se coloca en el nodo 1, siendo x,°=0 y x,°=L

El elemento se representa mediante un elemento patréon en coordenadas naturales (£1,£2).

En este nuevo sistema de coordenadas, las funciones de interpolacioén son:

Y e

| e 2

X’V Nl(fpfz) =&
L X

& Nz(fpstz) =1-¢&

1
IZ—O%E

(0,00 (1,00 1
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Por otro lado: x€ = Nl({x}e) . xle + NZ({x}e) . xg

Nl(fpfz) =$1
Nz(fpfz) =1-§
x¢ =& x1+(1=8) x5

x,“=0
c—
X, =L

x*=(1-¢&)L

De donde se despeja:

xe

Nl(fl) =& =1- L
xe

N?(§) =1-¢ -

oCcw
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Elemento barra

* Lamatriz [B({x})] es por tanto:

B9 = 1N )] = [ZEWD W AdD)_[2

* Sustituyendo:
[k] = j BT [DIB(G)]dv

e evi _ [ONY({x}®) ON2({(x}®)] _[ 1 1
iw({x} ) =PIV = | =2 2 ]_[_Z z]
1 117 1 1
@ = [[-2 o[- Yaw
[k] T 7 [D] -7

[D]=E
V=AL

[k]e=EALl 1 1]T[_% %]:%[_11 -]

L L 1
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Elemento barra

Ampliando la matriz para tener en cuenta todos los grados de libertad, siendo la rigidez en

direccion perpendicular a la barra (eje y©) nula:

£A 1 0 -1 0
e_2410 0 0 O
[k]® = Ll-1 0 1 0
0 0 0 O

Para obtener la matriz de rigidez del elemento [k] en coordenadas globales (x,y), se hace un

cambio de coordenadas a través de la matriz [A]:
[k] = [A]"[K]°[A]

£A 1 0 -1 0 cos —sin@ 0 0
e_Z2210 O 0 O _|—sin8 cosf 0 0
k°==121 0 1 o [A] = 0 0 cos@  —sind
O 0 0 o0 0 0 —sinf cos@
cos?0  sinfcosO —cos%*0  —sinfcos6O
k] = EAl sinfcos6  sin?6 —sinfcosf  —sin?0
L | —cos?0  —sinfcos6 cos?0  sinfcosO

—sinfcos0O —sin26 sinfcosH sin20
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Elemento barra

* En el Tema 2 se han estudiado las funciones de interpolaciéon y coordenadas naturales del

elemento triangulo:

Nl(fpfz) =&
Nz(fl:fz) =$;
N3(€1:fz) =1-¢& —¢&

* Ademas, se vio que:

x =& x+& a0+ (1 -8 —&)x3
y=&mt& vy, +(A-&—-&)ys3

* De donde se despeja:

1
fl=E((x—x3)-b2—(y—y3)-b1) |’a1=(x1—x3);
1 by = (x3 —x3); az = (y1 = ¥3); by = (y2 — ¥3)
S=—((—x3)a,+(y—y3)ay) dy = (by — ay);
¢ d, = (by —ay); c=(a; by —ay - by)

1
53=1—51—52=1—;((x—x3)-d1—(y—y3)-d2)
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Elemento barra

CONDICIONES DE CONTORNO DEL MODELO

Elemento triangulo
Elemento cuadrilatero rectangular

DLW

La matriz de interpolacion del elemento triangulo [B({x})]:

[N ({x}) 1[N2({x}) 110N ()
_ 0 _ 0 _ 0
0x 0x 0x
ON'*({x}) ON?({x}) ON>({x})
[B({x})] = oy % 0 —5
ON'({x}) ON'({x}D||ON*({x}) oN*({x}|[oN>({x}) ON3({x})
dy 0x dy d0x dy dx
1 =%((x—x3)-b2 —()’—3’3)'191)
2= (=) 4y + (= y3) )
1
$3=1-¢§—-& = 1—2((x—x3)-d1—(y—y3)-d2)
23 1[9¢2 0¢3 |
wx Cllax Olex C
afl 662 653 bz 0 —da, 0 _dl 0
[B({x})] = 0 E 0 E 0 E = E 0 _bl 0 aq 0 dz
—b, b, a, —axl|d, —d;
0§y 081|[08, 04,085 0¢s
| dy oOxIiLdy oOxlloy 0x]
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Elemento barra

Al igual que con el elemento barra:

— los términos de [B({x})] son constantes (independientes del punto {x} patra el que se calculen), es decir
[B{x})I=[B].
— La matriz elastica [D] también es constante al depender de las propiedades resistentes E y v del material

Por tanto, ambas matrices se pueden sacar de la integral simplificando el calculo de la

matriz de rigidez ya que no hace falta integrar
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del Pais Vasco  Unibertsitatea [ k] = [ B ] T [ D ] [B ] V
D, D, 0 t 1

0]=|D; Dy O V=2

0 0 Dj 1

X1
X2

kee

OCW

ki1 = b12D3 + b%Dﬁ ki, = kyy = —byD;by — by D3by; ky3 = k3y = —b,Dya, — byDsay;

k14 = k41 = byDyay + byDsay; kys = ksy = —byDydy — by Dsdy; kig = kg1 = byDyd; + byD3dy;

koy = bZD; + b3D3; ko = ksy = ayDyby + a3D3by; kyy = kyy = —byD3a; — byDyay;
kys = ks, = byD3dy + byDydy; kg = ke = —byD3dy — by D1dy; k33 = a%D3 + a%Dl;

k3s = k43 = —ayDyaq — a;D3a5; k3s = ks3 = a;Dydy + a1 D3dy; ksg = kg3 = —ayDady — agD3dy;

kyq = afD; + a3Ds; kys = ksy = —a;D3dy — ayDydy; kye = keq = ayD3dy + a1 D1dy;

kss = d5Ds + diDy; ksg = kes = —d1Dyd, — dyD3dy; kes = d5Dy + diDs
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Elemento barra
Elemento triangulo

Elemento cuadrilatero rectangular

e Siouiendo el mismo procedimiento que con el elemento triangoulo:
g q g

(1,1)
1
&1
3 4
(-1,-1) (1,-1)

OCW

1

N1(&, &) = 1 (1+¢&) - (1+¢&)
1

N2(&,8) =—(1—-¢&) - (1+¢&)

4

1
N3(€1'€2) =—(1-&)-1-&)

4

1
N*(§, &) == (1+&)-(1-&)

4

1
N (511 52) - Z
1
N (El: 52) - Z
1
N (61' €2) - Z
1
N (61) 62) - Z

$1=

fzzy

e

—_
+

e

f
X

(4]

—_
I

f
X

e

—_

+

/‘\/\/;\/‘\
I

f

4]

R —
=
(]

9

).
f)
X

7))

e
1+
g
e
1+
g
e
12
g
e
12
g)
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* La matriz de interpolacion del elemento cuadrilatero rectangular [B({x})]:

[B({x}9)] =

[ON'({x}°)
0x¢

0
ON'({x}°)

0

ON'({x})

dye®
N ({x}°)

1[aN*({x3°)

0x¢€
0
INZ({x}°)

0
aN?({x}°)
dye¢
aNZ({x}°)

1[aN° ({x3°)

0x¢€
0
aN>({x}°)

0
ON3({x}°)
dye¢
IN>({x}°)

1[aN*({x3*)

O0x¢
0
IN*({x}°)

0
ON*((x})
LR
ON((x})

dye®

0x¢e

dye¢

0xe

0xe

0xe€

1. y_ "_1.“ e “"_1. Y - 1Nt _y_e__
f<1+g> 0 f<1+g> 0 f(l g) 0 f<1 9) °

.<1+ ) 0
e

=

N

Rk Q|-

g
. L PR TR 0 PR AAY | B PR W PREraA | B N T PR
<1+g>--g<1 f) f<1+g>-- g<1 f) f(l g>-- g<1+f> f(l g>-_

* En este caso, los términos de [B({x}e)] no son constantes, si no que su valor depende de la

posicion (x4,y°) de cada punto del elemento. Por ello, es necesario calcular la integral

f g
f j [BUx}OIT[DIB((x)®) | tdxedy®
-f —-g
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Al ser los elementos de [B({x}e)] polinomios de primer grado, la integral se puede hacer

Elemento barra

de forma directa sin tener que recurrir a la integracion numérica

e =t ke key kew kew ke ke K
51 52 53 54 55 56 57 58
k61 k62 k63 k64 k65 k66 k67 k68
k71 k72 k73 k74 k75 k76 k77 k78
—k81 k82 k83 k84 k85 k86 k87 k88—
( gD fD Do+D gD fD D,—D |
k11 :3_;+3_; kiz = kyq :%' ki3= k31 = —3_;‘*‘_3 kig = kg1 = 24 2,
gbs  fD gD1 fD
ks = 25)1 = ;6_;— 6; ki = ko1 = —kq2; k17 ﬂ’:71 D6f1 3; kig = kg1 = —k1a;
g g
ko =—+ 3_; kys = ksp = k14fer24 —Dk42 6—; - 3—;;
g
k25 = k52 = —ky3; k26 = k62 = —6_91 - 6_; ka7 = kop = kqg;
fD gD
kyg = kg = — 3g e k33 = ky1; k3q = kg3 = —kia; kzs = ksz = k17, kzg = kg3 = ki4;

k37 = k73 = kys; k38 = k83 = ki, kaa = koo; kas = ksa = —kqa;kae = Kea = Kog kaz = kgs = kqz; kag = kga = kyg;
kss = ki1;ks6 = kes = k12; ks7 = k75 = ki3; ksg = kgs = k14; kee = k22;
ke7 = k76 = —kq4; keg = kge = koa; k77 = kq1; k7g = kg7 = —kq2;kgg = kop
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* Para obtener la matriz de rigidez del elemento [k] en coordenadas globales (x,y), se hace el

cambio de coordenadas locales a globales como con el elemento barra:

- cosf —sind 0 0 0 0 0 0 1
—sin® cos@ 0 0O 0 0O 0 0O
0 0 cosf8 —sinf 0 0 0 0
[A] _ 0 0 —sinf  cos@ 0 0 ‘ 0 0
0 0 0 0 cosd —sinf 0 0
0 0 0 0 —sinf  cosf 0 0
0 0O 0 0 0 0 cosf@ —sinf
0 0 0 0 0 0 —sind  cos@ -

* Para un elemento cuadrilatero no rectangular, las expresiones de las funciones de

interpolacion se complican y hay que hacer integracion numérica, lo cual aumenta el coste.
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Tras calcular la matriz de rigidez [k] de todos los elementos de la malla, a partir de ellos se

obtiene la matriz de rigidez [K] del modelo.

El proceso se lleva a cabo en dos pasos para sistematizarlo lo maximo posible:

— Expansion: se expande la matriz de rigidez de cada elemento hasta las dimensiones del modelo

— Ensamblado: se suman todas las matrices de rigidez expandidas

Este proceso se ha visto (sin entrar en detalle) en el Tema 1 en el ejemplo de Ia celosia
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Tras obtener la matriz de rigidez del modelo [K] ya se puede resolver la ecuacién matricial
de equilibrio estatico
Para ello hay que definir una serie de condiciones de contorno, que representan las

restricciones al movimiento del modelo segun el sistema fisico real
Las condiciones de contorno deben ser tales que eviten cualquier posible movimiento de
solido rigido del modelo:

— modelo bidimensional: traslacién en x, y, y giro en plano xy

— modelo tridimensional: traslacién en x, y, z y el giro en planos xy, xz, yz
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La definicién de las condiciones de contorno se hace generalmente de forma simplificada:

desplazamiento o giro nulo, apoyos simples, deslizantes o empotramientos perfectos...

Estas condiciones de contorno “ideales” en la realidad no existen, pero simplifican
notablemente la modelizacion y analisis. Por tanto su utilizacion es habitual vy

recomendable siempre que la pérdida de precision en los resultados sea asumible.
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* Para introducir las condiciones de contorno en el modelo de EFE, se reescribe la ecuacion

de equilibrio estatico de la siguiente manera:

{F...} es el vector de fuerzas (dato).

{{Fext}} _ [[Kll] [Klr]] _ {{51}} {R} el vector de reacciones (incognita).
- {6, } es el vector de desplazamientos restringidos (dato).
{R} [Krlj/ [Krr] {(‘)}} {6,} el de desplazamientos libres (incdgnita)

{Fext} - [Klr] : {61”} = [Ku] : {51} De la primera ecuacién se calcula el vector {5;}.
{R} — [Krl] . {51} + [Krr] ) {61"} A continuacion se resuelve la segunda ecuacion y se obtiene {R}.

* la mayoria de programas comerciales de EF emplean otra técnica, conocida como técnica

de subespacios nulos, que permite una mayor sistematizacion

NOTA: Todas las imdgenes de este documento son propias



