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7. GAIA. DINAMIKAKO PROBLEMA ZUZENA

7.1 PROBLEMA 7.1
7.1.1 ENUNTZIATUA

Irudiko mekanismoa plano horizontal baten gainean kokatuta dago,
eta, atsedenaldian egonda, martxan jartzen da q = 300° denean.
Mekanismoa higitzen da “2” barran aplikaturiko momentu motorra
konstanteari esker, M,=80N-mk. “4” barraren gainean F,=-100Ni

indarra  konstantea gertatzen da. Mekanismoaren ezaugarri
geometriko eta inerzialak honakoak dira:

H = 0,45m, I62=0,005 kg-m?, ms = 50 kg

Honakoa kalkulatzea eskatzen da:

a) Mekanismoaren higidurako ekuazio diferentziala.

b)"2” barraren azelerazioa martxan jartzerakoan.

X
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7.1.2EBAZPENA 1

X [ 5 X
> A A\ 05=
®‘ Aarr 2 —Sinq
; 2 H
H @ aAa1rr2 :qz_—q
/fffff @ ) /ﬁ/f _____
B Hcosq . ai“r - sin’q_ Bar2
sinzq Aag = Qparrz T 8p2 T 8pcor
— —2Hcosq ., H .
Apg = —q —zq_)
sin’q sin“q
1, ., mH?
TMek :_Iozq +— 2 2
2 sin m,H
1) TMek :TEB - 1 at- oz(q)— gy + sin® q
TEB :EI*oz(q)qz
2) Pmek=Pes -> M*(q)=M2z-(FsH/sin%q)
1. L, o1 . . PR S
ATEB :EI oz(q)q _EI oz(qo)qo Ioz(qo)qo+2_[M (Q)dq
3)ATEB :WEB q q2 = B i
Weg = J. M*(Q)'dq o2 (q)
( EB)—ld'” 1’ ; 02 (0)200 | (g Gloa(@ &
4) dAT,; dWg " dg 2
at  dt q T @)
dWEB d * dq * . 02
—==— M dg |— =M
& dg u (@) qJ =M@
dij,(q) d mH?) -4m,H? . ) 0
—2 =] = ->ED: | = =M
dg dq( 2™ sinq sin’q €os9 GZ(q)quZ dq @
[ mHJ [—ZmHZ ] F,H
lg, +——— |G+ cosq |g° =
sin‘g sin°q sin’q
t=0 -> gq= 300° -> §=0 -> ¢=1,11 rads2 -> |, =1,115%(k)
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Ox-Nasim(27-g) = 203=60
Oy-N200s(27-)) = 206=€0...
Mz+(INIjHV/$i'rm1))=11;adﬂw
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7.1.3EBAZPENA 2
POTENTZI BIRTUALEN METODOA

M, @, +(—M,as,) Vg, + (=g, ;) - @, + F, Vo + (=M, ag,) Ve, + (—lgs2,) @, =0
%/—/ | —

Vg2=8G2=0 (wy=014=0)
. H . —2H cosq ., H .| H .
M,-q—I.,qq—F, ———d—m + -0
247 le244 7 sinzqq 4[ sin’q g sin’q qj sin’q “
m,H? —2m,H? F,H
lo, +—— |G+ 4___cosq |¢°=M, ——4
[GZ sin“qJq [ sin’q qu ? sin’g

7.1.4EBAZPENA 3

1)2 Fx = mZaGZX —> |
[2] 2D F, =m,a,, -

3D Mg, =g, >
Ox-Nzsin(2n-g)=m2-0=0

Oy-N2cos(2n-g)=m2-0=0
M2+ (N2H/sing)=1s2d?%q/dt?

4)2 F, =Myag,, —>—A +N,sin(27—q)=0ag,, =0

[3] >
5)> F, =myag,, — —A, +N,cos(27—q)=0ag,, =0
A, =N, cosq
_ (I5,6i—M,)singcosq
A= H
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—2H cosq . H .
6)ZFX:m4aG4X—>A<_F4:m4( sin3q 2+sin2q QJ

[4]17)) F, =m,az,, > A -N,=m,0=0
8)> Mg, =lg,, > M, —AA -NA, =15,0=0
(15,6 —M,)singcosq

N, = v
N, =76,97N
EKUAZIO DIFERENTZIALA
4) N, =i
sing
—2Hcosq ., H
6 =F,+m
) A=Ft 4( sing | sin‘g J
N =Py (+2I—.I €05 4o .Hs J
sing sin“q sin’q
2 2
NZ_L:_ F4|2'| +m4[+2H_ 5cosq o !—I4 j
sing  sin’q sin°q sin“q
H? —2m,H? F,H
3) Ekuazio diferentziala [Iezﬁtm_“4 Jq‘+[ m‘}) cosqjq2=M2— i
sin“q sin°q sin’q

Oharra: Honako hiru metodoak erabili dira higidurako ekuazio
diferentziala lortzeko:

1. Potentzi birtualen metodoa

2. Zhukowsi metodoa

3. Solido askeen diagramak irudikatzea eta dinamikako ekuazioak
aplikatzea
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7.2 PROBLEMA 7.2

7.2.1 ENUNTZIATUA

Irudiko lauki giltzatua plano bertikalean dago. O:1A (2) eta O2B (4)
barrak L luzerakoak eta masa mespretxagarrikoak dira, eta AB (3)
barra m masakoa da eta bere grabitate zentroa G zentratu gabe
dago. Hasierako aldiunean (2) eta (4) barrak bertikalak dira eta
geldirik dago mekanismoa. Hasierako kokapen ezegonkor honetatik
eskubirantz askatzen da eta mekanismoa higitzen hasten da.

(2) barrak bertikalarekiko 6 angelua osatzen duenean honakoak
eskatzen da:

a) (2) barraren azelerazio angeluarra

b) O:A eta O2B barrek jasaten duten indar axialak

]
7.2.2EBAZPENA 1

POTENTZI BIRTUALEN METODOA

mg-Vg —ma, -V, — g, -, =0 mg-6"Lcos(90°—6?)—méL9L=09éz%sine

é?eieegsineed—gér:gsineee'de'zgsinedaejédézjgsinedee
at L do L L L

A2
%:—%cosmc S0(0=00)=0->C =%992 =2Tg(1—cose)
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7.2.3EBAZPENA 2
ZHUKOWSKI : Mekanismoa > O1A barra

Ty = % mo?L2 i
1) Ty =Tee = |*01(t9) =mL?> —9L

1 * b de
TEB = E I 01(9)92

=0

P = MgV, = mgdL cos(90°—0)
P =M"(0)- @, =M"(0)-0

2) Pyx =P —>{ }-> M™(6) = mgLsing

l * b l * b * A / *
ATes =210 (0)0° = V0s(0) 05 | 15,(6,)65 +2[ M"(9)do
3)ATEB =WEB ) 02 = I* ;’
WEB:J‘M*(H)'de 01( )
60
->|0? zzTg(l—cosé?)
i( EB)zldl o 992_£|*01(9)295
2) dAT,  dW, dt 2 do 2
- 0
at dt |dWe _ d [M7(0)-do 99 _ M (0)0
dt  dol; dt
M*(g)_lwgz
g = 2 d#
1”01 (0)
di’,, :i(mﬁ):o_>é:m9|‘3in‘92
do do mL®
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7.2.4EBAZPENA 3

A Nz/p ws—/l ¥o 03_®
....... ng .

F, =mag, N,sind+N,sind =m(fLcosd—0°Lsing)

b 2, =M, N,c0s0+N,cos0—mg = m(-6Lsing— HZLCOSH
N, ZM I, N4cosega—Nlcoseéa=0—>N2:2N4 7
N,sind(-cos 0) + N,sind(—cos ) = m(—fL cos’ 0+ °Lsind cos 0

N, cos 8sind + N, cos #sind —mgsing = m(—éLsinze—échosesinH)

® — —mgsing = -mdL (cos” 0 +sin’0) —|& =%sin6’

N, = ——(§Lcos 0~ 6*Lsing)->
3sing
M gsi : m
N, :BSine[gsmecose—ZQ(1—cos€)sm0] > N, :E[g cos 0 —2g(1-cos6) |

N, =%[3c059—2] N, =2%[3cose—2]

Oharra: Honako hiru metodoak erabili dira (2) barraren azelerazio
angeluarra kalkulatzeko:

1. Potentzi birtualen metodoa

2. Zhukowsi metodoa

3. Solido askeen diagramak irudikatzea eta dinamikako ekuazioak
aplikatzea. Metodo honez bidez O:;A eta O2B barrek jasaten duten
indar axialak kakulatu dira.
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7.3 PROBLEMA 7.3

7.3.1 ENUNTZIATUA

Irudiko mekanismoaren OA eta AB barrak homogeneoak eta berdinak
dira, m masakoak eta L Iluzerakoak eta irristailuaren masa
mespretxagarria da. Hasierako aldiunean OA barrak 30° osatzen du
horizontalarekiko eta geldirik dago mekanismoa. Orduan,
mekanismoa askatzen da.

Mekanismoa plano bertikalean dagoela kontuan hartuz, kalkulatu:

a) Mekanismoaren higidurako ekuazio diferentziala

b) OA barraren azelerazio angeluarra 8 = 0 denean.

o - O fB4
i
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7.3.2 EBAZPENA 1

~ ~ ~ 3, =0—>

- ! J K1 | _62Lsin0+ 6L cos 6+ 6?Lsind—a,L cosd =0
e R I AR

—5c0s0 —=-sing 0 ags, :—géchose—géLsine
- L . - 1. . 1 .
Ves —55(—35'n9|+00591) agay :—592L3|n«9+§9Lcosé?
POTENTZI BIRTUALEN METODOA
m g VGZ ma’GZ GZa2 a)2+m g VG3 maGS G3a3.a)3 :o

mg ~é%cos(180—9)—mé%9%— l,00+mg Vg, —Mag, Vgs — l g3 - @, =0

—Mag, Vs = maIZ'@92L005033in0+géLsinze—%éstinecos¢9+%éLcoszl9j
N L I
—Mag; Vg, :—mGE 40 Lcosesm6?+§9L+20Lsm 0
L.L mL?

-mg - 9"0056’ mé—6——
2 2 2 12

00

2
mLee 0

—mgé%cos&— mé%[492Lcos¢93in¢9+%éL+2éLsin j

&+Lsin29 0 +2Lsindcos90% +gcosd =00 = 0° 5|6 = 9a2:_§gﬁ
3 2L 2L
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7.3.3EBAZPENA 2

3) ZHUKOWSKI : Mekanismoa - OA barra

2 2 2
T :l[mL j92+£m92%(1+83in20)+l(mL jéz

2 3 2 2\ 12

TEBZEI*

1)TMek :TEB
0 (0)6°
* 2( 2 in2
I 5(@)=mL [§+25|n 9)
2)
S R L L )
Pk =M, gV, + MgV, =—mgld—cosd —mgl —cosd =—-mgoL cosd
PMek = PEB — 2 2
P, = M*(g).gz’ =M~ (6)-60
-> |M7(6) =—mgL cos @

1 ., o1, : . : .
NTeg = 2176(0)07 =2 (6,) 15(6,)6; +2[ M (6)do
3) AT, =W, ; 0° = = (;)
Weg = [ M7(0)-d0 °
60

4 9
IM*(H)dez J.—mchos«9d6?=—mgL[sin6’]i/6 :mgL(%—sinej
& 716

(1—sin6)

\2 )

(1+sin20j
3

o>=3
L

d 1dl7, .., 1. . .2
—( EB):— ° 9 — = | 0(0)2049 x dl,(0) 6
M (6) - —
4)dATEB=dWEB dt 2 do 2 b (0) 40 2
0 = :
dt do % dt

ED 1',(0)6= M*(H)—%méz

do
dlig =i mLZ(ngZsinzej =mL?4sindcos b
dé dé 3

mL? (%4‘ 25in2¢9j§ = -mgL cos&—%mLMsin&cos 00?

[2—?{‘+2Lsin26?Jé+2Lsin6?coseé2 +gcosf=0
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7.3.4EBAZPENA 3

By:
% Bx 1)ZFX:m4aB4X B,=0
m4—0(§ ....... Q _
Z)ZF :maBy B =N

Ax 3)> F =mag,, O —A = (ézkcose—é%sinej

4)2': ~MBs2y A O, -mg=m —Hzgsméué?lz'cosej

Ox *mg S)ZM lo% ALsing+ A Lcosd - mg;cose_ﬁe

6)2 F, =mag,, A = m(—gHZLcose—geLsmH]

% 7)M B, A\/ mg = m(—%éstinéw L 9Lcos€]

Bx \ ),

0,5LcosB _ L L oom
0,5Lcos B)ZMes gt Ay cosH+B 20059 Ax sing = STl ]

6) —LMzgméchosesinHJrgméLsinZ&

5) W:—A&sin0+%cose+%é

7) By=Ay+mg—%m92Lsin9+%méLcose
Bycos¢9=Ajcose+mgcos&—%méstin9c059+%méLcoszc9

B, cosd =— &sm0+3%0056’ %LH %m92L5|necose+;m9Lcose

8) Ajcost+B,cost - A&sma——m?l'&

—Asing +—cosd+—6
A sing mg 0 mLH
2 3
—A&sin0+3mcose+m—Lé—1méstin9c059+1méLcosze
2 3 2 2
—A&sinez—m?l'é

gméchosesin0+%méLsin20+2mg cos(9+2i3|‘é+—%méstianosH+%méLcosze = —%Lé

(2—;+2Lsin29)é+2Lcos¢93in¢9¢92 +gcosd=0

Oharra: aurreko problemetan erabilitako bideak erabili dira problema
honetan higidurako ekuazio diferentziala lortzeko.
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7.4 PROBLEMA 7.4

7.4.1 ENUNTZIATUA

Irudiko mekanismoan AB barra homogeneoa L luzerakoa eta m
masakoa da. Barraren A muturrean T indar horizontala aplikatuta
dago. A eta B muturrak marruskadurarik gabe irristatzen dira bi
arteketan zehar, arteka hauek horizontala eta bertikala izanik
hurrenez hurren. Hasierako aldiunean AB barrak bertikalarekiko
B=659° angelua osatzen du eta geldirik dago

a) Kalkulatu AB barraren higidurako ekuazio diferentziala.

b) Mekanismoa martxan jartzerakoan, AB barraren azelerazio
angeluarra kalkulatu m=10 kg, L = 1,2 meta T = 0 N diren kasuan.

::."-"'.-"'.-"'.-"'.-"'.-"'.-"'.-"'.-"'.-"'.-"'.-"'f".-"'.-"'.-"'.-"'.-"'.-"'.-"'.-"'.-"'.-"'.-"'ffffffffffffﬁffffffffﬁ
___.-"’,-"’.-":-"’,-":-"I-"'//f".-":-"’ffffffffffffffffff 2% ffffffffffﬂ-’?

R b ey

vy
HHHHHHHHH‘“H“Q\‘“\H“\H&H‘*&%},‘Qﬁh‘x‘“HHHH“H“H“H\HHHHHHH

h‘“&h‘x‘“&h&‘h‘h‘x\‘“&}?&q

77
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7.4.2EBAZPENA 1
Vg = 9%(cos 07+sin¢97)

’A éA
P21
8, =8, +aj, +ay, ->
+X =) 0=a,i+6°Lsind—Lcosd -> a, =—6°Lsind + FLcost —
+Y N a, =6*Lcosd+HLsind-> a, = §?Lcosd +HLsing T
as :aA"'acn;A"'atGA
, , L L , L L
a,, =—6°Lsin@+6Lcosd+6 Esm@ 0= > cosd>ag =— Esm0+9 > cos@

ag, =92%cose+é%sin9
1) POTENTZI BIRTUALEN METODOA

T-v,+mg-v,—ma, Vs —loa-@=0

—mag -V, =0= —meg(—ez %sm@cosé@ é%cosze+92 %cos Qsin9+67%s inzé’)

00 =0
2

12

TéLcosH—mgé%sinH—mé%(é

(ije T cosH——gsm6
3 2

L) mL?
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7.4.3EBAZPENA 2

0,5Lsin6 | 0,5Lsin@ ‘,(}T»

0,5LcosB

0,5LcosB i, ;™

B¢

1) D F =mag >Ny +T = m(—ézgsinéwé%cosé?)

2) ZFy =mag, > N, —mg =m£92%cos«9+é%sin9j—>

2
mL’
12

3) > Mg :IGaeNB%coséw NA%sinH—T%cosez—
. mL .
3) NBC089+NASIn9—TCOSI9=—?9
L L. L,
1) Ngcosé=-T cosd—mé Esmé’cos@+m9;cos o

2) N,sind = mgsing + mé? %cos@sinéw mé%sinza

3) m?LézT cos@—%sin@

T=0, 6=65° L =1,2m, §=0->

§=->2sin65 =-11,11 rads

N, :mégc0565°-> Ng = 28,2 N

NAzmg+mé%sin65°-> Na = 37,7 N

Oharra: Potentzi birtualen metodoa eta solido askearen diagramak
irudikatuz dinamikako ekuazioak aplikatzea erabili dira higidurako
ekuazio diferentziala lortzeko.

Neftali Carbajal 15/19



‘eman ta zabel zazy

Universidad ~ Euskal Herriko D B 1 \Af'
del Pais Vasco  Unibertsitatea 1

7.5 PROBLEMA 7.5

7.5.1 ENUNTZIATUA

Irudiko mekanismoan, O puntuan giltzatua dagoen b erradioko
txirrikak O-rekiko inertzia-momentua Io dauka. P ziria txirrikari
zurrunki lotuta eta O-tik r distantziara dago. P ziria (3) elementuaren
arteka bertikalean zehar irristatzen da marruskadurik gabe eta ms
masako (3) elementua horizontalki irristazen da (1) elementu finkoan
zehar. Masa puntual bat mas korda baten muturretik esekitzen da.
Txirrikaren gainean biribilduta dagoen korda honen beste muturra
txirrikari lotuta dago. © aldagai orokorra erabiliz:

a) Kalkulatu (2) txirrikari dagokion inertzi murriztua.

b) Kalkulatu (2) txirrikari dagokion momentu murriztua.

c) Kalkulatu Mekanismoaren higiduraren ekuazio diferentziala 6
angeluaren menpe.

e
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7.5.2EBAZPENA

AZTERKETA ZINEMATIKOA
N

— —— — a\Vp= Or
Ve =Vparz T Ve3 :

O @ vA/a'

VPArr3 = vp3=0

V4= 0 b ’%

g

e "

Ap = Qparps T Bp3 T 20, XV

ap Hr
"W
\/ ......

ar3=aparrs = =0 rsinB+ 6 cosO

ZHUKOWSKI : Mekanismoa - (2) Txirrika
Ty = 1 1,67 +mérresinzo+ m,6°b’
1) Tuex = Tes 12 . 2 15(8) = I, +mr?sin?g +m,b?
Tee =+ IS(Q)QZ
2
di’y,  d

T _@(Io +mr25in2¢9+m4b2): mr22sindcos @

2) PMek = PEB 9{

PO P = 124 2
PMek =M, g Vg, +M;g Vg, +M, gV, :m4g'9 b

PEB =M *(9)'@ =M *(9)9

} M™(6) =m,gb

9
AT, =%|*o(9)92—%|* (6,)62 I*o(90)9§+2j|v|*(9).d9
3) ATeg =Weg 0 0% = % 0;
WEB:J.M*(Q)dH O( )
60
d 1di; 1.. e
— (AT )==—-200"-=15(0)260 M (o) 3o () 0
4)30Tes _ AW, dt 2dog 2 5 O) =45 >
adt ) dWe _ d jm*(e)de 6=M"(6)0 'o(0)
dt  dol;

* - 1d|* (0) A2 *
ED I',(0)0+=—2-=60°=M"(0

(1 +mr?sin®@+m,b?)d+(mr’sindcos0)6* =m,gbcos o
Oharra: Zhukowksi metodoa erabiliz ebatzi da problema dinamikoa.

Neftali Carbajal 17/19



‘eman ta zabel zazy

Universidad  Euskal Herriko W B{ \Aﬁ

del Pais Vasco  Unibertsitatea

7.6 PROBLEMA 7.6

7.6.1 ENUNTZIATUA

Makina zikliko baten ardatz nagusiak buelta osoa egiten du bere lan-
zikloan zehar eta bere momentu eragilearen kurba irudian erakusten
da.

Ardatz honen momentu erresistente murriztua konstante dela jakinik,
ardatz nagusian montatu behar den inertzia-bolantearen inertzia-
momentua kalkulatu, ardatz nagusiaren abiadura 210+10 bira

minutuko izan dadin.
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Oharra: Inertzia-bolantearen kalkulu hurbila erabili da Bolantearen

inertzia-momentua kalkulatzeko.
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