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2 1. SARRERA
Jira HIGIDURA PLANOAREN DEFINIZIOA

QCW

HIGIDURA PLANOAREN DEFINIZIOA:

Mekanismo batek higidura planoa duela esaten da, puntu guztien traiektoriak (ibilbideak) plano finko
batekiko paraleloak direnean.

N t+dt
A all v, (t +dt
1| A’
SN
B ! B )
! H
/COIEL Planofinkoa/
LI W
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Universidfﬂ:wemko 2.- ALDIUNEKO ERROTAZIO ZENTROA, N C W
OINARRIA ETA ERRULETA.

del Pais Vasco  Unibertsitatea

ALDIUNEKO ERROTAZIO ZENTROA (AEZ):

Plano mugikorreko abiadura nuluko puntu bat da.
ERRULETA

Aldiuneren batean AEZ izan diren plano mugikorreko puntuen multzoak kurba bat definituko du.
Kurba honi ERRULETA deritzo.
OINARRIA

Era berean, aldiuneren batean AEZ-rekin bat izan diren plano finkoko puntuen multzoak kurba
definituko du. Kurba honi OINARRI deritzo.

ADIBIDEA

INEZ 00
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& 3-ABIADUREN KALKULUAETATEOREMABATZUK  QCW

ABIADURA EREMUA

Vg =V, +@wx AB
—

VBa

—_— —— —

Vga =Vg =V,

G . . o
g Aldiuneko translazioa: 4=0

—_—

A-rekiko aldiuneko errotazioa: v, =0
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.3 3.- ABIADUREN KALKULUA ETA TEOREMA BATZUK -
Universideal Herriko 0 c \Af
del Pais Vasco  Unibertsitatea AB I AD U R E N I R U D I A

ABIADURA IRUDIA

Jarraian, plano mugikorreko A, B eta C puntuen abiadura bektoreak, amankomuneko O
jatorri batera eramaten baditugu, hiru bektore hauek osatzen duten triangelua A’B’C’ eta
puntuek osatzen duten triangelua ABC elkarren artean semejante dira, o proportzionaltasun

erlazioa izanik eta haien arteko angelua 90°.

- orac(uac) f\ e LA = Veo| _[¥es|_ | _
—(?_ ) VC :VB +VCB | VBa Vv Y,
- — VZ:V6+Q; — AB BC AC

C Ve =@-BC(LBC)

_

| SO I I P O
Proportzionaltasun erlazioa ‘ AL S A,

AB BC AC
Haien arteko angelua (@’A-—g) _ (E,—B‘C ) _ (C_A, C—'A') _ g0
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‘;;’ 3.- ABIADUREN KALKULUA ETA TEOREMA BATZUK

Universidad Euskal Herriko

delPeaVoeoo  Unberlais BURMESTER TEOREMA ABIADURETAN

OCW

BURMESTER TEOREMA ABIADURETAN

Elementu zurrun bateko 3 punturen abiadurako bektoreen muturrek osatzen duten triangelua A,B,C,,
eta puntu hauek osatzen duten triangelua ABC elkarren artean semejante dira, proportzionaltasun
erlazioa (1+m?)Y2izanik eta haien artean angelua ¢, non tang = o den.

v, = -PB
B
:._.-" B vV

AB BC
Haien arteko angelua (E, A B,

Proportzionaltasun erlazioa AB, _BC, _CA _ 1 %
CA

):(E’BVCV)=(C_A,CA):¢

V. =w-PC non tgp=w

-BURMESTER TEOREMAREN ONDORIOA

A, B, C puntuak zuzen batean lerrotuta baldin badaude, beraien abiaduren muturrak ere
zuzen batean lerrotuta daude.
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‘;;’ 3.- ABIADUREN KALKULUA ETA TEOREMA BATZUK

Universidad Euskal Herriko

delPals Vasoo  Unibarataten ABIADURA PROIEKTATUEN TEOREMA

OCW

ABIADURA PROIEKTATUEN TEOREMA

Plano mugikor batean zuzen batean lerrotutako puntu guztiek zuzenarekiko abiaduraren
osagai berdina dute.

8/24




‘;;’ 3.- ABIADUREN KALKULUA ETA TEOREMA BATZUK

Universidad  Euskal Herriko

del Pais Vasco ~ Unibertsitatea JA R RA I P E N A B I AD U RA

OCW

JARRAIPEN ABIADURA

| puntu matematikoa definitzen da, bere ibilbidea oinarria dena eta aldiune bakoitzean
AEZ-ren posizioan dagoena. Puntu honen abiadurari JARRAIPEN ABIADURA deritzo.

A - . .

- Y U : Jarraipen abiadura
N T
L 11

Ldo, *, =
c o8 R R

Oinarria (b : .
(®) w : plano mugikorraren aldiuneko

abiadura angeluarra
R,: Oinarriaren kurbatura erradioa
R,: Erruletaren kurbatura erradioa

4
7
4
4
e
d
4
e
4
4
4
4
/.
,de = w-dt
, .
’ -7
/ .
y -7
4 ,’

Erruleta (r)
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Umversid?:amemko 4. ARONHOLD-KENNEDY TEOREMA N C W/
ABIADURA-POLOA

del Pais Vasco  Unibertsitatea

ABIADURA-POLOA
Abiadura-poloa, P izenekoa, I, j plano mugikor bien arteko puntu bat da, non puntu
honetan bi planoen arteko abiadura erlatiboa nulua den.

ABIADURA-POLO PRIMARIOCAK 4
1 Biraketa-lotura @ LOTURA PRISMATIKOA
. I I 5 @ Pag—00 Ao\—g
2. Lotura prismatikoa . 5 el () =

3. Irristailu kurbatua o AKETAL OTURA
4. Errodadura hutseko lotura
5. Espeka-lotura

)
S
N
w

IRRISTAILU KURBATUA

ERRODADURA HUTSA

ukitzaile

10/24




o 4. ARONHOLD-KENNEDY TEOREMA OCW
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ARONHOLD-KENNEDY TEOREMA

Hiru plano mugikorren arteko mugimendu erlatiboaren hiru aldiuneko errotazio -entroak
lerrotuta daude.

1 [
A 1 —_ \s
(' Veas) = Veas)

P,,:1 eta 2 plano mugikorren arteko abiadura-poloa da

P,5: 1 eta 3 plano mugikorren arteko abiadura-poloa da
P,,: 2 eta 3 plano mugikorren arteko abiadura-poloa da
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‘g’ 4. ARONHOLD-KENNEDY TEOREMA

OCW
L/} : C
Universidad  Euskal Herriko !

del Pais Vasco ~ Unibertsitatea Z I R KU LUAR E N D IAG RAMA

ZIRKULUAREN DIAGRAMA
ABIADURA-POLO KOPURUA N: N = M n: Elementu kopurua (elementu finkoa barne)

............ P

1 “ ABIADURA-POLO PRIMARIOAK: N

) 2
6 6 P12 Pogs Paa Pas, Psg, Pe1s Pag
ABIADURA-POLO SEKUNDARIOAK:
3 3
i P13, Pags P2gs P3s, P15, Pas, Pos, Pog
4

P13= P12P2s M P14Pa3 P15= P14aP4s ™ P16Pes
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‘b’ 5.AZELERAZIOEN KALKULUA ETA TEOREMA BATZUK
el D) Hele: AZELERAZIO EREMUA

OCW

AZELERAZIO EREMUA

- [ Modulua: ‘atBAJia-AB
ap —at _S«AB - Norabidea: | AB

BA — Noranzkoa: q-tik AB-ra biratzean eskuin
eskuaren araberakoa.

_

Modulua: (al,| = @*-AB
agA = a)x(a)x AB) Norabidea: [] AB
Noranzkoa: B-tik A-ra

_ At n_ _
Agp = App T8

E—

—

—_—

3, =, +ax AB + o (wx AB)

e
Puntu baten azelerazioak honako bi osagai intrinsekoak dauzka:

= Osagai tangentziala (at): Abiaduraren moduluaren aldaketa adierazten duena.
= Osagai normala (a"): Abiaduraren norabidearen aldaketa adierazten duena.
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53 5. AZELERAZIOEN KALKULUA ETATEOREMA BATZUK OCW

>

Universidad Euskal Herriko AD I B I D EA

del Pais Vasco  Unibertsitatea

ADIBIDEA

Irudiko diskoa gainazal lau finko baten gainean irristadurarik gabe errodatzen du

P t n
a| _aO_I_aIO_I_aIO

dgy = aR — Modulua Noranzkoa
a, = oR a' 5 "
Vo = wR| | ! /
: ‘ X % aR —>
0, (O-ren —= - a5 aR <«
kurbatura v v —
zentroa) alno 0)2 R T
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‘b’ 5.AZELERAZIOEN KALKULUA ETA TEOREMA BATZUK
el D) Hele: AZELERAZIO-IRUDIA

OCW

AZELERAZIO IRUDIA

Plano mugikorreko A, B eta C puntuen azelerazio bektoreak, amankomuneko O jatorri
batera eramango ditugu. Hiru bektore hauen muturrak lotzen baldin badira, ABC
triangeluarekin antzekotasun erlazioa duen A’B’C’ triangelua lortzen da. Eraikuntza honi
AZELERAZIO IRUDIA deritzo, eta jarraian aurkezten den irudian isladatzen da.

R,

N
B . __
az =a,+taz; nNon |a,|=va’+o" AB

—_—

£:i+£ non |ay|= o’ +w'CB
a, =ac +a,c Non a_AC>:ﬂ\/az+a)4A_C

. . aBA a'CB aAC 2 4
= = =\a +ow
Proportzionaltasun erlazioa B BC AC v
. _ - - (94
Haien arteko angelua (AB, A B") _ (BC, B"C") _ (CA,C"A") —, non tany=—;
w




‘;;’ 5. AZELERAZIOEN KALKULUA ETATEOREMA BATZUK

11 : =
Universidad Euskal Herriko !

delPals Vasco - Unierstatea BURMESTER TEOREMA AZELERAZIOETAN

BURMESTER TEOREMAAZELERAZIOETAN

Elementu zurrun baten 3 punturen azelerazioko bektoreen muturrek osatzen duten triangelua A,B,C,,
eta puntu hauek osatzen duten trianguelua ABC elkarren artean semejanteak dira, proportzionaltasun

erlazioa [(1-0?)?2 +a?] V2 izanik eta haien artean osaturiko angelua ¥ izanik, non tan ¥= o/(1-0?)
_. Bq

Proportzionaltasun erlazioa AB, = B.C, = Ca_Aa = (1—@2)2 +a’
AB BC CA
_ o
Bi hirukien arteko angelu biratua (AB,A,ﬂBa)=(BC, BaCa)=(CA,CaAa)=l// non tQy = T
— @
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5. AZELERAZIOEN KALKULUA ETATEOREMA BATZUK

AEZren AZELERAZIOA

QCW

AEZren AZELERAZIOA

AEZren azelerazioa kalkulatzeko honako bi ekuazioak erabil daitezke:

—_—

1) |a, :GXE}{
2) £=i+axﬁ+5x(5xﬁ)

o . plano mugikorraren aldiuneko biadura angeluarra
u . jarraipen abiadura = AEZ aldaketako abiadura

Aurreko bi ekuazioen bidez lortutako balioak berdinak izan beha dira.
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b 6. HIGIDURA ERLATIBOA QLW
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—_— —

- ABIADURA EREMUA |v, =V__ +V,_

_ . . — _—- ARRASTE-ABIADURA.
Vg, =V, T @OX AB  Aldiune horretan B puntua solidokoa dela kontsideratzen da.

—_—

V ABIADURA ERLATIBOA. Axy sistema higikorretik neurtutako abiadura da,
Br aldiune horretan sistema hori finkoa dela kontsideratuz.

-AZELERAZIO EREMUA |a_ =a_ +a, +a,..

(A A L ~v AR _ .2 ap ARRASTE-AZELERAZIOA.
Aga = T X AB - " AB Aldiune horretan B puntua solidokoa dela kontsideratzen da.

a AZELERAZIO ERLATIBOA. Axy sistema higikorretik neurtutako
B azelerazioa da, aldiune horretan sistema hori finkoa dela kontsideratuz.

- — AZELERAZIO OSAGARRIA edo CORIOLIS OSAGAIA.
Agcor = 20 X Vg, Sistema higikorrari lotutako erreferentzia sistemaren errotazioarekin
erlazionatuta dago.
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p 7. HARTMAN TEOREMA DLW
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HARTMAN TEOREMA

Puntu bateko abiaduraren bektorearen muturra, bere ibilbidearen kurbadura-zentroa, eta
puntuaren abiaduraren araberako polo aldaketako abiaduraren osagaia (hau da, puntuaren
abiadurarekiko u-ren osagai paraleloa) zuzen batean zehar lerrotuta daude

ADIBIDEA

crbadursy v
zentroa)

+OA (A-ren kurbadura zentrua)

VP (AE2)
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&> 8. EULER-SAVARY EKUAZIOA DLW
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EULER-SAVARY EKUAZIOA

Euler-Savary ekuazioa Hartmanen O) vgi=0R, /
adierazpen analitikoa dela esan daiteke. @R, _ Ro+R
u R,
. e [ 2 ing o _Ry+R
R R, u (O,P PA U RoR
1
P -> Abiadura-poloa (=AEZ) §=§+—O
n -> Erruletari normala

tp -> Erruletari ukitzailea

O, Ry-> Oinarriaren zirkunferentzi
oskulatzailearen zentroa O, eta erradioa R,
O, R;-> Erruletaren zirkunferentzi

wPA O ,P+PA

oskulatzailearen zentroa O, eta erradioa R, using  O,P
0 -> PA zuzenkiak eta tp (=X ardatza) o G P+PA_
u O,P-PA

ukitzaileak elkarren artean osatzen duten
angelua.




it 9. INFLEXIO-ZIRKUNFERENTZIA OCW
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INFLEXIO-ZIRKUNFERENTZIAREN DEFINIZIOA
Azelerazio normala nulua duten puntuen leku geometrikoa da inflexio-zirkunferentzia.

, v=0
a =205 1

n ,0 _:O
yo,

INFLEXIO-ZIRKUNFERENTZIAREN ADIERAZPEN ANALITIKOA

oo I

1 1 ). -
Q:( + ]sm@ — i:(1+1jsin6’ ——|r =0SIng@

INFLEXIO-ZIRKUNFERENTZIAREN PROPIETATEAK

1) P abiadura-poloan zuzen ukitzaile polarrarekiko ukitzialea da inflexio-zirkunferentzia
2) Inflexio-zirkunferentziaren diametroa o = u/®

non u= jarraipen abiadura eta o aldiuneko abiadura angeluarra

3) P abiadura-poloari dagokion azelerazioaren noranzkoaren alde dago inflexio-

zirkunferentziaren zentroa.
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o 10. INELEX10-POLOA DLW
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INFLEXIO-POLOA

Inflexio-zirkunferentziaren puntuek azelerazio ukitzailea dute soilik (azelerazio normala
= 0). Orduan puntu hauen abiadurak zein azelerazioak, | puntutik pasatzen dira; 6 = w/2
angelua dagokion puntuari, | puntuari, INFLEXIO-POLOA deritzo.

YA
INFLEXIO-POLOAREN ABIADURA 4 =025 INFLEXIO-POLOAREN AZELERAZIOA

T—

V, =V, +wX Pl a,=ap+a)><<a)><P|)+a><Pl

+ \ZZO Erruleta
—_ ~ + X (a)xPI)
o x Pl = wol
> (ax ) adi
e A X
Vv, =Uui _
a, =aol

Oinarria

A

22124




Lty 12. ERANSKINA DLW
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a b c
sinae sinf siny

SINUAREN TEOREMA

[a°=b*+c*—2-b-c-cosa

KOSINUAREN TEOREMA { b’ =a*+c¢*—2-a-c-cos S

c°=a’+b*—2a-b-cosy

—
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