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DINAMICA - INTRODUCCION

La dinamica se ocupa de la relacién entre las fuerzas que actuan sobre un
cuerpo y el movimiento que éstas generan. En el caso del modelo dinamico de
un robot, se trataria de conocer la relacidon entre el movimiento del brazo del
robot y las fuerzas que se originan. Matematicamente relacionaria:

1) Las variable articulares y sus derivadas (velocidad, aceleracion).
2) Las fuerzas y los momentos aplicados a las articulaciones.
3) Los parametros propios del robot (longitud, masa e inercias).

El modelo dinamico para el caso de robots de uno o dos grados de libertad no
es muy complejo, pero el modelado de robots con mas grados de libertad
aumenta en complejidad y es necesario el empleo de métodos
computacionales para resolverlo.
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DINAMICA - INTRODUCCION

Obtencion del modelo dinamico

/ \

Formulacién Lagrange-Euler Formulacion Newton-Euler

Se basa en el balance de energia a
través del lagrangiano. Permite
describir la dinamica del robot
considerandolo como una caja
negra y teniendo en cuenta la
energia almacenada en términos
de energia cinetica y potencial.

Se basa en efectuar un balance
de fuerzas y momentos o pares
existentes. Para ello, se formulan
las ecuaciones que describen el
movimiento lineal y angular de
cada eslabdn del robot.

Lagrangiano  L(q,¢) = K(q,9)[-{U(q) Newton Euler
Fzm\./ T:Iv.v+wx Iw
) dleL| e 2 = D (I w)
Ecuacion de movimiento — —|-—=7
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EJEMPLO 1: Modelo eslabon con masa concentrada

siendo

—

qi= coord. articulaciones

t=vector de fuerzasy pares
aplicados en las q1

L=lagrangiano

K=energia cinética

U=energia potencial

.2 _
L(q.9) = K(¢.9)-U(q) L=K-U-= %MLz 60— M g Lsen®
qer paslo: E.nzerqia cinética (K) Z_L _ _ MgLcos®
k=51 o ,

5 —=ML"0
I =ML 0q
2° paso: Energia potencial (Li) Jlar .

| T |T ML*6 -

U=Mgh=M g Lsen0 dt

° 2

Modelo eslabdn
con masa concentrada

Ecuacion de movimiento

ML* 0+ M gLcos@ =7
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dt

P d

oL | oL

T

L=K-U

6q) 9

1¢r paso clculo de la Energia cinética (K) K= Z

n

Ki

. . 1=1
La energia cinética es la suma de las energias cinéticas de los eslabones del robot.

La energia cinética de un eslabdon se compone de dos términos, el primero debido a
la velocidad lineal, y el segundo a la velocidad angular:

1
)

T

1
K, =SV, +50)1'T]i @;

m,= masa eslabon i ~
v;=velocidad lineal del CM del eslabodn i con respecto al CM
li=tensor de inercia del CM del eslabdn i con respecto al CM

L)

J,(q)

tema 5 Jacobiano

|:Jv (q)} - Recordando:

Nota: mientras que la velocidad angular es la misma en todos los puntos del eslabén, no ocurre o mismo con la
velocidad lineal que es distinta en cada punto, por ello se considera la velocidad del centro de masas.

&
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y J (q)| - Recordando:
J||lo - J (q) K tema 5 Jacobiano
1 T 1 T
K=—my y+t-o [ o
— ! 2 l Vz vl 2 [ ]l i 1
Generalizando para n eslabones:
— I & T _
:EZlml[Jvz(Q) q] Jvt(q) q+[']w1(q> q:lT ]lJWl(q)q]
i=1
n rr )\ AT T v ( \T
l/.\q)4q =9 J,,\q)
. 1 . T - [ T T ]
K Eq m;-J (Q) S (Q)+ J i (Q)oli‘]wi (Q) q matricialmente:

Jon Legarreta / Raquel Martinez

1. .
K =5qTD(q)q

QCW



|
I

NP
UIN

P d

NATTT

/| AT
IVIU LACLIYV

EJEMPLO 2 : Robot plano de 2 grados de libertad
1er paso calculo de la Energia cinética (K)

Eslabodn 1:

Calculamos inicialmente la MTH

0
1

A =

[ Cq 1
Sq 1
0

0

1

K, =—m

2

1V V[T 5 @ 11601

T

1
2

- Sq 1

Cqg 1
0
0

0
0
1

0

del primer eslabdn.

L., Cql]— x=L,Cql
L,Sql|}— y=L,Sql
I 0 H z=0

1

Haciendo uso del jacobiano, este nos queda de la siguiente manera:

ox Ox Ox

oq, 0q, 0Oq,

dy o Oy

oq, 0Oq, 0q,

oz 1974 oz

dq, 0q, 04,
8

= L.,Cql

&

0

~L,Sq1 0 0

0 o™=
0 0

Jon Legarreta / Raquel Martinez

La velocidad lineal del
eslabon 1 seria:

~L,Sql 0 0
y=| L,Cql 0 0
0 00

[

—L.5ql q1 |
L,Cqlql |=v!

00

Ll
o| |J,(9)
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EJEMPLO 2 : Robot plano de 2 grados de libertad
1er paso calculo de la Energia cinética (K)
1 T 1

Energia cinética K, = Eml Vi V, +5 ! [, o

—L_Sql g1

VITVF[—LdSqlql L,Cqlql 0} L.Cqlql (=L, ¢/
0

La velocidad angular del eslabdn 1 seria:

Por lo que la energia cinética del eslabdn 1:

]. 2.2 1 .
K, :Emll’cl q, +511912
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EJEMPLO 2 : Robot plano de 2 grados de libertad

1¢r paso calculo de la Energia cinética (K)

1 1
Eslaboén 2: K2=5m2V§V2+Ea)2T]za)2

Calculamos inicialmente la MTH del segundo eslabon

Cgl —-81 0 LCql||Cqg2 —-8S32 O
Sq 1 Cq 1 0 L, Sqg1]|l Sq2 Cq 2 0
04 =) AlA = !
0 0 1 0 0 0 1
0 0 0 1 0 0 0
CqlCqg 2—-8¢g185q2 —-Cql1Sq2—- Sq1Cq 2
0 o 1 Sq1Cqg 2 +CqlCqg 2 —S8Sq18q 2+ Cq1Cq 2
A= 4,4 =
0 0
0 0

10 ﬁ? Jon Legarreta / Raquel Martinez

L, ,Cq 2

L.,Sq 2 ;
0 al
1 1 q1 0 L,

2 g2 0 L,

0| Cq1L,,Cq2—Sqg1L,,Sq2+ L,Cql]

0| Sg1L ,Cqg2—-CqglL ,Sq 2+ L, Sqg1

1 0

O _
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EJEMPLO 2 : Robot plano de 2 grados de libertad

1er paso calculo de la Energia cinética (K)
1 1
Eslabon 2: K, =5m2 V§V2+5 2T[2a)2
recordatorio
Haciendo uso del jacobiano, nos S(gl+q2)=Sq1Cq2+ CqlSq2
queda de la siguiente manera: C(gl+q2)=CqlCq2F Sq1Sq2
i ox Ox Ox ] X
%% aa% %% ~L,Sql—L,[S(q1+¢2)] —L,[S(ql+42)] 0
J=| 2 2 ) LCgl-L,[Cq1+42)]  L,[C(q1+¢2)] O
an aqz aq3 O O O
0z 0z 0Oz
_6% 0q, 8q3_

. . . I
—LSgl—L,[S(q1+q2)] —L,[S(qgl+q2)] 0] 41| || ~LSql=L,[S(ql+q2)])ql-L,[S(gl+4q2)]q2 |
v, =| LCql-L,[C(gl+q2)]  L,[C(ql+4¢2)] 0] q2 5| (LiCql-L,[C(ql+¢2)])ql+L,[C(gl+42)]42 =V, |
0 0 0l 01 |

l
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EJEMPLO 2 : Robot plano de 2 grados de libertad
1er paso calculo de la Energia cinética (K)
1 T 1

Estabon 2 K, =y, it , 1,0

(=L,Sq1-L 2[5(q1+q2)])611 L 2[S(q1+q2)]q2
Vv, = [( LSql~ L, [S(q1+ 2D ql- L [S(q1+]q2 (L,Cql-L,[Clgl+g2)Dgl+ L,[Cql+42)]q2 0} (L,Cql~ L, [Cgl+ 2 gl+ L,[Clql +42)]q2
0

La velocidad angular del eslabon 2 seria:

!"T’z =(qg,+q,)z,

La energia cinética queda finalmente:

1 : o o I -
K, = Emz [leqlz +L,(¢,+¢,)" +2L L, (4" +§,g,)cos q2_+5[2 G, +3,)
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EJEMPLO 2 : Robot plano de 2 grados de libertad

2° paso calculo de la Energia Potencial (U)

Para el calculo de la energia potencial, se deben considerar cada una de las energias potenciales almacenadas

en cada eslabon, esto es:

v=30,
1=1

h1

f—A—\
U=mglL,sengq,

U, = mingci

U=U(q)

h2

]
"

—_—

—

m;= masa eslabon i
g= vector de gravedad
p.;=Vvector que localiza el CM del eslabon i respecto del sistema referencia

[

|

U,=m,g[Lisenq, + L sen(q, +q,)]

13 ﬁ?
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EJEMPLO 2 : Robot plano de 2 grados de libertad

3° v 4° paso calculo de Lagrangiano y ecuacion de movimiento

L(¢.9) =K (q.9)-U(q)

Ecuacion de movimiento :

El lagrangiano
en forma matricial :

i=1 j=1

L. = d" D@ -U@ = 3 > d, (@) 4, ~U(@)

d ([ec]| Jor|_
dr||~ |l 16g]

oL ¢ . 0 9
@:Z;d"j(qm" : . A I @y -
4 . \ 5qk 29T jzlak S an
— j Za’k](a) G, +Z ~dy(9)-4, =
“ Zn:d (9)-q 3y il q:-9q U,

j=1 v = =\ 0q;, 20q, C aq, '

—de](q) g, +ZZ

11]1

14,4,

14

&

Za’k,(q) G, +chyk(q)q, g, +dq) =1,

i=l j=1

Forma matricial

Jon Legarreta / Raquel Martinez

D(q)-q+C(q,9)-q+g(q)=71

Inercial Coriolis

gravedad
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EJEMPLO 2 : Robot plano de 2 grados de libertad

3° paso calculo de Lagrangiano L(q,c}) =K-U = |L(q é) _ lqu(q)q- _U(q)
2

1 R T I A A N
K==¢"D(q)¢=~|q, 92]'|: e {1

L4
2 2 dy dy qz}zi[%dlﬁ%dﬂ qldm*%dzz]'{l}

q,

1 .. . ..
K:E[d1191%+2'd2191q2+d22Q2q2]

- E[dn%% +d 9,9, +d,9,9, +d5,9,9, |
di, =dy,

La.0)=d" D@)i-Ul@) = 3 d, (@) 4,4, ~U(@)

i=l j=I

ﬁ? Jon Legarreta / Raquel Martinez DLW
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EJEMPLO 2 : Robot plano de 2 grados de libertad

3° paso calculo de Lagrangiano L(g,q)=K-U

Teniendo en cuenta las ecuaciones obtenidas . I .; ) ] <& o
anteriormente: L(q,9) = Eq D(q)g-U(q)= Ezzdlj(@ q;°9q, -U(q)

i=l j=I

L(QaQ):Kl +K,-U,-U,

1 2% 1 2 1 ) ) ) . .. 1 ) .
L= Emchl q, +5[1 QI2+Em2 [le%z +Lc22(% + %)2 + 2L1Lc2(%2 +4,4,)c0sq, ]+§]2 (g, + %)2_ mg L senq,—m,g[Lisenq, + L ,sen(q, +q,)]

i SR s Y
dys d d d

d11 d11 11 1 1"
d,, d,=d,; d,,

dsp=d, dyp=dy;

2 . f g
Como se puede observar en la formula, los términos d;;: solo aparecen en la energia cinética.

Los términos donde aparece d,, es porque el término q, esta elevado al cuadrado (g, * g4 ) y aparece dos veces

Los términos donde aparece d,, es porque el término q, esta elevado al cuadrado (g, * g, ) y aparece dos veces

Los términos donde aparece d,, o d,, es porque el términoq, y q,

16 ﬁ? Jon Legarreta / Raquel Martinez DLW
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EJEMPLO 2 : Robot plano de 2 grados de libertad
4° paso calculo de la ecuacion de movimiento

c _ aa’ll _l adll
Forma matricial D(Q) . q + C(q, Q) : q + g(q) =T H oq, 2 0q,
Inercial Coriolis gravedad _ od, 1dd, —0
Ci = 5 =
0q, 2 0q,
de](Q) qj +chyk(Q)qz q]+¢k(Q) Tk C :adZI—lad” =m,L L. ,senq
P = = 112 aql 2 aqz 21" c2 2
od 1 od 1
_ _ _ _ Cpy =2 ———t=——mLL,senq,
Teniendo en cuenta las ecuaciones obtenidas anteriormente, se | 0q, 20q, 2
calculan los coeficientes ¢, (k=1,2): od, 1od
o Cn = 56]11 _E 86]21 =—2m,L,L ,senq,
(. [ L el om L cosg2+ 1o
) Cp1 = aqlz _5 aqzz =-m,L,L ,senq,
d,+d, =2-mL, +2-mLL,cosq2+2-1, ~ Lﬁdkj 1 adl_j] ad2 | adl |
ik — _ 21 21
oo =m L, +m L L cosg 1, ©o\Gg 20q) |1 T Tagg, T oMY
L _ody lady
dy,=myL, +1 7 0q, 2o,

17 ﬁ? Jon Legarreta / Raquel Martinez DLW



EJEMPLO 2 : Robot plano de 2 grados de libertad
4° paso calculo de |la ecuacién de movimiento

U=-mglL,senq —m,g[Lsenq, + L, sen(q,+q,)]

_oU _
El término de gravedad: ¢ = R LT L, cosq,+m,g L cosq, +m,gL , cos(q, +q,)]
q,
U |
9, = m, gL, cos(q, +q,)
8q2

Zd,g(q) QY Y (@), -d, 14 @)=,

i=1 j=1

V K=2

Zdl,((J) g, +chyl(q)ql q,+¢(q)=r, Zdz,(q) g, +chyz(q)q, q,+¢,(q) =7,

i=l j=1 i=1 j=1

Solucidén a las ecuaciones de movimiento

- - ) . 2
T, =d\ G, +d,q, +¢,, 4, +(Cp )G, G, +Cry 1 Gy TP

. . .2 .. .2
T,=dy G +dyGg, 054 H(Cln +C0)q Gy oy Gy + Dy

18 ﬁ? Jon Legarreta / Raquel Martinez DLW
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El control cinematico se basa en el modelo cinematico del robot y utiliza
posiciones y velocidades.

OBJETIVO:

1) Establecer cuales son las trayectorias que debe
seguir cada articulacion del robot a lo largo del
tiempo para conseguir los objetivos fijados por el
usuario:

— Punto de destino.

— Tipo de trayectoria del extremo.

— Tiempo invertido.

— etc.

2) Es necesario atender a las restricciones fisicas de
los accionamientos y criterios de calidad (suavidad,
precision, ...)

ORIGEN

19 ﬁ? Jon Legarreta / Raquel Martinez
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USUARIO
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ORIGEN
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Esquema de Control de Robots
ﬁf Planificacion tareas E
% Planificacion de trayectorias él
2 SENSORES
2 /
2 Ejecucién de trayectorias é/
s
3 e
\Generacién de trayectorias /
CONTROLADOR DE LOS — | DESTINO
MOTORES PARA CADA UNO
DE LOS EJES DEL ROBOT ENTORNO

QCW
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Para poder controlar el movimiento de un robot, es necesario generar
previamente una trayectoria en el espacio para que este lo realice. Esta
trayectoria puede realizarse de dos maneras:

1) Generacion de trayectoria en el espacio articular (q;). Desplazar
el brazo de un punto a otro en un tiempo determinado, sin importar

la trayectoria en concreto.
-

2) Generacion de trayectoria en el espacio cartesiano. Cuando es ti=0 tf
necesario que el robot siga una determinada trayectoria (ejemplo
un linea de soldadura).

21 ﬁ? Jon Legarreta / Raquel Martinez DLW



CONTROL CINEM. - GENERACION TRAYECTORIAS
— Movimiento eje a eje
Trayectorias punto a punto Movimiento de cada articulacion se
produce de manera consecutiva.

o ] 5 Tiempos de ejecucion altos.
Movimiento de cada articulacion

de manera independiente al resto

— | Movimiento simultaneo de ejes

Movimiento de cada articulacion se

Tipos de trayectorias produce de manera simultanea, pero
en el espacio articular | __ cada articulacion alcanzara su posicion

final en tiempos distintos dependiendo

de las velocidades asignadas etc.. Se
producen Desgastes innecesarios al
exigir maximas velocidades

Trayectorias coordinadas o is6cronas

Movimiento de cada articulacion se produce de manera simultanea. Todas las
articulaciones comenzaran a moverse al mismo tiempo y alcanzaran también su
posicion final simultaneamente, ajustando para ello las velocidades de giro de cada
articulacion .

22 ﬁ? Jon Legarreta / Raquel Martinez DLW
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Trayectorias en el espacio articular

1) Conversién de los puntos cartesianos inicial, final e intermedios a valores
articulares para cada articulacion (cinematica inversa, tema 5).

2) Interpolacion de los valores de las articulares de cada articulacion con o sin
puntos intermedios.

3) Movimiento de cada articulacion de forma independiente siguiendo Ia
trayectoria elegida.

_ €& | trayectoria articular

- - Puntos inicio y fin Puntos intermedios

23 ﬁ? Jon Legarreta / Raquel Martinez DCW.
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Interpolacion de trayectoria articular con puntos inicio y fin

Se considera solo los puntos inicio y final, no se consideran puntos intermedios, por lo que
las posibles trayectorias son diversas (ver figura). Para producir movimientos suaves es
necesario imponer 4 condiciones de contorno:

q(t,;)=q0)=gq,, Aseguran que comienza y acaba

_ ~en los puntos adecuados.
q(t ﬁn) =4 s
. _ . _ : )
q(t,;)=q(0)=0 Aseguran que las velocidades =0 t, t
: —0 ~ de inicio y final son nulas. i

24 ﬁ? Jon Legarreta / Raquel Martinez DLW



CONTROL CINEM. - GENERACION TRAYECTORIAS

Interpolacion de trayectoria articular con puntos inicio y fin

Las 4 condiciones se puede cumplir con un polinomio _ 2 3
de grado 3 del tipo: g(t)=a+bt+ct” +dt

Q(tim') = Q(O) =4, | a=dq,,

derivando

q'(t)=b+2ct+3a’t2
ef”””

q(t,;)=q(0)=0 g(t.)=qg(0)=b={b=0
- _ —>
q(tg,) =0 G(t,)=2ct, +3dt; =0

25 ﬁ? Jon Legarreta / Raquel Martinez DCW



CONTROL CINEM. - GENERACION

Interpolacion de trayectoria articular con puntos inicio y fin

Interpolacion CUBICA 12

Qfin

2 3
q(tﬁn) =a+btﬁn +cty, +dtﬁn =4 4

a=gq,, l b=0 qW i
ti:o tfin t

2 3 - 3(Qﬁn_qm1)
qmi+ctﬁn+dtﬁn—qﬁn c= :
tﬁn

2

2ct,, +3dt;, =0 d:_z(qﬁn_qim-)
_ 3
tll’l

26 ﬁ? Jon Legarreta / Raquel Martinez DCW
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Interpolacion de trayectoria articular con puntos inicio y fin

Ejemplo:

Consideremos un robot de una articulacion rotacional que inicialmente se encuentra girada
5°. Calcular la interpolacion cubica que haga que el robot gire 20° en 2 s.

—_—

a = qmi — 50

b=0

Mg —au)_3(25-5) _
t; 4

=2

qg(t)=5+15¢

—5¢

27
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Interpolacion de trayectoria articular con puntos inicio y fin

Un segundo método de interpolacion es realizar un ajuste lineal entre los puntos inicio y fin.
Sin embargo, con este tipo de ajuste la velocidad de la articulacion permanece constante
en todo el intervalo de tiempo, lo que lleva a aceleraciones infinitas al principio y al final.

Para evitar este inconveniente, se realiza la trayectoria en 3  a(® ineal

tramos, el primero parabdlico, el intermedio lineal y el final G
nuevamente parabdlico. El primer tramo permite alcanzar una g,
velocidad deseada con aceleracion constante. En el segundo
tramo lineal se mantiene la velocidad constante (aceleracion
cero). Finalmente en el ultimo tramo se aplica una deceleracion ap
constante hasta alcanzar la velocidad nula en el punto qg;,,. Qini

—

tp 1:m tfinp 1:fin t

parabolico

28 ﬁ? Jon Legarreta / Raquel Martinez DLW



CONTROL CINEM. - GENERACION TRAY

Interpolacion de trayectoria articular con puntos inicio y fin

| tramo parabdlico: te (0, t,)

i derivando ..
Ecuacion: ¢,(t)=a, +b,t+c, t> ™"e q,(t)=b,+2c,t TG, (1) =2¢,
Condiciones iniciales:
q[(tini):q](o):qini q.l(tini):q.l(o):() q=cte
A

q(t) -
— q
a, =4, b, =0 CI:E

La ecuacion del | tramo parabdlico es:

> QI(t)ZQini+%t2 = te(0,t,)

29 ﬁ? Jon Legarreta / Raquel Martinez DCW



CONTROL CINEM. - GENERACION TRAYECTORIAS

Interpolacion de trayectoria articular con puntos inicio y fin

Il tramo LINEAL: t e (t,, t;,.,)
derivando Velocidad dejarticulacion = velocidad en tp del tramo |
Ecuacion: ¢, (t)=a+pB(t-t,) ——— q,t)=/p q,(t,)=qt,
q,(¢, )=qn(t )=qp N | | |

q[(t) qu_anz Et

~4, pi_ D = 9w =91
[ _tp tm+tim_2t
+tl}’ll 2 2
2 . \/q tm _q(qfn _qmz)
qﬁn +qini tp o tm N q’
2

QCW
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CONTROL CINEM. - GENERACION

Interpolacion de trayectoria articular con puntos inicio y fin

Il tramo parabdlico: t e (t;,., , ti,)

Ecuacién: ¢, (t)=a,, +b, t+c,, t’

Derivando:

q.III (t) - bm + zcm 4

1 2 :

A () =0°/s=0=0by +2¢ 1, = ?j{l______z_ffl_l__{g qm (tfn) an =a, +by LintCmlp |

Velocidad tramo Il en t,,,= velocidad en ty,, del tramomt | 4~ i -------------------
(1 =1,) =1, 21, = by + 26y (17, ~1,) | au=4q,, 621 i
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Interpolacion de trayectoria articular con puntos inicio y fin

Ejemplo:

Consideremos un robot de una articulacion rotacional que inicialmente se encuentra girada 5° y con una

aceleracion de 40°/s2 . Calcular la interpolacion lineal con ajuste parabdlico que haga que el robot gire 20°
en2s.

o : q 2
40217 —40(25 - 5) ,3 Gt,=40-0293=11.71°/s}  lay=q, —~t;, ==55
= (0,203 §1 i i ‘ 2
Datos tp ________________________________ 4 O '_.'.'.'.'.'.'.'.'.'.'.'.'.'.'.'.'.'.':'.:.'.'.'.'.'.'.'.'.'.'.'.'.'.'.'.'.'.'.'.'.' """"""
—a=5+20t"=6. 716°
o =2 ? ........ =a=5+201," =6.716" c ,,,:—%——20
t, =1s b =Gt =80
q.. =3 1 g ., 2
ini q,(t)--qim.+5t =15+20¢ te(0,0.293s)
q i = 25
. q,(O)Fa+p(t—t,)=6.716+11.71(—0.293)| — 0.293 <t <1.707
qm = 15 :
.. e —— B 2 _| 2
q:400/S2 Lo 02 1 1707 2 | dmOFay +byt+c, 17 5-55+80¢-20¢" |—> 1.707<t<2
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Interpolacion de trayectoria articular con puntos INTERMEDIOS

Los valores de las velocidades intermedias se tienen que indicar por el usuario. Generalmente, si las
pendientes de los tramos consecutivos son de signo contrario, las velocidades se toman nulas. En
cambio si la pendientes no cambian de signo, se toma la media de las dos velocidades de cada tramo.

Ejemplo:

Velocidad punto a= media de las velocidades tramo | y I
Velocidad punto b= 0, pendientes de signo contrario
Velocidad punto c= media de las velocidades tramo Il y IV

qt)a
fin

iNi
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CONTROL CINEM. - GENERACION

Interpolacion de trayectoria articular con puntos INTERMEDIOS

En ocasiones es necesario definir puntos intermedios en las trayectorias a realizar por cada
articulacion. En principio se podrian utilizar los métodos vistos anteriormente, tomando cada punto de
paso como el fin de un tramo y principio de otro; el unico inconveniente es que obliga a que en esos
puntos la velocidad sea cero, cuando en realidad no es necesario.

gt)=a+bt+ct’+d¢t derivando > ¢(t)=b+2ct+3dr
--------------------------------------------------------- |aS Veloc;idades' ¢
Q(tmz) Q(O) qll’ll 9 a = qini Q(tml) q(O) qmz q(f ) _ (1(0) _ b — 10 _ (1 |
9p)=dp Qt,)=d,
- 5 3 :3(Qﬁn_qwi)_2q.ini+q.ﬁn
Q(tﬁn):qini—i_qini tﬁn—i_Ctﬁn—'_dtﬁn :qﬁn t;m tﬁn
. . . -2 -q. 7. +q,
q(tﬁn) — ql.m. + 2Ctﬁn + 3d tzﬁn — qﬁn d _ (qf:;: qzm) n qﬁnt2 qzm
fin fin
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Interpolacion de trayectoria articular con puntos INTERMEDIOS

Ejemplo:

Consideremos un robot de una articulacion rotacional que inicialmente se
encuentra girada 5° y acaba en 20° en 2 s. Calcular las interpolaciones
cubicas a realizar de forma que pase por un punto intermedio en el que el
angulo de giro sea 15° y con una velocidad de 5°s. Se consideran las
velocidades iniciales y finales cero.

Tramo | Tramo Il

q,(t)=a,+b t+c, t* +d, r qu(t)=a, +b,t+c,t’+d, t’
a; =q;,; =5° Ay =Gy =15°
b, =¢q,, =0 by =4 =5

3(qﬁn_qini) 2qini+4ﬁn 3(15-5) 2-0+5 3(qﬁn_q11ini) 2q‘1]ini+q.ﬁn 3(15-15) 2-5+0
C1: 3 _ = 2 — :25 CI = 2 — e 12 — 1 —

i i 1 1 fin i

g, —q.) G td. (15— ~2G = uns) G ¥ —2(20-15) 045

g =2 ) Gt =2015-5) 540 _ o0, (qft3 D) , 45 tzqn _ (13 ), 2o

3 2 - 3 2
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Interpolacion de trayectoria articular con puntos INTERMEDIOS

En este tipo de interpolacién y debido a que en los puntos intermedios las velocidades de paso son
distintas, los tramos parabdlicos iniciales y finales en cada tramo no pueden ser simétricos como si lo
eran en el caso anterior (sin puntos intermedios).

Q(t)A t,,= intervalo de tiempo del ajuste
PARABOLICO en un q,,
o T |
' t,.1 »= intervalo de tiempo del ajuste
Qini LINEAL entre los puntos de paso g, Y q,
Gn ! : Donde:
bt =, —1,) =051, -051,,
An+1 L Y la velocidad del tramo lineal es:
An-1
. 4, 4.1
qn—l,n === :
! ) tn - tn—l
tlnl_0 tn-1 tn tfin'tpfin tfin t
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Interpolacion de trayectoria articular con puntos INTERMEDIOS

alt), Interpolacidn lineal con ajuste PARABOLICO

Datos requeridos para la interpolacion
. serian:

1) Puntos de paso (q; ...)

2) Tiempo en esos puntos (t,...)

. 3) Aceleracion de los tramos
parabdlicos, que seria:

Qn = Sig”lO (qn,n+1 - q.n—l,n) qn

. >
=0 tn_1 tn tfin'tpfin 1:fin t

t.

ini

Para tener determinada la trayectoria hay que calcular el tiempo transcurrido durante el tramo parabdlico en
el que le punto se aproxima a un punto de paso:

qn ,n+l1 qn 1,n
q,
37 ﬁ? Jon Legarreta / Raquel Martinez DLW
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Los tramos inicial y final
deben ser tramos parabdlicos
completos, esto modifica las
expresiones anteriores:

. >
t;,=0 to.s t, tintoin  tin
INICIAL
> 2(9,—9,)
t,=t,~t,-0.5¢, t, =t _\/tz -
q,
.. . .. . 4, — 4,
= siono — =12 71
q, 0 (9, Q1)|ql| q, r,—05¢,
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q(‘t)]fin
Qini
an Los tramos inicial y final
deben ser tramos parabdlicos
completos, esto modifica las
:“*1 expresiones anteriores:
n-1
. >
t;,=0 to.s t, tintoin  tin
FINAL
2(4 4y = 4 fin)
— 2 fin fin—1
tﬁn—l,ﬁn _tﬁn_tﬁn—l_tpﬁn_O'Sth tpﬁn Z(Iﬁn_tﬁnl)_\/(tﬁn_tﬁnl) - q
fin
q~ _ qﬁn - qﬁn—l
g . = SIgno - q fin=1, fin
q fin 8 (g fin =4 fin -1 ) ‘q fin (tﬁn _ tﬁn—l) _ O’Stpﬁn
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Interpolacion de trayectoria articular con puntos INTERMEDIOS

Ejemplo:

Consideremos un robot de una articulacion rotacional que pase por los siguientes puntos articulares 5°,
20°, 15°, 5°. Estos puntos se alcanzan en los tiempos 2, 3, 4 s y que la aceleraciéon es de 30°s2.
Calcular los parametros del interpolador con ajuste parabdlico necesario. Se consideran las velocidades
iniciales y finales cero.

A | tramo
20°
Aceleracion tramo | parabdlico:
15° q, = signo (CI2_Q1)|¢']'1|:3OO/SZ
10° ty=t,— [t _2(@:=9) _ 2—\/22 _2Q0-5) 4068
4 30
5° Velocidad lineal tramo I:

q9, — 4, _ 20-5

. . ~8.04°/s
> e —05t, T 2-0.5-0.268

t;,i=0 1 2 3 4

ini
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Interpolacion de trayectoria articular con puntos INTERMEDIOS
Ejemplo:

Consideremos un robot de una articulacion rotacional que pase por los siguientes puntos articulares 5°,
20°, 15°, 5°. Estos puntos se alcanzan en los tiempos 2, 3, 4 s y que la aceleraciéon es de 30°s2.
Calcular los parametros del interpolador con ajuste parabdlico necesario. Se consideran las velocidades
iniciales y finales cero.

A
20°

[l tramo

Aceleracion tramo Il parabdlico:

15° g, = signo (g, — q12)|q2| — _30°/s>

Velocidad lineal tramo ll:

10° 4, —4 qs—9, _15-20

) :—n—l - ) = = :—SO/S
qn-1n e q,3 ) 3_9
5° qnn+1 q, 1, dr3 =91,
tpn - —)tpzz%:O.LIBSS
qn qZ
. >
t. =0 1 2 3 4 t Lh,=1,—1, —0.5tp2 =2-0.268—-0.5-0.435=1.514+s
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Interpolacion de trayectoria articular con puntos INTERMEDIOS
Ejemplo:

Consideremos un robot de una articulacion rotacional que pase por los siguientes puntos articulares 5°,
20°, 15°, 5°. Estos puntos se alcanzan en los tiempos 2, 3, 4 s y que la aceleraciéon es de 30°s2.
Calcular los parametros del interpolador con ajuste parabdlico necesario. Se consideran las velocidades
iniciales y finales cero.

A
20°------m e Il

Aceleracion ultimo tramo parabdlico:

= signo (g, — Q3)"q'4‘: -30°/5’

‘.].ﬁn = signo (qﬁn — 4 s 71)‘.q.ﬁn

15° X )
qln_ql}‘l—
tpﬁn(tﬁntﬁnl)\/(tﬁntﬁnl)2 £ .. o =
10° L
. e =(4-3)- ,Jo4 3)? zﬁi—lél._OAzss
R -
| ; l Velocidad ultimo tramo lineal:
: - —-10
. > g, =—D"% =-12.68°/s

t =0 1 2 3 4 t = (-t)-057, 1-05-0.423

ini

42 ﬁ? Jon Legarreta / Raquel Martinez DLW



T TY A

ROL CINEM. - GENE

T

C)
=

CODR CIC

Interpolacion de trayectoria articular con puntos INTERMEDIOS
Ejemplo:

Consideremos un robot de una articulacion rotacional que pase por los siguientes puntos articulares 5°,
20°, 15°, 5°. Estos puntos se alcanzan en los tiempos 2, 3, 4 s y que la aceleraciéon es de 30°s2.
Calcular los parametros del interpolador con ajuste parabdlico necesario. Se consideran las velocidades
iniciales y finales cero.

A
20° Aceleracién penultimo tramo parabdlico:
g, = signo (q.3,4 - ‘hs)“h‘ =-30°/s"
15 ] ] 12.68 5
Qn n+l . qn 1,n N tp3 — q3,4 . QZ,S — . ( ) — 0256S
Qn q3 - 30
10°
Tiempos del tercer y cuarto tramo lineal:
50 Lot = (t,—¢t,,)—0.5 Loy — 0.5tpn_1
t,y=(,—1,)—0.5¢,,-0.5¢, =0.654 5
r —
t. =0 1 2 3 4 t ty,=(t,—1t,)-0.5¢,,—0.5¢,, = 0.66s

ini—
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TICO DEL MOVIMIENTO

Control del movimiento en el espacio articular

Para que el extremo del robot describa una trayectoria, es necesario que cada articulacion siga una
trayectoria determinada. Por tanto, se puede controlar el movimiento del robot en el espacio articular
puesto que son conocidas las referencias de cada una de las trayectorias.

TIPOS DE CONTROL

/\

Control desacoplado o monoarticular

Se considera el modelo del robot compuesto por
una  superposicion de articulaciones
independientes, sin tener en cuenta la interaccion
entre ellas. En este caso el modelo dinamico
empleado es el de un accionador (motor eléctrico).
La desventaja principal es la influencia del
movimiento de una articulacion en las siguientes y
en consecuencia en el movimiento global.

44 ﬁ?
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Control multiarticular

Se considera un modelo del robot en el que se
considera el modelo dinamico global del
robot. Esto es, tiene en cuenta el
movimiento de todas las articulaciones
entre si. Analiticamente la resolucion del
problema es mas compleja

OCW
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Control del movimiento en el espacio articular

Control monoarticular

En este caso el planificador de trayectorias genera las correspondientes trayectorias para cada una de
las articulaciones por separado, obteniéndose en cada acaso los puntos de referencia necesarios para
generar el movimiento de cada articulacion de forma independiente. Los accionadores mas utilizados
en Robdtica son los motores de corriente continua.
El modelo dinamico de un motor de corriente continua y el diagrama de bloques seria el siguiente :

Motor

A +< : error

controlador

control

_I.. -

P

Inercia

45

Motor q
carga —
engranajes

encoder
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CONTROL CINEM. - CONTROL CINEMATICO DEL MOVIMIENTO

Control del movimiento en el espacio articular

Control Multiarticular

Para realizar un control preciso del robot es necesario modelarlo como un sistema MIMO (Multiple Input
Multiple Output). Teniendo en cuenta los vectores de posicidn, velocidad y aceleracién de las
articulaciones, el controlador enviara un vector de seiales de control (ley de control) para accionar
cada uno de los motores articulares.

Recordando la ecuacion de movimiento obtenida anteriormente: |D(q)-g+C(q,9)-g+g(q) =71

Inercia Coriolis gravedad
Y utilizando un controlador PD (Proporcional-Deribativo), la ley de control quedaria de la siguiente manera

para un robot de n grados de libertad: , _ K, (q,-9)+K,(4,-¢)=D(q)-G+C(q,9)-G+g(q)

Donde Kp y Kv son matrices nxn,

correspondiente al controlador PD. g, — ; Kp E%E

Diagrama de bloques del sistema del control: Kv

4
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