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CINEMATICA DE POSICION

Calculo de coordenadas articulares
respecto de la localizacion en el espacio y

CINEMATICA DE MOVIMIENTO

Calculo de velocidades angulares y lineales de los
distintos componentes del robot (articulaciones,
eslabones efc...) respecto de velocidades articulares y

viceversa.
/ \ viceversa. /
DIRECTA INVERSA

ECUACIONES
DE PROPAGACION

d(qz)/dt,(_/_

(X,y,z,a,B,G)

Geommcoplo

Algebraico

d(q)/dt
Geomeétrico D-H
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MATRIZ
JACOBIANA

(Directa e inversa)

V™) d(q;)/dt

X

TCP ;2
d(x)/dt, d(y)/dt ..
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INTRODUCCION

» Un robot industrial esta destinado a realizar una funcion
con una herramienta determinada.

» Para ello es necesario localizar (posicionar y orientar) el
terminal del robot en cada instante.

» La localizacion del terminal repercute en el
movimiento del resto de sus articulaciones.
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CINEMATICA DE POSICIO!

T

La cinematica del robot estudia el movimiento del
mismo con respecto a un sistema de referencia fijo
sin considerar las fuerzas y momentos que originan
dicho movimiento.

Busca las relaciones entre la localizacion (posicion y
orientacion) del extremo del robot y los valores de sus
coordenadas articulares.

Busca las relaciones entre las velocidades del
movimiento de las articulaciones y el extremo (modelo
diferencial — matriz Jacobiana).

S ﬁ? Jon Legarreta / Raquel Martinez DLW
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CINEMATICA DE POSICI

/ Cinematica DIRECTA \

Determina la localizacion del
extremo del robot, con
respecto a un sistema de
coordenadas de referencia,
conocidos los valores de las

articulaciones y los parametros
geomeétricos de los elementos

wel robot. /

Ol

T

/ Cinematica INVERSA \

Conocida la localizacion del
robot, determina cual debe ser
la configuracion del robot
(articulaciones y parametros
geomeétricos).

N /

Desde el punto de vista de la robdtica, el problema
cinematico inverso es mas complejo.

6 ﬁ? Jon Legarreta / Raquel Martinez DLW
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CINEMATICA DE POSICIO!

T

Cinematica DIRECTA

Valores de las Localizacion
coordenadas del extremo
articulares del robot
_

(G4, Az ----Qp) Cinematica INVERSA (X,¥52,0,, Y)

/

qn) q1=f1(X,y,Z,a,B,Y)
y=f (a4, Az, --.-0pn) a,=F,(x,y,z,a,8,Y)

q,=f,(X,y,z,a,B,Y)
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EMATICA DE POSICIO!T

»
N T A

DIRECTA

» Formas de abordar el problema cinematico directo:

/ Métodos geomeétricos \

-

Método no sistematico (aplicacion limitada a robots con pocos grados
de libertad).

Utiliza relaciones geomeétricas para obtener directamente la posicion
del extremo del robot en funcion de las variables articulares.

Requiere buena vision espacial

ﬁ\llétodos basados en cambios de sistemas de referencia

J
~

Método sistematico (Adopta determinadas convenciones para
resolver el modelo, independientemente de las caracteristicas
geomeétricas del robot).

Utiliza las matrices de transformacion homogénea => Metodo de
Denavit Hartenberg (1955) J

ﬁ? Jon Legarreta / Raquel Martinez DLW
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CINEMATICA DIRECTA: METODO GEOMETRICO

» Es un método no sistematico que utiliza las relaciones geometricas
para obtener la posicion del extremo del robot.

» Normalmente se emplea para la obtencion de la posicidon y no de la
orientacion

» Se usan en robots de pocos grados de libertad.

y A
(.5)

Para un brazo con dos GDL:
x =1,cos q; + 1, cos(q;+q,)

=1;sen q; + I, sen(q;+q,)

=¥

9 ﬁ? Jon Legarreta / Raquel Martinez DLW
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CINEMATICA DIRECTA: MT

Un robot se puede considerar como una cadena
cinematica formada por objetos rigidos (eslabones)
unidos entre si por articulaciones.

» Si se establece un sistema de referencia fijo en la base del robot
y se describe la localizacion de cada eslabon con respecto a
dicho sistema de referencia.

» Se puede encontrar una matriz de transformacion homogénea T
que:
Sera funcion de las coordenadas articulares.

Relacione la localizacion del extremo del robot respecto al sistema
de referencia fijo.

10 ﬁ? Jon Legarreta / Raquel Martinez DLW
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MATICA DIRECTA: MTH
A cada eslabodn se le asocia un sistema de referencia solidario.

Es posible representar las traslaciones y rotaciones relativas entre los

distintos eslabones.

i—1

La matriz + 4 representa la posicion y orientacion relativa entre los stmas

asociados a dos eslabones consecutivos del robot.

La cadena cinematica del robot se puede representar parcial o totalmente,

concatenando las matrices A:

y T ="4'434.... 174

1

Existe un método sistematico para situar los sistemas de coordenadas
asociados a cada eslabon y obtener la cadena cinematica del robot.
Método de Denavit-Hatenberg (1955).

ﬁ? Jon Legarreta / Raquel Martinez 0
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CINEMATICA DIRECTA:

A "\

VITH

Bl Asignacion de sistemas de referencia

« Seguir las reglas de D-H. I

e Tabla: 0i, di, ai, a..

Algoritmo
Denavit-Hartenberg: . Para cada fila de la tabla anterior.
(COi —-CaiSOi SaiSOi ai COi]
1, _| S0 CaiCOi - SaiC6i aisSoi
i | o Sai Cai di
0 0 0 .

12

&

s \latrices de localizacion del.... —

 ...extremo del robot respecto a la
base.

‘T='4A 424...7"'4

oCcw
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Algoritmo D-H:

Asignacion de Sistemas de Referencia

-

>

D-H1: Numerar los eslabones desde 1 hasta
n (n=GLD). Se numerara como elemento 0 la
base del robot.

D-H2: Numerar cada articulacion desde 1
hasta n.

D-H3: Localizar los ejes de las articulaciones.

Si ésta es rotativa, el eje sera el propio eje de
giro. Si es prismatica, sera el eje a lo largo del
cual se produce el desplazamiento.

J

r\TrTr

CINEMATICA DIRECTA: MT

Ejemplo:

Modelado cinematico
directo robot cilindrico

—
el ’
-~
—

_____
~——

13 ﬁ? Jon Legarreta / Raquel Martinez
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CINEMATICA DIRECTA: MTH
Algoritmo D-H:
Asignacidén de Sistemas de Referencia
Establecer el sistema de referencia de cada elemento i

Ejemplo:
Modelado cinematico
directo robot cilindrico

( D-H4: Para i de 0 a n-1, situar el eje Zi sobre el eje de\
la articulacion i+1.

o )

14 ﬁ? Jon Legarreta / Raquel Martinez DLW




CINEMATICA DIRECTA: MTH
Algoritmo D-H:
Asignacidén de Sistemas de Referencia
Establecer el sistema de referencia de cada elemento i

Ejemplo:
Modelado cinematico
directo robot cilindrico

( D-H4: Para i de 0 a n-1, situar el eje Zi sobre el eje de\
la articulacion i+1.

» D-H5: Situar el origen del sistema base So en
cualquier punto del eje Z0 (eje de la articulacion 1).
Los ejes X0 e YO se situaran de modo que formen un
sistema dextrogiro con ZO0.

o )

15 ﬁ? Jon Legarreta / Raquel Martinez DCW
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INEMATICA DIRECTA: MATRICES HOMOGET?

Algoritmo D-H:
Asignacidén de Sistemas de Referencia

Establecer el sistema de referencia de cada elemento i

»

»

( D-H4: Para i de 0 a n-1, situar el eje Zi sobre el eje b

la articulacion i+1.

D-H5: Situar el origen del sistema base So en
cualquier punto del eje Z0 (eje de la articulacion 1).
Los ejes X0 e YO se situaran de modo que formen un
sistema dextrogiro con ZO0.

D-H6: Para i de 1 a n-1, situar el sistema Si (solidario
al elemento i) en la interseccion del eje Zi con la linea
normal comun a Zi-1 y Zi. Si ambos ejes se cortasen
se situaria Si en el punto de corte. Si fuesen paralelos
se situaria en la articulacion i+1.

D-H7: Situar Xi en la linea normal comun al eje Zi-1y
Zi. Si los ejes se cortan se situa perpendicular al plano
formado por Zi-1y Zi. Situar Xi en la linea normal al eje
Zi-1, lo corta y apunta hacia afuera de él.

D-H8: Situar Yi de modo que forme un sistema
dextrogiro con Xiy Zi.

D-H9: Situar el sistema {Sn} en el extremo del robot
de modo que Zn coincida con la direccion de Zn-1 'y

k Xn sea normal a Zn-1y Zn.

16 ﬁ? Jon Legarreta / Raquel Martinez

Ejemplo:
Modelado cinematico
directo robot cilindrico
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Algoritmo D-H:
Identificacion parametros D-H

Crear una tabla con los parametros de Denavit-
Hartenberq:

~

» D-H10: Obtener 8i como el angulo que hay que girar
en torno a Zi-1 para que Xi-1 y Xi queden paralelos.

» D-H11: Obtener di como la distancia medida a lo largo
de Zi-1, que habria que desplazar {Si-1} para que Xiy
Xi-a quedasen en el mismo plano.

» D-H12:Obtener ai como la distancia medida a lo largo
de Xi (que ahora coincidiria con Xi-1) que habria que
desplazar el nuevo {Si-1} para que su origen
coincidiese con {Si}.

» D-H13:Obtener ai como el angulo que habria que girar
entorno a Xi (que ahora coincidiria con Xi-1) para que
\___el nuevo {Si-1} coincidiese totalmente con {Si}.

17 ﬁ? Jon Legarreta / Raquel Martinez

Ejemplo:
Modelado cinematico
directo robot cilindrico
(4GDL)

A ODN =

Tabla D-H

di

o O O O

o
00
90°
00
00

QCW.



Formar las Matrices Homogéneas

Algoritmo D-H:

CINEMATICA DIRECT
D-

A

Al

Vi

D-H14: Obtener las matrices de transformacion A,

Rotacion 6i del Zi-1, seguida de translacion di (a lo
largo de Zi-1, posteriormente translacion ai (a lo

largo Xi y finalmente rotacion ai respecto de Xi :

~N

A =T(Zi -1, 90)T(d)T (ai)T (xi, o) =

A=

1

0
0

ca -S6 0 01 0 0 Of1 0
Sé C6 0 00 1 0 0|0 1
0 1 0[O0 O I di|0 0
0 0 1J0 0 0 10 0

CO -CaiSO SaiSO aiCoil
SO CaiCO —-SaiCOi aiSOi
0 Sai Cai di

0 0 0 1

18 ﬁ?
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Modelado cinematico
directo robot cilindrico

(4GDL)
Tabla D-H

oi di ai

1 0, L, 0
2 90° d, O
3 0 d; 0
4 0, L, O

o
00
90°
00
00

QCW.
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Algoritmo D-H: Formar las Matrices Homogéneas

C -CoiS6 SoiS6i
. ,_| 86 CaiC6i - SaiCéi
' 0  Sai Cai
|0 0 0
(COl -S61 0 O]
. ,_|S61 cot 0 0
| 0 0 1 L
0 0 0 1]

b dh Y s VWa Ve W\

CINEMATICA DIRECTA:

"\ h g

V.

h g

T

ai Coi |
ai S6i
di
1_
(0 0 1 0] (1 0 0
I 0 0 O 0O 1 O
s =
01 0 d2|° 0 0 1
0 0 0 1| 0 0 0

Tabla D-H
0i di ai ai
1 e, L, 0 0°
2 90° d, 0 90°
3 0 d, 0 0°
4 o, L, 0 0°
(CO4 -S4 0 O
e S04 CO4 0 O
S 0 1 L4
0 0 0 1

» D-H15: Obtener la matriz de transformacion que relaciona el sistema de la base con el del extremo

del robot 9T, =0A, 1A, 2A, 3A
[ — S61CH4
CO1Co4
T=4'42434=
4 1 2 3 4 S94
| 0

SO1SO4 COl CONd3+L4)]
—CO1S04 SO SOId3+L4)
CO4 0 d2+11
0 0 1

19
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La matriz T define Ila
orientaciéon y posicion
del extremo referido a la
base en funcion de las n
coordenadas articulares.
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CINEMATICA DE POSICION INVERSA

PROBLEMA CINEMATICO INVERSO

Conocida la localizacion del robot, determina cual debe
ser la configuracion del robot (articulaciones vy
parametros geométricos).

1) La resolucion del problema no es sistematico.

2) Depende fuertemente de la configuracion del robot

3) Es encontrar la siguiente relacidon explicita
(solucion cerrada):

a=f(x,y,z,0,8,Y) k=1...n (GDL)

4) No existe siempre solucion cerrada.
Condiciones para que exista solucion cerrada:
a) 3 ejes de articulacion adyacentes
interseccionan en un punto (robot PUMA vy
stanford).
b) 3 ejes de articulacion adyacentes son
paralelos entre si (ASEA, etc.).

20 ﬁ? Jon Legarreta / Raquel Martinez

Soluciones cerradas

GeomMcoplo

Algebraico
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CINEMATICA INVERSA: METODO GEOMET

RICO

Se basan en descomponer la cadena cinematica en distintos planos geométricos y resolviendo por
trigonometria cada plano. Se trata de encontrar el numero suficiente de relaciones geométricas para
posicionar el extremo del robot. Se utiliza para las primeras articulaciones.

Datos: Px, Py, Pz donde se quiere situar el extremo del robot.

Ejemplo: Robot esférico 3 GDL

pr+py +pi—15 -1
Aol

COs g —

singg = +4/1 — cos? ga

a articulacion g, tiene dos soluciones: (codo arriba y codo abajo):
@2=0-a

g = arctan (%) a

nedn .pz // P
MU LELLL —_— ) P
(:L,Epg +p§,)

[5 sin
a—arc‘nan( 38Ings )

— lysings |
ls + I3 cosq3 col Ty (mﬁ)

21 ﬁ? Jon Legarreta / Raquel Martinez DLW
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CINEMATICA INVERSA: MATRICES

Se basan en manipular las ecuaciones resultantes obtenidas a partir del modelo Cinematico Directo:

Esto es, despejar las n variables q; en funcion de los vectores n, o, a, p:

Utilizando las Matrices de Transformaciéon Homogénea, operamos de la siguiente forma:
'T="A'A*A--" A
(j’A)_l 'T= AA--" A= depejamos q 'T(q.,...q.) :{
(1) ((A4) 'T= 4" A= depejamos q,

n o a p
0 0 0 1

(04)'('4) 'T= - A= depejamos ¢q, yq,

3

Consideraciones:
Se trata de igualar elementos de ambos lados de cada ecuacién, tomando los casos en los que solo

aparezca una variable de articulacion, empleando identidades trigonomeétricas y buscando divisiones en
funcion de arco tangentes.

22 ﬁ? Jon Legarreta / Raquel Martinez DLW



Ejemplo: Robot esférico 3 GDL

Tabla D-H

ai ai
0

di

-90°
90°

L,

1
0

0 0 O
0

1

0 0 O

-8¢q2 0
Cq?2

Cqg2 O

0
0

1

Sq2 0

—1 0

0

Sql

Cql 0

Ll

OCW

Jon Legarreta / Raquel Martinez
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T=74,4:4
(fA)_l T = ) A; A= despejam

CINEMATICA INVERSA: MAT
Ejemplo: Robot esférico 3 GDL

px py pz DATOS (Posicion del terminal) I

0§ {4,
Cql 0 —-Sq1 071 '[n, o, a, p.] [Cq2 0 Sg2 0]1
(OA)_I o _ Sql O Cgl O n, o, a, p, Sq2 0 —-Cqg2 00
Ym0 -1 00 L1 |n o, a. p. o 1 0 00
0 o0 o0 1|0 0 o 1| [0 0 0 1]0
' Cql Sql 0 Of[n. o a, |[pl] [Cq2 0 Sq2 |Sq24¢3
(OA>_1 o7 0 0 -1 Ll{n, o, a, |p|| |52 0 —-Cq2 -Cq2q3
P ZSql Cqgl 0 O|ln. o, a. |p)l | O 1T 0 0
0 0 0 1]J0 o0 o |[L|] ][O0 O O 1
Sql
—p.Sql+p, Cql=0=>1 =py:>q1=arctan£ﬁj
Cql p, P,
24

&
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CINEMATICA INVERSA: M

A rm\ - TT
1

RICES
Ejemplo: Robot esférico 3 GDL

(;A)_l(?A)_l T = A= despejamos q, y ¢,

[ Cq2 Sq2 0

O Cql Sq1 0O O |n o,
_ _ 0 O 1 0f O 0 -1 -L1

(a) ()" 7= v
-8q2 Cqg2 0 0||-8q1 Cql O 0 |[n o,

0 0O 0 1J O O 0 1 JJo 0

[1Cq2Cql  Cq2Sql  Sq2 -L1Sq2|[n. o

1 B —8¢q1 Cql 1 0 n o
(A4) () T == = S
—8q2Cql —-S8q28q1 Cq2 -L1Cq2|n o

0 0 0 1 0 O

Sq2  PxCql+ PySql

PxCq2Cql+ PySql Cq2 + Pz5q2 - L15q2 =0 = — =
q-Lq yoqliq q q Cq2 o Il

AW, § - Q)

OMOGENEAS

a. p. 1 0 0 O

a, p,| |01 0 0

a, p. 0 0 1 g3

O 1] |10 0 0 1

a |pll [1 0 00

a |p|l 101 00

a [p|l |0 0 1 |g3

O (1] [0 0 O 1]

g2 arctan(— PxCql + PySqu

Pz—-L1

—8q2Cql Pz —Sq2Sq1 Py + P;Cq2 — L1Cq2 = q3 =t q3 = Cq2(Pz— L1) - Sq2(Cql Pz + Sql Py)

25 ﬁ? Jon Legarreta / Raquel Martinez
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CINEMATICA INVERSA: DESACOPLO CINEMATICO

Se basan en al resolucion independiente de los grados de libertad que
posicionan (3)y de los que orientan la mufieca (3).

Por lo que el problema cinematico inverso se divide en dos subproblemas:
1. Resolver las tres primeras articulaciones de posicion.

2. Resolver las tres ultimas articulaciones que corresponden a la muneca.

El método de resolucion:

1) A partir de la posicion y orientacidn que se busca [n,0,a,p], se obtiene el punto
de corte de los 3 ultimos grados de libertad (punto de muieca Pm).

2) Se resuelve el problema cinematico inverso para el brazo de 3 GDL
(d4,9,,93) que llega hasta la Pm (desde la base).

3) Se resuelve el problema cinematico inverso que va desde Pm hasta el punto
final pf (calculando q4,95,95)-

26 ﬁ? Jon Legarreta / Raquel Martinez DLW



CINEMATICA DE MOVIMIENTO: MODELO DIFERENCIAL

Hasta ahora se ha considerado unicamente las relaciones de las articulaciones de una
manera estatica en ausencia de movimiento del robot (problemas Cinematico Directo e
Inverso).

Cuando el robot se desplaza, los elementos de la cadena cinematica propagan de una
articulacion a al siguiente tanto velocidades lineales como angulares.

La velocidad del elemento i+1 sera la del elemento i mas las componentes que anade la
articulacion i+1.

Métodos de resolucion

Modelo Diferencial Calculo Matriz Jacobiana
Propagacion de velocidades Velocidades
[ | ~delas del robot
] . articulaciones —
Ecuaciones Ecuaciones M
de de M i .
. . ql | Jacobiano DIRECTO |y
revolucion Translacion : é .
q2 z
: e a
. Jacobiano INVERSO | ;
Lqn | ,B
e

27 ﬁ? Jon Legarreta / Raquel Martinez DLW
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CINEMATICA DE MOVIMIET

T

O: N

La jacobiana es una matriz en derivadas. En general, para un conjunto de m funciones

que dependen de n variables independientes:

y1 — f:(xﬂxz’”"xn)

=f(x,x,.,Xx
:];2 fl( 1 2 n) »@y:F(X)

V., = fm(xlaxza'"ax,.)

Si se considera que las n variables son dependientes del tiempo, se puede expresar de la

siguiente manera:

oFS . 9 s,

y=Frx+Tx 4. et x
ox ox, ox.
A A
Tox, 6x2 8xn

N oJ. .

ox = Ox, 8xn

ym:

28 ﬁ? Jon Legarreta / Raquel Martinez

Matriz Jacobiana

Sy=

/

J(x)-.

Se puede observar que al
ser x funcion del tiempo,
para cada instante de
tiempo la Matriz Jacobiana
es distinta.

QCW.
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IN ATI OVIMIEN ATRIZ JACOBIANA

En robética, la jacobiana se utiliza tomando como funciones las correspondientes a las posiciones del
extremo del robot siendo las variables independientes de dichas funciones las articulaciones:

: : Representacion matricial
Velocidad lineal del extremo , A

\

Velocidades
xzaqur@f +5fq del extremo Velocidad
oq, ' oq, " og, del robot “dolas
x = fx (q19q2 9eeey q,,) . af . af . 8f . [~ o 7] articulacione
pu— Y . —I— Y . ...+ Y . x S
y=1r14,9.4,) Y=oq ¥ aq ¥ o T . - -
z=f(q.q4.,.,q ) Jacobianal - _of - of - o - Y 9,
z ’ Anievl (vl AR £ =) || 2 q
a=f.(4.9,..9,) ) ;:; jj; ,:I . J(q) &
o, - o, - o, o :
ﬂ = fp(q17qz9”'9qn) a ai.ql+87'q2“.+ai'qn : :
q, q, q, ﬁ q
}/:f;(ql’qz""’qn) ﬂ af . afp ) +afﬂ . . ==
oq, 4 oq, ~  0q, 1 |7
. of - of - 0 . ——— —
y = f’-q1+ /, g+ /, q, v J. (q) | -
aq, oq, aq, q
; o] |J,(q9)
Velocidad angular extremo

29 OCW
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Ejemplo: Robot esférico 3 GDL

Tabla D-H

ai ai
0

di

-90°
90°
00

L,

q3

MTH:

0 0 O

1

0 0 O

OCW
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CINEMATICA DE MOVIMIED

Ejemplo: Robot esférico 3 GDL

(Cql 0 —-Sq1 0fCq2 0 Sg2 01 0 0 O
o _| S0 0 Cql 0 |Sg2 0 -Cg2 0j0 1 0 0]_
’ 0O -1 0 LIJ 0 1 0 0|0 0 1 g3
0 0 0 1] 0 0 0 1J0 0 O0 I

(CqlCq2 —Sql CqlSq2 |q3CqlSq2 | |~ x= f.(q,,4,>-9,)
o 4_|Sa1Cq2  Cql  SqlSq2 | ¢3Sq1Sq2 | | y=f.(4.9.9.)
’ Sq2 0 Cq2  [BC2FLT[ | z= £ (q.4...nq.)

0 0 0 |
x=q3CqlSq2

=q38q15q2 Ahora se calcula el Jacobiano, a partir de las
z=q3Cq2+ L1 ecuaciones de posicion del extremo
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CINEMATICA DE MOVIMIENTO: MATRIZ JACOBIANA
Ejemplo: Robot esférico 3 GDL
x=¢q3CqlSq2 Jacobiano O  Ox O
— 09, 04, 045 | [-¢3Sq1Sq2 ¢3CqlCq2 CqlSq2

y=435915q2 J= aa; aaqy aa; —| ¢3Cq1Sq2  q3SqiCq2  Sq1Sq2

— 1 2 3
z=q3Cq2+ L1 o o 2 0 -q3Sq2  Cq2

_691 0q, 04, i

Las velocidades del extremo del robot, en funcion de las aceleraciones de las
articulaciones y las posiciones de las mismas.

—q3Sq1Sq2 q3CqlCq2 CglSq2 | 4
=| q3CqlSq2 ¢q35q1Cq2 SqlSq2 | q,
0 —q3Sq?2 Cq?2

l\].\ﬁoko

q;
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Ejemplo: Robot esférico 3 GDL

Supongamos que la posicion del robot viene definida por las articulaciones: q,=0, q,=90,
g;=1m. El robot tiene una longitud L1=1 m y esta sometido a unas velocidades articulares
de q,'=90%s, q,=0°sy q;=0.5 m/s. Calcular la velocidad del extremo del robot utilizando el

Jacobiano.

[ ¢3S¢1Sq2

—q3CqlSq?2
0

—q3CqlCq?2
—q3S5q1Cq2
—q35q2

Velocidad del extremo del robot sera:
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14| [0
0)g,|=|1
0] g, 10

—cqlSq2 |
—s5q18¢q2
Cq2
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