TEMA 4. HERRAMIENTAS MATEMATICAS
PARA LA LOCALIZACION ESPACIAL

ROBOTICA
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INTRODUCCION

» La manipulacion de la pieza llevada a cabo por el robot
implica el movimiento espacial de su extremo.

» Para que el robot pueda manipular una pieza, es necesario
conocer su LOCALIZACION, es decir la posicion vy
orientacidn de ésta con respecto a la base del robot.

: S : e
» Necesidad de wuna herramienta matematica para

especificar la posicion y orientacion del extremo del robot
respecto la base del robot.
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INTRODUCCION

» El Sistema de coordenadas de referencia situado en la base
del robot se denomina {S} y sus ejes asociados XYZ,
formando el sistema OXYZ.

» El Sistema de coordenadas situado en la muneca del robot se
denomina {S’} y sus ejes asociados UVW, formando el
sistema O'UVW .

» La matriz :S?,T relaciona matematicamente el sistema S con el
S
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LOCALIZACION ESPACIAL

» Representacion de la:

B Posicion

 Coordenadas cartesianas.
Coordenadas cilindricas.
Coordenadas esféricas.

Matrices de rotacion.
Angulos de Euler.
Par de rotacion.

Coordenadas homogéneas.
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Matrices de transformacion homogénea (MTH).
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» Algunos robots solo necesitan posicionar su extremo.
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1 NCOTATANT
E LA POSICION

» Se puede posicionar un punto en el plano o en el espacio.

Posicion en un PLANO

Posicionamiento por 2 GDL a
través de 2 componentes
independientes.

Vectores de coordenadas: OX
y OY en el stma. coordenado
de referencia OXY.

YA

N

/Posicién en el ESPACIO

~

Posicionamiento por 3 GDL a
través de 3 componentes
independientes.

Vectores de coordenadas: OX,

OY y OZ en el stma
coordenado de referencia
OXYZ. ?

» Existen diferentes sistemas de coordenadas para posicionar un
punto, estas son: cartesianas, polares, cilindricas y esféricas.

! 2
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» Posicion mediante Coordenadas CARTESIANAS.

* Vector de posicion p(x,y).

* (x,y):
Coordenadas cartesianas

QY respectivamente.

.

donde (x,y) son la proyeccion
del vector p en los ejes OXy

/

° 2
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* Vector de posicion p(x,y,z).

* (x,y,2):
Coordenadas cartesianas
donde (x,y,z) son la proyeccion
del vector p en los ejes OX, OY

y OZ respectivamente.
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» Posicion mediante Coordenadas POLARES Y CILINDRICAS.

ﬂ:oordenadas POLARES \

Y

p(r.8)

"
¢}

>
o X

* Vector de posicion p(r, 0).

* (r,0):
Coordenadas polares donde
r es la distancia desde el
origen O hasta el punto “a” y 6

es el angulo de p con el eje

_ Y,

’ 2

@ordenadas CILiNDRICAS\

* Vector de posicion p(r, 6 ,z).

* (r,0,z):
Coord. cilindricas donde r es
la distancia desde el origen O
hasta el punto “a”, 6 es el
angulo de p con el eje OXY y

z es la proyeccion de p sobre

Jon Legarreta / Raquel Martinez
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» Posicién mediante Coordenadas ESFERICAS.

10

a

* Vector de posicion p(r, 6, ¢ ). \
* (r, 6, ¢):

Coordenadas esféricas donde

r es la distancia desde el origen

O hasta el punto “a” o extremo
Y del vector p, 0 es el angulo de p

con el eje OXYy ¢ es el angulo
de p con respecto del OZ.

Jon Legarreta / Raquel Martinez DCW.



Para manejar una pieza, no
basta con posicionar ...

: \ orientar.
//’/ )

- Sin0O que es necesario
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» MATRICES DE ROTACION 2D
Se tiene que:
x=rcosf
y =rsenf
x'=rcos(f+a)=r(cos fcosa—senfisenc)

= XCcosa — ysena

y'=rsen(f+a)=r(senffcosa+cos fisen)

= yCcosa + xseno = xseno + )y cos o
Cuya representacion matricial es:

x' _|cosa —sina || x
' sina¢ cosa |y
Es decir P,y = R P,y

Siendo R la matriz de rotacién, que representa una rotacion en el
espacio euclideo.
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REPRESENTACION DE LA ORIENTACION

» MATRICES DE ROTACION 2D

Los sistemas {XY}=0OXY y {UV}=0UV estan girados un angulo de ¢

grados con origenes coincidentes.

Las coordenadas de un punto P
P respecto al sistema XY: p= (P, ,Py )
P respecto al sistema UV: UV p _ (P,,P,)

Py = e = Pxly T+ PxJy
| Py |
ru| . |
Foy = . = Puly T Pviy
| Py
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el



P DDRDLQTL'NT AT IRYN MNADTT
NALTINEAROLIINTITACIUIN DR LA VUINLE

» MATRICES DE ROTACION 2D

Si se conocen las coordenadas de P en {UV}
y se desean conocer las coordenadas de P

en {XY}:

XYP UVRUVP

Proyectando los vectores unitarios de {XY} Proyeccion del i,

en cada uno de los vectores unitarios de sobre OU
{UV}. Coordenada ix en OU

R Iy o, jy]:: c?sa —sina trcos(a ) /7
Gy iy Xy jo) |[sina  cosa '.

\ .
\ -
Producto tensorial 0 p Sa \\;.
Producto escalar K 1 ............ ;j
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REPRESENTACION DE LA ORIENTACION

» MATRICES DE ROTACION 2D /v Y \
Si se conocen las coordenadas de P en {UV} \ . u
y se desean conocer las coordenadas de P A

en {XY}: N2 . \a
Ny

y X
Px | _xv , | Pu XY p _XY puUv
|:ij| K L?U} P=y ROP k /

Se gira el sistema {XY} 0 grados, hasta que sea coincidente con
el sistema {UV}, denominado a {XY} como sistema FIJO.

Es decir, se proyecta el sistema {XY} en {UV}, proyectando los
vectores unitarios de {XY} en cada uno de los ejes de sistema
{UV}.

ﬁ? Jon Legarreta / Raquel Martinez DLW,
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» MATRICES DE ROTACION 2D

Si se conocen las coordenadas de P en {XY} y
se desean conocer las coordenadas de P en

{UV}:

Yp=0 RYP

Proyeccion del i,
sobre OX

Se gira el sistema {UV} -0 grados, hasta que
sea coincidente con el sistema {XY},
denominado a {UV} como sistema FIJO .

Se proyecta el sistema {UV} sobre {XY}.

N o
UVR:PU}@[i AL, {COS(—OO —Sin(—a)} ( D >i,
T G D G b Lsinea)  cosca) \ 1* cos(—a) /
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» MATRICES DE ROTACION 2D

cosa —sing | uv XY py-l
TR=|" v R = (g R)
sina cosa |
0 o cos(—a) —sin(—a) _ cos(ar) smn(a)

sin(—a)  cos(—a) —sin(a) cos(a)

17 ﬁ? Jon Legarreta / Raquel Martinez DLW,



DLQTYN MATAN

PID TTA IRYR
RDI’KDDDLV lﬂblUl‘l LI

» INTERPRETACION GEOMETRICA DE LAS
MATRICES DE ROTACION

|. La coordenada de ix en el sistema {UV}.

iIX en

—sina
cosa

...........................................................................................................
o

*e
.............................................................................................................

Las filas de la matriz de rotacion R son los
vectores unitarios del sistema {XY}
expresados respecto al sistema {UV}.

18 ﬁ?
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» INTERPRETACION GEOMETRICA DE LAS MATRICES DE

ROTACION

B La coordenada de iu La coordenada de jv
R ( R) en el sistema {XY} en el sistema {XY}
I, 1 I, ]
XYy p | ‘Utx uJy
uv R = : :
Jvix Jv Jy
== _I S
Xy iy ly. iy ly
oy =, L
Ly Jy! v Ty

Las columnas de la matriz de rotacion R son los vectores
unitarios del sistema {UV} expresados respecto al sistema {XY}.
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» INTERPRETACION GEOMETRICA DE LAS MATRICES DE
ROTACION

Resumiendo:

Las filas de la matriz rotacion R, son las coordenadas de los vectores
unitarios del sistema {XY} en el sistema {UV}.

Las columnas de la matriz rotacion R, son las coordenadas de los vectores
unitarios del sistema {UV} en el sistema {XY}.

R

T
wp %y o
Uv —. I ........... I ......... I ........... I

141 18
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» MATRICE ROTACION 3D

w
-,
m

De igual manera, se puede generalizar para tres dimensiones.
Rotacion de un angulo ¢ en torno al eje OX.
La matriz de rotacion seria:

Py =|pr.py ] = paic+ v+ pk.

By =1pu,pvspw] = pois+ prjy + Puky

X
[P, ] [P, ]
py |=R(x,a)| p,
p, Py
(i, | Qi i), ivk,| [1 0 0
R(x,a)=|jy [®liy Jjy kyl=|iviy Jviy Jvky|=|0 cosa -sina
|k, | kjiy  kyj, kyky | |0 sina cosa |
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» MATRICES DE ROTACION 3D
3 _ , ] P
Rotacion en torno al eje OY un angulo ¢, calcular R(y, ¢).
py = R(y) ¢) pv
_pZ _pw
i iX iX iU iX jV iX kW
R(y9¢): jy ®[iU jV kW]: jYiU jij ijW -
|k, ki, k,j kk,
[ cosg 0 sing
R(y.¢)=| 0 1 0
X |—sing 0 cos¢
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» MATRICES DE ROTACION 3D
- | , ] P,
Rotacion erz| torno al eje OZ un angulo 0, calcular R(z, 0). p, |= R(z,0)| p,
P, | Pw

iXiU inV leW
®[iU Jv kW]: Jriy Iy Jv  Jrky |=
a kZiU ijV kaW
(cosd —sinf 0]
R(z,0)=|sin@ cosd O
0 0 1
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» Signos de los giros
Y4
+Q
X
Z
X

24
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» Signos de los giros:

QCW
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REPRESENTACION DE LA ORIENTACION

» COMPOSICION DE MATRICES DE ROTACION

Para representar una secuencia finita de rotaciones
respecto del eje principal del sistema de coordenadas
OXYZ, se multiplican las matrices de rotacion basicas.

Pero, hay que tener en cuenta que:
Las multiplicacion de matrices no es conmutativa.

Y por ello, es importante el orden de realizacion de las
rotaciones.

También se pueden encadenar rotaciones basicas
respecto a los ejes principales de los sistemas de
coordenadas obtenidos después de una rotacion.

26 ﬁ? Jon Legarreta / Raquel Martinez DLW,



-

REPRESENTACION DE LA ORIENTACION
M

» COMPOSICION DE

ATRICES DE ROTACION

Regla para componer ordenadamente las rotaciones:

27

Inicialmente se suponen coincidentes ambos sistemas de coordenadas
=> matriz de rotacién inicial =I.

|

Sl el S|stema movi

rotacion elemental correspondiente.

Si el sistema movil gira respecto a uno de sus propios ejes
principales, postmultiplicar la matriz de rotacion previa por la matriz de
rotacion elemental correspondiente.

Simbodlicamente:

—S .
UVW p uvw

ﬁ? Jon Legarreta / Raquel Martinez DLW,
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» COMPOSICION DE MATRICES DE ROTACION
EJERCICIO 1

Obtener la matriz de rotacion de un sistema fijo {A} que gira 3 veces hasta
convertirse en el sistema {B} :

1 | Rotacion de un angulo 6 sobre el eje OZ stma rojo
2 | Rotacion de un angulo ¢ sobre el eje OY stma verde ZA'T‘
3 | Rotaciéon de un angulo o sobre el eje OX stma azul

Zs

Xa ) &
28 ﬁ? Jon Legarreta / Raquel Martinez DCW. Ya
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» COMPOSICION DE MATRICES DE ROTACION
EJERCICIO 1

Obtener la matriz de rotacion de un sistema fijo {A} que gira 3 veces hasta
convertirse en el sistema {B} :

| Rotacién de un angulo 6 sobre el eje OZ stma rojo
| Rotacién de un angulo ¢ sobre el eje OY stma verde
Rotacion de un angulo o sobre el eje OX stma azul

29 ﬁ? Jon Legarreta / Raquel Martinez DLW,
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» COMPOSICION DE MATRICES DE ROTACION

EJERCICIO 1

Obtener la matriz de rotaciéon de un sistema fijo {A} que gira 3 veces hasta
convertirse en el sistema {B} :

1 | Rotacion de un angulo 6 sobre el eje OZ stma rojo
| Rotacién de un angulo ¢ sobre el eje OY stma verde
' 3| Rotacién de un angulo o sobre el eje OX stma azul

B ] i

1 0 Cép 0 Sgl[CO -SO 0

SR =R(x,a)*R(y,#)*R(z,0)=|0 Ca -Sal|l 0 1 0 ||SO CO 0
0 Sa Ca ||-S¢ 0 Cg|| O 0 1

CgCo -CoSéo S¢

AR=| SaSgCH+CaSO —SaS¢gSO—-CaCh -SaCé
_CaSHO+SaSO CaSgS0+SaCh CaC

30 ﬁ? Jon Legarreta / Raquel Martinez DLW,



PETDPPERCTNTACTAN MR T TTART AT AT
NILTINEAOLILVIN lf\blUl‘l LI J.Jj‘\ UKI..I:'J].‘ 1ACVILIUIN
M

» COMPOSICION DE MATRICES DE ROTACION
EJERCICIO 2

Obtener la matriz de rotacion de un sistema fijo {A} que gira 3 veces hasta
convertirse en el sistema {C} :

1| Rotacion de un angulo 0 sobre el eje OW Za A
2 | Rotacion de un angulo ¢ sobre el eje OV’
3 | Rotacion de un angulo o sobre el eje OX

Zc / Ye

éR:? xc\

Xa Ya

31 ﬁ? Jon Legarreta / Raquel Martinez DCW.
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» COMPOSICION DE MATRICES DE ROTACION
EJERCICIO 2

Obtener la matriz de rotaciéon de un sistema fijo {A} que gira 3 veces hasta
convertirse en el sistema {C} :

1 | Rotacién de un angulo 06 sobre el eje OW
2 | Rotacién de un angulo ¢ sobre el eje OV’
| Rotacion de un angulo a sobre el eje OX

32 ﬁ? Jon Legarreta / Raquel Martinez QLW
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» COMPOSICION DE MATRICES DE ROTACION
EJERCICIO 2

Obtener la matriz de rotacion de un sistema fijo {A} que gira 3 veces hasta
convertirse en el sistema {C} :

1 | Rotacion de un angulo 6 sobre el eje OW
2 | Rotacion de un angulo ¢ sobre el eje OV’
| 3| Rotacion de un angulo o sobre el eje OX

1 2

1 0 0 |[CO -SO 0][Cg¢ 0 S¢
AR =R(x,)R(W,0R(v,$)=|0 Ca -Sal[SO COH 0| 0 1 0
0 Sa Ca||0 0 1[|-S¢ 0 C¢

cocs Y, C84
AR=|SaSC¢+SaS¢ CaCl CaSOCy—-SaCs
SaSECH-CaSp SaCh SaSOCH—CaCy

33 ﬁ? Jon Legarreta / Raquel Martinez DLW,
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» COMPOSICION DE MATRICES DE ROTACION
EJERCICIO 3

La caja de la figura se mueve desde la posicion inicial 1 a la 2 y finalmente
a la 3. Determinar cual es la matriz de rotacion que coloca la pieza desde
la posicién 1 a la 3.

34 ﬁ? Jon Legarreta / Raquel Martinez DLW,
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» COMPOSICION DE MATRICES DE ROTACION
EJERCICIO 3

La caja de la figura se mueve desde la posicion inicial 1 a la 2 y finalmente
a la 3. Determinar cual es la matriz de rotacion que coloca la pieza desde
la posicién 1 ala 3. :

1 | Rotacion de 90° sobre el eje OZ colocamos la pieza en posicion 2

2 | Rotacidn de 90° sobre el eje OY (o también 90 sobre el eje O’X’) 2
colocamos la pieza en posicién 3.

35 ﬁ? Jon Legarreta / Raquel Martinez DLW,
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» COMPOSICION DE MATRICES DE ROTACION

EJERCICIO 3

1

2

Rotacion de 90° sobre el eje OZ
Rotacion de 90° sobre el eje OY

2

1

"C90 0 S90TC90 -S90 O]
'R=R(y,90)R(z90)=| 0 1 0 [S90 C9 0
-S90 0 C90| 0 0 1

o 0 1)

‘R =[1 0 0

01 0

L J

36
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S = O

La caja de la figura se mueve desde la posicion inicial 1 a la 2 y finalmente
a la 3. Determinar cual es la matriz de rotacion que coloca la pieza desde
la posicién 1 ala 3. :

S O =
S = O
—_— O O

oS O

QCW
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» COMPOSICION DE MATRICES DE ROTACION

EJERCICIO 3

La caja de la figura se mueve desde la posicion inicial 1 a la 2 y finalmente
a la 3. Determinar cual es la matriz de rotacion que coloca la pieza desde

la posicién 1 ala 3. :

‘R =R(z,90)R(x,90) =

37

1

2

Rotacion de 90° sobre el eje OZ
Rotacion de 90° sobre el eje O’X’

&

1

(C90 -S90 O][1 0 0
S90 C90 0|0 C90 -S90
0 0 1[0 S90 €90 |
C o o 1)
R=[1 0 0
01 0
\ ),

Jon Legarreta / Raquel Martinez

oS = O

o O

_0 O

e
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» COMPOSICION DE MATRICES DE ROTACION
EJERCICIO 3

La caja de la figura se mueve desde la posicion inicial 1 a la 2 y finalmente
a la 3. Determinar cual es la matriz de rotacion que coloca la pieza desde
la posicién 1 ala 3. :

1| Rotacién de 90° sobre el eje OZ del stma {1} formando el stma {2}
2 Rotacion de 90° sobre el eje O’X’ del stma {2} formando el stma {3}

'R =R(z,90)*I = R(z,90)
"R =R(x,90)*1 = R(x,90)

‘R =) RIR =R(z,90)*R(x,90)
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» PROPIEDADES DE LAS MATRICES DE ROTACION

Son matrices ortonormales:

Sus vectores, por columnas o por filas, son ortonormales entre si:
Producto escalar de un vector por otro cualquiera =0.
Producto escalar de un vector por si mismo =1.
Productor vectorial de un vector por el siguiente = al tercero.

Su inversa coincide con su traspuesta RT=R-.
Su determinante es la unidad:| R | =1.

Su composicidn se realiza mediante el algebra de matrices
(facilidad de uso).

Se precisan 9 elementos (hay redundancia).

Riesgo de inconsistencia numérica tras encadenar varias
operaciones (por redondeos).

Adecuadas para la formulacién simbdlica
Menos adecuadas para el calculo computacional
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» PROPIEDADES DE LAS MATRICES DE ROTACION

Son matrices ortonormales:

Sus vectores, por columnas o por filas, son ortonormales entre si:

Ejemplo
1 0 0
R(a,x)=|10 Ca -Sa
0 Sa Ca

1) Producto escalar de un vector por otro cualquiera =0.

0 0 0 ]
1 0 0| Ca |=0 [1 0 0]|Sa|=0 [0 Ca -Sa]|Sa|=0
—-Sa | | Ca | |Ca |
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» PROPIEDADES DE LAS MATRICES DE ROTACION

Son matrices ortonormales:

Sus vectores, por columnas o por filas, son ortonormales entre si:

Ejemplo
1 O 0
R(a,x)=|0 Ca -S«a
0 Sa Ca

2) Producto escalar de un vector por si mismo =1.

l "0 ] 0]
1 0 o]|0|=1 [0 Sa Ca]|Sa|=1 [0 Ca -Sa]| Ca |=1
10 Ca | |—Sa_

41 ﬁ? Jon Legarreta / Raquel Martinez DLW,
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» PROPIEDADES DE LAS MATRICES DE ROTACION

Son matrices ortonormales:
Sus vectores, por columnas o por filas, son ortonormales entre si:

Ejemplo
1 0 0
R(a,x)=|0 Ca -S«a
0 Sa Ca

3) Productor vectorial de un vector por el siguiente = al tercero.

ik
1 0 0 |=Cak+Saj=[0 Sa Cal
0 Ca -Sa
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» PROPIEDADES DE LAS MATRICES DE ROTACION

Son matrices ortonormales:

Sus vectores, por columnas o por filas, son ortonormales entre si:

Ejemplo
1 0 0
R(a,x)=|0 Ca -Sa
0 Sa Ca

4) Su inversa coincide con su traspuesta R-'=RT.
R*RT,=I

1 0 o1 o 0]
R(a,x)R(a,x)'|0 Ca -Sa||0 Ca Sal=
_0 Sa Ca_ 0 -So Ca_

oS o =
i ™)
_— o O
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» PROPIEDADES DE LAS MATRICES DE ROTACION

Son matrices ortonormales:

Sus vectores, por columnas o por filas, son ortonormales entre si:

Ejemplo

1 0 0

R(a,x)=|0 Ca -S«
0 Sa Ca

5) Su determinante es la unidad:
1 O 0
R(a,x)|=10 Ca -Sa|=C’a+S’a=1
0 Sa Ca
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» ANGULOS DE EULER

Método de orientacion que utiliza unicamente 3 componentes.

El sistema {UVW’} a solidario un cuerpo puede describir su
orientacion respecto a otro sistema fijo {XYZ} mediante tres angulos.

@,0,y ANGULOS DE EULER

Girando sucesivamente el sistema {XYZ} sobre sus egjes
ortonormales los angulos®, &, | se obtendra el sistema {UVW} .

Necesario conocer:
Angulos de giro
Los ejes sobre los cuales se gira
El orden de giro

Se partira de ambos sistemas coincidentes
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» ANGULOS DE EULER
7 “Hq]
W T
ol ~ Angulos de Euler ZXZ (Euler I):
2 v | Girar OUVW un angulo ¢ sobre OZ.
i}atvf 2 Girar OU' V' W’ un angulo @ sobre OU'.

3 Girar OU” V’W” un angulo ¥ sobre OW”.

Z LW

fom
6k

B L1
g W’
X
U Ulﬂ W
V4 G ;vnl
Anqgulos de Euler ZYZ (Euler II): & vy
Girar OUVW un angulo ¢ sobre OZ. ) A N
7l lII v
2| Girar OU’ V' W’ un angulo@ sobre OV'. oL
3. Girar OU” V" W” un angulo ¥ sobre OW”. o/
X A u
v ot O
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Giro, elevacion, desviacion (RPY- ﬂar de rotacion:

Roll, Pitch, Yaw) El sistema OUVW corresponde
Girar OUVW un angulo @ sobre OZ. al OXYZ girado un angulo
Girar OUVW un angulo ¢ sobre OY. sobre el vector K (kx,kykz)
Girar OUV W un angUIOW sobre solidario al eLe de giro_

OX. ZaH 4
. WV
W
roll (% ¢ '\\‘x /k
. o
- \\ ) {f’ :5,\’ . .
e Y | 7
yaw L " v II Iz,
4 || k."
¥ / I|
X |
x !
U Rik 8 p=pcost—ikxp)sent +Kkik-p)il—cos8}
47
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» RESUMEN

Matrices de

* Redundancia, algebra matricial y

rotacion uso comodo.
: p
Angulos de * Minima informacion. No hay algebra
Euler asociada. Forma vectorial.
J
)
Par de * 4 elementos, puede considerarse
rotacion paso intermedio a los cuaternios.
J
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REPRESENTACION DE LA ORIENTACION Y LA POSICION

, LOCALIZACION
ORIENTACION ——

Matrices de transformacion
rotacion homogénea

POSICION &g

Coordenadas
Cartesianas
(XYZ)

ORIENTACION LOCALIZACION

Vectores

Angulos
De Euler
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REPRESENTACION DE LA ORIENTACION Y LA POSICION
» COORDENADAS HOMOGENEAS

Permite la representacion conjunta de la posicion y la orientacion.

Coordenadas de un espacio (n+1)- dimensional para representar
dimensional .y en robética siempre =1

= [P(wx,wy,wz,w), donde w tiene un valor arbitrario y
representa un factor de escala. - _ - _

T aw a
Vector de coordenadas homogéneas|: oyl fbw] b
P=10 T lew| ™ |e
W | w | 1]

Ejemplos: 2i+3j+4k =2 [2,3,4,1]"=[4,6,8,2 [-6,-9,-12,-3]T.

Vector nulo: [0.0,0,n].

Direccion: [a,b,c,0]".
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REPRESENTACION DE LA ORIENTACION Y LA POSICION
» MATRIZ DE TRANSFORMACION HOMOGENEA (MTH)

Es una matriz 4x4 que representa la transformada de un vector de
coordenadas homogéneas de un sistema de coordenadas a otro:

T — Rsxs psxi| | Rotacidbn  Traslacion
| fixs wix1| |Perspectiva Escalado

En robética la submatriz fixs que representa una transformacion de
perspectiva, es nula, y la submatriz Wix1 que representa un escalado
global es la unidad:
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REPRESENTACION DE LA ORIENTACION Y LA POSICION

» MATRIZ DE TRANSFORMACION HOMOGENEA (MTH)

Sean dos sistemas {S} y {A}, la matriziT representa la orientacién y
posicion del sistema {A} rotado y trasladado con respecto al
sistema {S}.

R, R, R; Px

R,y R,, R,; Py

Ry, Ry, Ry; Pz
0 0 0 1

SIGNIFICADO GEOMETRICO DE LAS MTH :

=

El vector P (Px,Py,Pz), las coordenadas del origen del {A} respecto del {S}.

La matriz R, la matriz de rotaci()niR. s |n 0 a p
o0 01
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REPRESENTACION DE LA ORIENTACION Y LA POSICION

» MATRICES BASICAS MTH
Matriz basica de rotacion: sistema O’'UVW girado unicamente un

angulo
/arespecto al eje OX\ 4 ¢ respecto al eje OY\ /Orespecto al eje OZ\
1 0 0 | 0] (Ca 0 Sa 0 Ca -Sa 0 0
0 Ca -Sai 0 0 1 0 0 Sa Ca 00
0 S¢ Ca 0 —Sa 0 Ca 0 0O 0 1:0
\-0001-/\-0001-/\‘0001‘/
Matriz basica de trasiacion: sistema unicamente trasiadado
1 0 0 | Px |
0 1 0 Py
0O O 1 Pz
_O 0O O 1 _J
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REPRESENTACION DE LA ORIENTACION Y LA POSICION
» COMPOSICION DE MATRICES DE ROTACION

Regla para componer ordenadamente las rotaciones:

54

Inicialmente se suponen coincidentes ambos sistemas de coordenadas
=> matriz de rotacién inicial =l 4x4.

Si el sistema O’UVW se obtiene mediante
definidas |cc cto al sistema fijo OX

representa cada transformacion debera [pr
matrices de transformacion previas.

Si el sistema O'UVW se obtiene mediante rotaciones y traslaciones
definidas con respecto al sistema movil, la matriz homogénea que
representa cada transformacion debera postmultiplicar sobre las
matrices de transformacion previas.

T= Txyz | Tuww
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REPRESENTACION DE LA ORIENTACION Y LA POSICION

» EJERCICIO 4a:

» Obtener la matriz de transformacion homogéenea que
relaciona el sistema movil {S’} con respecto el fijo {S}
si los cambios son los siguientes:

1 giro 90° en el eje X respecto al stma fijo
2 giro 90° en el eje Z respecto del stma movil
3 traslado el vector (4,5,-3) respecto del stma fijo

-~ i~ \7/ ~ - - |

4 giro 90° en el eje Y respecto del stma movil.

S _
S'T_?
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REPRESENTACION DE LA ORIENTACION Y LA POSICION

1) giro 90° en el eje X respecto al stma fijo

2) giro 90° en el eje Z respecto del stma movil

3) traslado el vector (4,5,-3) respecto del stma fijo
4) giro 90° en el eje Y respecto del stma mouvil.

ST =T p)T(x90)T(2.90)T(.90)
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REPRESENTACION DE LA ORIENTACION Y LA POSICION

o7

1 giro 90° en el eje X respecto al stma fijo

2 giro 90° en el eje Z respecto del stma movil
3 traslado el vector (4,5,-3) respecto del stma fijo
4 giro 90° en el eje Y respecto del stma movil.

S O = O O O O =

00 4]1
1 0 510
01 =30
00 1]0
-1 0 4]
0 0 5
0 1 -3
0 0 1]
&

0 0 0]0
0 -1 0|1
1 0 0]0
0 0 10

—1

o O O

oS = O O

_—o O O

Jon Legarreta / Raquel Martinez
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REPRESENTACION DE LA ORIENTACION Y LA POSICION

» EJERCICIO 4b:

» Obtener la matriz de transformacion homogéenea que
relaciona el sistema movil {S’} con respecto el fijo {S}
si los cambios son los siguientes:

1 giro 90° en el eje X respecto al stma fijo
2 giro 90° en el eje Z respecto del stma fijo
3 traslado el vector (4,5,-3) respecto del stma mouvil

-~ i~ \7/ ~ - - |

4 giro 90° en el eje Y respecto del stma movil.

S _
S'T_?
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REPRESENTACION DE LA ORIENTACION Y LA POSICION

1 giro 90° en el eje X respecto al stma fijo

2 giro 90° en el eje Z respecto del stma fijo

3 traslado el vector (4,5,-3) respecto del stma movil
4 giro 90° en el eje Y respecto del stma movil.

T =T(z90T(x90)T(p)T(y.90)
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REPRESENTACION DE LA ORIENTACION Y LA POSICION

ST =T(z, 90)T (x, 90)T( PIT(3,90)

5% N N NN NN NN NN AN NN NN NN NN ENEENEENEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEy RN NN NS EE NS AR NN AN EEEEEE AR ENEAEEEESEEAEASESSSESEEESAEEEEESEEEEEEEg
. . . .
o T — o ‘e,

PR ?-‘-'6-'-'-'-'-'-'-'-'6-'-'-'-'-'-'-'-'i-'-'-'-'-'-'-'-'-'-'Z:.:__;— o
STEZIOOOEO 10 5:0 01 4
" l0o100-100-310 105
0001000 1][000 1

. .
..........................................................................
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REPRESENTACION DE LA ORIENTACION Y LA POSICION

» EJERCICIO 5:
Calcular la MTH del sistema {A} respecto de {S} ZT :

zs

Za

Ys
Xa

Ya

Xs
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REPRESENTACION DE LA ORIENTACION Y LA POSICION
» EJERCICIO 5:

R1,1 R1,2 R1,3 Px
R, R, R. P
iTZ 21 T2 Ty 1 Coordenadas del origen
R3,1 R, R3’3 Pz de {A} respecto de {S}
0 0 0" 1

(ion Se0) D
_SC90) CE90) O
0 0 1

0

N

Rotacion de {A} respecto de {S}

— OO

Giro en el eje Z de -90°
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REPRESENTACION DE LA ORIENTACION Y LA POSICION

» EJERCICIO 5: Coordenadas del vector Coordenadas del vector
. S HRmas unitario ix {A} respecto de
La matriz AT ?R;tarfu;o,fg,ggspgféo fﬁ {S} suponiendo que no
hubiera traslacion hubiera traslacion

/ J \, _

i e 3] O 110 |3

=00 0 —1{ 00 |0

B 0 OfN0f1 10

10 0 0 1] 00 ()f L

Coordenadas del vecto‘r Coordenadas del vector
unitario jy {S} respecto de unitario jy {A} respecto de
{A} {S}

S |, —
Coordenadas del vector Coordenadas del vector
unitario kz {S} respecto de unitario kz {A} respecto de
{A} {S}
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REPRESENTACION DE LA ORIENTACION Y LA POSICION
» EJERCICIOS5:  °T

1) Primera opcion:
Desplazar el sistema {S} un vector p=(3,0,0), obteniendo el sistema {S’}

Girar T(Z, -90°) respecto el sistema Movil {S’}, obteniendo el sistema {S”’}= {A}

Zsﬁ
Zsy Zsp
Zs=2Zna
Zs
-90°
Xs»=Xa Ys
Ys
Xs’
s7= YA

Xs
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REPRESENTACION DE LA ORIENTACION Y LA POSICION
» EJERCICIOS5:  °T

1) Primera opcion:
Desplazar el sistema {S} un vector p=(3,0,0), obteniendo el sistema {S’}

Girar T(Z, -90°) respecto el sistema Movil {S’}, obteniendo el sistema {S”’}= {A}

°T=T(3,0,007(z,-90)

1 0 0 3][C(9) -S(-9) 0 0] [0 1 0 3
ST:OIOO*—S(—9O) C(-90) 0 0| -1 0 0 0
A 0010 0 0 1 0l |0 O 1 0

000 1/ © 0 0 1] |0 0 0 1
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REPRESENTACION DE LA ORIENTACION Y LA POSICION
» EJERCICIO 5: iT

3) Segunda opcion:
Girar T(Z, -90°) obteniendo el sistema {S’}

Desplazar el sistema {S’} un vector p=(0,3,0) respecto del sistema movil {S’},obteniendo el
sistema {S’}= {A}

Zs

ZSA
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REPRESENTACION DE LA ORIENTACION Y LA POSICION
» EJERCICIO 5: iT

3) Segunda opcion:
Girar T(Z, -90°) obteniendo el sistema {S’}

Desplazar el sistema {S’} un vector p=(0,3,0) respecto del sistema movil {S’},obteniendo el
sistema {S’}= {A}

°T=T(z,-90)T(0,3,0)

[ C(-90) -S(-90) 0 0] 1 0 0 O] [0 1 0 3
ST:—S(—9O) C(-90) 0 0| 0 1 0 3| |-1 0 0 0
A 0 0 1 0|0 O 1 0/ [0 0 1 0

0 0 0 1|0 00 1] |0 0 0 1
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REPRESENTACION DE LA ORIENTACION Y LA POSICION

» EJERCICIO 6:

Segun la figura el sistema {S’} O'UVW esta trasladado un vector
P(6,-3,8) con respecto del sistema fijo {S} OXYZ. Calcular las
coordenadas del vector r en el sistema OXYZ (5 ), sabiendo que las
coordenadas del vector r en el sistema O’'UVW son °r =(-2,7,3).
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REPRESENTACION DE LA ORIENTACION Y LA POSICION

» EJERCICIO 6:
Cambio de coordenadas de un vector:

Siendo la MTH una traslacion:

.......
. .,

.
o

No hay rotacién -2 Rax

.......
. .

.
R

0B 10
0 1 0 Pyl |0 1
S
VT — p—
sTP=1 00 1m0 o
] o o
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REPRESENTACION DE LA ORIENTACION Y LA POSICION
» EJERCICIO 6:

El vector®r (-2,7,3), respecto a eje OXYZ:

Sr=5T(p)"r

rx| |1 0 0 6 rul |1 0 O 6| [|—=-2] |4
Al o1 0 =3 |m| |01 0 =3]|7] |4
=l lo o 1 8| |awl oo 1 8| 3|11
1| jooo t]|1|]ooo 1]|]1] |1

[S'r = (4,411 ]
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REPRESENTACION DE LA ORIENTACION Y LA POSICION

» EJERCICIO 7:

Se quiere obtener la matriz de transformacion que representa al sistema
{B} obtenido a partir del sistema {A} mediante un giro angulo -90°
alrededor del eje OX, seguido de una trasladacion de vector pxz(5,5,10) y
posteriormente un giro de un angulo 90° alrededor del eje OZ.

1) Realizar los graficos del movimiento del eje

2) Calcular la matriz de transformacion AB

3) Calcular las coordenadas rx: del vector r con coordenadas ruw(-3,3,3)
4) Calcular las coordenadas ruww del vector r con coordenadas rxy(5,5,10)
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REPRESENTACION DE LA ORIENTACION Y LA POSICION

» EJERCICIO 7:
1) Realizar los graficos del movimiento del eje

72 ﬁ? Jon Legarreta / Raquel Martinez DLW,



REPRESENTACION DE LA ORIENTACION Y LA POSICION

» EJERCICIO 7: 2) La secuencia de transformacion es:

AT =T(2,90)T(p)T(x,-90) =

73

o O = O

oS O O

S = O O

_—o O O

CéH

Y
0
0

i e -
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-S0
co
0
0

o O = O
S = O O

...............

..........
. v,

0 1 -5
0 0 5
1 0 10
0 0 1|
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REPRESENTACION DE LA ORIENTACION Y LA POSICION

» EJERCICIO 7:

3) Calcular las coordenadas rxy: (A 7 ) del vector r con coordenadas ruw

Epr)(333). .
r=,1"r
‘x| [0 0 -1 =5|[ru] [O O =1
ry 1 0 0 5 rv 1 0 O
| 4 0O -1 0 10 rw 0O -1 O
1 o 0 0 1 ]|1] 10 0 O
{B}
o . TN
z 90° 7 - ,,é._.:“':‘i"'.':'.':.>u’

el

__________________

el
-
el

___________________
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REPRESENTACION DE LA ORIENTACION Y LA POSICION

» EJERCICIO 8: Calcular la posiciéon del pato respecto de la mano y la
MTH que localiza el sistema asociado al pato con respecto de la Mano
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REPRESENTACION DE LA ORIENTACION Y LA POSICION

» EJERCICIO8: M7 _o

Y Pato?=" Pato=, T-"Pato
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REPRESENTACION DE LA ORIENTACION Y LA POSICION

» EJERCICIO 8:
Obtener la matriz que localiza sistema {P} y respecto el {M}
1- Giro -45 ° en el eje Z(del sistema M)
2- Desplazo (L,12,-30) del sistema M’

L =60cos(a) =28cm |
L=v60°-53 =28cm
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REPRESENTACION DE LA ORIENTACION Y LA POSICION

» EJERCICIO 8:
Obtener la matriz que localiza sistema {P} y respecto el {M}

1- Giro -45 ° en el eje Z(del sistema M)
2- Desplazo (28,12,-30) del stma M’

1 0 0 o1 0 0

0 C(-45) —-S(-45) 0|0 1 0
YT =T(easT(p)=| ) ) U

0 S(-45) C(-45) 0|0 0 1

0 0 0 1o 0 0

1 0 0 28 ]
0 0.7 07 -12.78
0 —-0.7 0.7 i —29.69
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REPRESENTACION DE LA ORIENTACION Y LA POSICION
» EJERCICIO 8:

Y Pato=" T-"Pato

Y Pato =) T-"Pato =
0 -0.7 0.7 |-29.69

0O O 0 1

0
0 0.7 0.7 [-12.72]|0
0
1

{ Y Pato = (28,-12.72,-29.69) J
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