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1. GAIA

1. SARRERA

Biziarteko errenta baloratzeko beharrarengatik eta haren garapena sustatzeko oinarrizko
erramintak aurkitzen direnean sortu zen. Erabilitako erramintak honako hauek dira:

e Interes konposatua
¢ Probabilitate teoriak
¢ Hilkortasun taulak

Definizio zehatz bat bilatzen badugu, honako hau aurkituko dugu: matematika
aktuariala gizarte eta ekonomi irizpideak erabilita eta erraminta matematiko eta
estadistikoak erabilita, bai aseguru eragiketa batean parte hartzen duten partaide guztien
kompromesuak eta haiengatik emandako ondorioak eta baita aseguru erakundearen
erabakiek eraginako arazoen iragarpenaren bidez eredu matematikoen eraikuntza eta
aplikazioaren balorapena ikertzen duen zientzia da.

Matematika aktuarialaren objetu materiala, eragiketa aktuarialak osatzen dituzte,
aurreikuspen edo aseguru eragiketak ere deituak gizarte-ekonomi ingurune batean
garatzen direnak eta aseguru agentzia batek egindakoak eta haren helburua arriskuen
aurrean estaldura ekonomiko bat ematea da.

Haren objetu formala, eragiketa aktuarialen ezaguera zientifiko, kuantitatiboa osatzen
dute probabilitate teoria eta matematika ereduak erabilita.

Eragiketa aktuarial bat osatzen duten elementuak honako hauek dira:

» QGertaerak: ustekabeko gertaerak, ez direnak benetakoak, ausazkoak kontsidera
dezakegunak. Prima eta dirulaguntzen ordainketa baldintzatzen dute.

* Ekonomi balioak: Eragiketa aktuarialen elementu erreal edo materiala osatzen
dute. Gertaerei baldintzatutako kapitalak dira eta denbora tarte derberdinetan
eskudiru bihurtzen dira.

* Subjektuak: Eragiketa akturialen elementu pertsonalak osatzen dute. Honako
hauek dira: aseguru konpainia, aseguruduna, aseguru izenpetzailea eta
onuraduna.

* Denbora: arriskua estaltzen den denbora tarteari erreferentzia egiten dio.

Unitatea osatzen duen espazio baten multiplo edo submultiploei egiten dio
erreferentzia.
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Matematika aktuariala banatzen dugu honako hiru alderditan:

0 matematika aktuariala: bizitza.
Denbora luzerako operazioak dira eta prestazioaren diru kopurua aldez
aurretik dakigu, gainera gertakizunaren balorakuntza subjetiboa egiten da
eta prestazioaren ordainketari dagokion gertakizuna ez da beti gaitz bat.

0 matematika aktuariala: ez dena bizitza
Denbora laburreko eragiketak dira eta prestazioaren diru kopurua
ezezaguna da, honetik aparte, istripuen kopurua baita ezezaguna da eta
prestazioaren diru kopurua egindako kaltearen balorakuntza objetibo bat
da.

0 egonkortasun eta kaudimenaren matematika aktuariala
Kontuan izan behar dugu matematika aktuariala zientzia bezala, beste
zientzia batzuekin ere erlazio estua duela, hala nola: objetu material bera
duten zientziak, zientzia ekonomikoak, tresnak ematen dioten zientziak
edota informatika.

Gu matematika aktuariala, bizitzan, zentratuko gara eta bertan honako prestazioak
ematen dira: biziraupenerako aseguruak, heriotzarako aseguruak edota aseguru mixtoak.
Baina aipatu behar dugu aurkitzen ditugula pertsonaren bizitzaren gaineko beste
aseguru batzuk, ez bizitzaren alderdian barneratuta daudenak: istripuak, gaizotasunak
eta heriotza.

Matematika aktuariala ondo ulertzeko lehenengo eta behin barneratuko ditugu bi
kontzeptu garrantzitsu. Lehenengoa kapitalizazio aktuariala da:

1

C, =C, Ml +i) B—
npx
C=c, @L"[pmwm]dt

Eta bigarrenez, aktualizazio akturiala:
CO = Cn [])” I';lp X

~[Towpe Jar

C,=C, 2

Bizitzaren adar honetan, Alberdi garrantzitzuenetarikoa honako hau da, kapital
geroratuko asegurua. Biziraupenaren asegurua adierazten du eta zehatz mehatz esanda,
kontratua egiterakoan x adina duen pertsona batek n urte barru bizirik irauten badu
ordaintzeko den unitate baten gaurko balio aktuariala adierazten du:

E

n X

}’IE.X :vnmpx
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p) =0
E — e—J.:[5+/1X+,]dt
nEx = Ex mxﬂ Ex+2 G_E

n EX =tEx g—t Ex+t

x+n-1

Konmutazio sinboloetan adierazita:
— X
D =lv
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2. GAIA

2. ERRENTA KONSTANTEAK

2.1. URTEKO ERRENTAK

Errenta bat ordainketa segida bat da zeinetan zenbatekoa aldizka asetzen den bai denbora
tarte zehatz batean edota denbora tarte zehaztugabe batean. Ez dagoenean lotua ausazko
gertaera bati egiazko errenta deitzen zaio eta lotua dagoenean errenta kontingentea,
ausazkoa edo aktuariala deitzen zaio.

Errenta aktuarialak honako hauetan sailkatzen dira:

- Konstanteak edo aldakorrak

- Urtekoak edo zatikiarra

- Aurrez ordaindutakoa edo ondoren ordaindutakoa

- Berehalakoa edo geroratua

- denborazkoa edo mugarik gabekoa (bizitza osorako)

Eta egin daitezkeen konbinazio guztiak errenta posible batzuk izango dira.

2.1.1. GAURKO BALIO AKTUARIALA

Ezarriko dugu urteroko errenta unitario baten gaurko balio aktuariala kalkulatzen
lagunduko digun adierazpena. Horretarako erabiltzen dugu aktualizazio aktuarial
faktorea.

Hasiiko gara Alberdi diskretuan, mugarik gabeko berehalako errenta baten gaurko balio
aktuarialaren

Ondoren ordaindutakoa,

Clx = Ex +2Ex +3Ex t..= z tEx
t=1

Aldez aurretik ordaindutakoa,

a,=1+E +,E +,E +..=) E,
t=0

Mugarik gabeko eta Geraratutakoerrenta

Ondoren ordaindutakoa,

(o]
1A T gnE Bt GE = Z‘i an B
[:
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g4 = Ea .,
Aldez aurretik ordaindutakoa,
d/ax =dEx+d+1Ex +d+2Ex + = Z d+t Ex
=0
d/ax =dExax+d

Berehalako eta denborazko errenta

Ondoren ordaindutakoa,
n
ax:ﬁ‘ = Ex+2Ex+3Ex + ‘“+nEx = Z tEx
r=1

Aldez aurretik ordaindutakoa,
n—1
a  =1+E+E +.+ E =) E

A
t=0

Geroratutako eta denborazko errenta

Ondoren ordaindutakoa,

n
d/a 7‘ :d+1Ex +d+2Ex +d+3Ex + "'+d+nEx = Z d+tEx
t=1

xXn

,a-=,Ea

x:n‘ d™x x+d:n‘

Aldez aurretik ordaindutakoa,
n—l1

d/a 7‘ :dEx +d+1Ex+d+2Ex + "'+d+n—1Ex = z d+tEx
=0

xXn

d/ ax:z‘ :d Exax+a':2‘

Aldez aurretik eta ondoren ordaindutako errenten arteko erlazioa

OCW 2014: MATEMATIKA AKTUARIALA: SARRERA



Konmutazio sinboloak

Jakinda D_ =v*[_ eta N =) D_,, dela, adieraz dezakegu konstate eta urteko
=0

errenta ezberdinen gaurko balio aktuarialen expresioa honela:

=0 =0 Dx Dx
a _z E _liﬂ _Nx+l_Nx+n+1
x:ﬁ‘ - T
=1 =1 Dx Dx
-1 -1 —_
a — S E — S Dx+t — Nx Nx+n
x:;‘ X

=0 t=0 Dx Dx

(o] (o]
a :z E :sz+d+t — Nx+d+1
d/ " x d+t x
t=1 t=1 Dx D

X

00 [+ D N N
- —_ d+t — +d

a4y _ZdﬂEx —Z . =—
t=0 t=0 Dx D

X

n

n -
— E = Dx+d+t — Nx+d+1 Nx+d+n+1

d/ax:; - d+t=x — D - D

=1 =1 . .
n-l n-l1 —
PN — E = Dx+d+t — Nx+d Nx+d+n
d/ax.;‘ - d+t~x — -

' =0 =0 Dx Dx
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Errenta aktuarialak, errenta finanzieroen menpe adierazita

[oe]

a, = z I/QXa;‘i
t=1

[oe]

a, = Z z—1/qxd;‘,-

t=1

n—1
wik Z t/qxa}‘ *npxa;‘,-

x:n‘
t=1

n—1

a- = z t—l/qxd}‘ +n—1pxd5‘i

x:n‘
t=1

[oe]
a9 = Z d+t/qxd/al?‘i
=

00
o =2 d+t—1/q)cd/a}‘,~
=

n—1

d/ax:;‘ = ; d+t19x d/a;‘,- +d+npxd/a;‘,~
o

1
d/a’“;‘ - ; d*"”qu/aZ\i +d+n—1pxd/a;‘i

2.1.2. AMAIERAKO BALIO AKTUARIALA

Errenta aktuariala amaitzen den unean daukan balio lortzea da helburu, eta horretarako
erabiliko dugu kapitalizazio aktuarialaren faktorea. Kasun honetan bakarrik lan egingo

dugu denborazko errentekin.

Hasiko gara x+n adinean, eremu diskretuan, berehalako eta denborazko errenta baten

amaierako balio aktuarialarekin ,

Ondoren ordaindutakoa,

s = + + .
E E

x:n‘
x+1 n=2""x+2 n-3

n-1
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A Ex izendatzaile bezala hartzen badugu, ondorengo erlaziora iritziko gara,

a -
x:n‘
s - =
x‘”‘ n Ex
Aldez aurretik ordaindutako,
. 1 1 1 1
Sy = + + +...+
n—"x n-1 Ex+l n=2""x+2 Ex+n—1

Geroratutako eta denborazko errenta, orduan emen amaierako balio aktuariala x+d-+n
adinean izango da
Ondoren ordaindutakoa,

1 1 1
ars " =S +d*‘ = + +..+—+1
xn x+d:n
n—1 Ex+d+1 n-2 Ex+d+2 Ex+d+n—1

r ,E .., izendatzaile komun bezala hartuta, ondorengo expresioa lortzen dugu gaurko
balio aktuarialetan adierazita,

a1
S =5 =
d/" xn x+d:n
‘ d+n Ex
Aldez aurretik ordaindutakoa,
L 1 1 1 ar D
08 T8 s + + o+ =
xn x+d:n

n Ex+d n—1 Ex+d+1 Ex+d+n—1 d+n Ex

2.2. ERRENTA ZATIKIARRAK

2.2.1. GAURKO BALIO AKTUARIALA, URTEKO ERRENTETAN
ADIERAZITA

Atal honetan kalkulatuko dugu gaurko balio aktuariala errenta batzuetan zeintzuk, urteko
terminoa zatikatzen den hainbeste partetan unitatea osatzen duen denbora tartea banatu
den zatietan.

Kontsideratzen badugu mugarik gabeko eta berehalako errenta bat, zein haren urteko
zenbatekoa moneta unitate bat den, eta m zatitan banatzen badugu, amaitze epe

. . . 1. . .
bakoitzean izango dugun errenta balio —izango da eta haren gaurko balio aktuariala:
m

Ondoren ordaindutako errenta,
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al™ =

I3[~
1

M3 s

E+E+ +E+ E+ E++ E+ E+]

3|

Il M8
S
bl

E
ok
m  x

Aldez aurretik ordaindutakoa,

c‘iim):l[l+1Ex+2Ex+...+m E +E+ E + E +.t m_lE + E_+. }
m m m T
1] © m-—1
RIS kEx

My=0k=01+—
m

Orain adieraziko dugu errenta zatikiarren gaurko balio aktuarialaren espresioa urteko
errenten terminoetan, interpolazio lineala erabilita:

a” = ZZ[ E(1-5)+ E & ]

m (=0 k=1
> 1+
=L B (m Z E,~—"m
m =0 =0 2m
(m) . m—1 m+1 m—1
X :ax +ax :ax+
2m 2m 2m

Prosezu bera jarraituz, aldez aurretik ordaindutako errente espresioa honako hau da:

R | m-1_. m-1
a,”’ =a ta =a, ———

X X

2m 2m 2m

Era berean lortzen ditugu ondorengo adierazpenak gaurko balio aktuarialerako.
Geroratutako eta mugarik gabeko errenta

Ondoren ordaindutako errenta,

1l & & m—1 m+1 m—1
(m) . _
a/a —ZZ ak E =,d, a4, =44, T JE,
m (=4 k=1 m 2m 2m 2m
Aldez aurretik ordaindutakoa,
1 &l m+1 m—1 m—1
i = .. .
_z d/ax +d/ax _d/ax dEx
M t=d k=0 Tm 2m 2m 2m
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Berehalako eta denborazko errenta

Ondoren ordaindutako errenta,

n-1 m - -
a@_lzz [+kEx:dm—1+am+1=a.—m l[nEx_l]
’ m

x:n‘ m =0 k=l ; xn 2m x:n‘ 2m

] 2tmd m+1 m-—1 m-—1

(m) — — + - +

ax:ﬁ‘ t+£ Ex ax:z‘ ax:ﬁ‘ axzz‘ n
mi—oi=0 m 2m 2m 2m

E.X _1]

Geroratutako eta denborazko errenta

Ondoren ordaindutakoa,

(m)_ldﬂl—lm L m—1 m+1

a" = =0, —t,a —
d/ k dl dl
n-—x m = = t+m X n-—x 2m n-—x 2

“din“x om d+nEx dEx]

Aldez aurretik ordaindutakoa,

_ . m-1
_d/nax+ 2m d+nEx dEx ]

Interpolaziorako erabilitako beste formula bat Woolhouse-na da,

1 nm—1 -1
LY rd= 2F<k>+ [F(r)]o 2[F Ol +-
mpEp=0 ™ (=0 12m

Zeinetik lortzen dugun ondoren adierazpenak, berehalako eta mugarik gabeko errentarako

c(m) s —1 o
i =i+ LBl =" T B O L
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Geroratutako eta denborazko errentarako

2
«e(m .o _1 +n _1 +n
d/a( )_d/a A T mZm [tEx]Z — [_tEx(5+/’lx+t)]Z

12m?2

2.2.2. ZATIKA ORDAINDUTAKO ERRENTEN BALIOEN HANDITZEA
EDO TXIKITZEAREN ANALISIA URTEKO ERRENTEKIKO:

Ondoren ordaindutako errenta , urte osoaren amaieran ordaintzetik, hilabetero ordaintzera,
hau da, hilabete amanera bakoitzean ordaintzean edo hiruhilero amanera bakoitzean, o era

. . o 1
orokorrean esanda, m- esimo zatitan hitzeginda, urteko errenta baten = — parte bat
m

. 1 . . o )
ordaintzea, urte baten — zaitaren amaieran , errenta zatikiar hauetan gaurko balioen
m
gehikuntza lortzen dugu bi arrazoi direla medio: ordainketaren aurrerapena eta hiltzen den
urtean jada ordainduta jaso dituen errenta terminoak.

Kontuan hartzean errenta, aseguru urte osoaren amaieran ordaindutako errenta jasoko du
urte osoan bizirik irauten duen heinean, al k-ésimo urtean jasotako kopuruaren gaurko

balioa v*_ p_ bezala adierazten dugu. Era berean, ordainketa m zaitutan banatzen badugu,

aldiz aurreratu du haren

: 1 :
ordaintzen den lehenengo —  zatia, urte horretan
m m

. N . . 1 .
ordainketa. Horrela jarraituz ordaintzen den bigarren — -a aurreratu egin du haren
m

ordainketa urteko errentarekiko eta horrela bestelako zatiekin.

m

Suposatzen badugu aseguruduna k urte osoan bizirik irauten duele, ,_, p_ =1, eta errenta

urte amaieran baloratzean lortuko dugu:

|

Suposatzen badugu berehalako eta mugarik gabeko errenta bat, lortuku dugun balioa, urte
amaiera guztien errenta terminoen balioei egokitzen zaie baina noski aseguruduna bizirik
irauten duen urte osoetan. Baloratzen badugu kontratuaren hasieran, asseguraduna bizirizik
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iruan duen urte osoetan ordaindutako urteko errenta terminuen amaierako balioa, honako
hau lortzen dugu,

I <, I
.(m) ZV Py = .(m) a,
J oA J

Aseguraduna hiltzen den urteari dagokionez, errenta ondoren ordaindutako urteko errenta
bada, ez du jasoko urte horretan dagokion errenta terminua eta zatikiarra bada jaso izan

ditu — terminu errentaria bizirik iraun dituuen zatien kopuru bera. Horregatik errenta
m

jasoko du haren gaurko balioaren handikuntza bat hildako urtean jaso ditzakeen m-esimo
errentei dagokionez .

Suposatzen badugu aseguraduna k urtean hiltzen dela, ,_,,g =1, jasoko du lehenengo

1 . .
urte horretako — errenta aseguraduna bizirik irauten badu x +k —1+— adinean eta
m m

m—1

. 1 — o 1.
haren amaierako urteko balioa — (1 ——)r ™ da, honela adierazita : (1 — —) izango da
m m m

k urtearen lehenengo — zatiaren amaieran bizizik jarraitzeko probabilitatea, urte osoan
m

hildakoen banaketa uniformearen hipotesia jarraituz. Bigarren — zatia kobratuko da
m

pertsonak x + k —1+ — adinean bizirik jarraitzen badu , eta haren balioa urte amaneran
m

m=2

1
honako hau izango da —(1——)r adieraziz (1 ——)-rekin pertsona baten k&
m m m

urtearen bigarren — -aren amaieran bizirik irautearen probabilitatea urtean zehar
m

hildakoen banaketa uniformearen hipotesia erabilita. Baloratzen badugu, k urtean eman
daitzekeen ordainketa ezberdinak, urte horren amaieran ondorengoa lortzen dugu,

m-1 m=2 2 1
L. m=1
m

R T (e
m

Yhr o (=24 b (l-
m

m m

=— ri(m—1)+r7(m—2)+...+r;2+r;
m

1 m—1 m—2 2 1
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1

Biderkatuz eta zatituz honetaz ™ —1

m m—1 m—1 m=2
11 (rm=rm™)Ym-O)+(r ™ —r ") (m-2)+..
m>(rm —1)
1 2 2 1
et (P =YD 4 (b - 1T
m-—1 m=2 2 1 1
— 1 o _ o _m_.m|- 1 _r"@e-
= ] rm—=r—r M —p M pim —pm o 2
5y J )
m= (™ -1)

Adierazpen hau k urtean aseguradun gizabanakoa hiltzen den urtea izanda eman daitezkeen
ordainketa posibleen amaierako balioari egiten dio erreferentzia. Baina kotsideratzen
badugu heriotza edozein urtean gerta daitekeela kontuan izanda hilkortasun probabilitatea

eta eragiketaren sorreran baloratuta, ondorengo adierazpena dugu:

_ l - _ l -
r rimj ® ¢ r rimj
- v q = - (vi_ —a )
) } 21 = t—=1/"x : } 2 X X
NENGOEE MG
Lortutako adierazpenetatik ondorioztatzen dugu:
_ l -
(m) _ 1 r rMi .
a a - (va —a )
X . X . . X X
om) “x 7| ) " m) )2
1 1
_ l_j(m)vm .+ ](m)vm —vi
1 x 1 x
(]( ) 2vm (](m))zvm
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Aldez aurretik ordaindutako errentetan, lortzen dugu berriz errentararen balorazio
aktuarialaren txikitze bat errenta zatikiarra izatetik, urteroko errenta izatera, bi kausa dela
medio, ordainketaren atzerapena eta aseguradunaren hilkortasun urtean jasi gabe uzten
diren terminoak direla eta.

Kontsideratzen badugu k edozein urtea eta suposatzen badugu aseguraduna urte osoa
bizirik irauten duela, aldez aurretik ordaindutako urteroko errentan, errenta terminua urte

. . . o 1 .
hasieran ordaintzen dela baina errenta zatikiarra bada lehenengo — -a ordaintzen da k
m

urte horren hasieran eta bestelako ordainketak atzeratuko dira & urtearen abiapuntutik.
Kontsidera dezakegu beraz aldez aurretik ordaindutako zatikiar errenten balioaren
gutxitzea aldez aurretik ordandutako urteko errentekiko, ordainketak jasotako atzerapena
dela medio.

Aseguradunaren hildako urtean, errenta urterokoa eta aldez aurretik ordaindutakoa bada,
jasoko du terminu osoa, baina errenta zatikiarra eta aldez aurretik jasotakoa bada, jasoko

ditu hainbat — urteko terminuen zati, bizirik iraun dituen urte zati bezala. Horregatik
m

gaurko balio aktuarialaren errenta balio txikitze bat jasoko du, hildako urtean jaso gabe utz
dezakeen errentaren m-garren zatiak direla eta.

Urteko errentekiko =zatikiar errenten balio txikitzearen kasuak aztertuta, ondoren
ordaindutako errenten prosezu antzeko bat jarraituz, ondorengo adierazpenak lortzen
ditugu,

(j
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2.3. ERRENTA JARRAITUAK

Hasiko gara mugarik gabeko eta berehalako errenta baten adierazpenarekin Alberdi
jarraian,

w - )y, |dz 00—
g, = [ Wl g o7 E
ot x

X 0

Errenta jarrai baten gaurko balio aktuariala honela defiini dezakegu: zatikazko errenta
baten limitea m infinitura doanean.

Euler-Woolhouse-n formula praktikoa hartuko dugu hurbilketa handiena ematen duelako,
eta ondorengoa lortzen dugu:

T S o 1 o
ax = hm a)(c ) :ax +§[IEX]O _E[_tEx(J-l-/Jxﬂ)]O

M — 00
Errenta jarraituen adierazoena errenta finantzieroen menpe
—_— —_— 0 —_—
a, = 0 tpx/'[xﬂa;‘dt
_ _ _
x:;‘ - J-O tpx/'[xﬂa;‘dt + a;‘ n px

— 00 —
a9 =, szluxﬂd/ag‘dt

_ d+n _ _
dmGx — L ;pxﬂxﬂd/ag‘dt"'d/a;‘ d+n Px

Errenta finantzieron gaurko balio aktuarialen adierazpenetik abiatuta, eta zatitakako
integrala ebatziz, egiaztatuko dugu lortzen dugula expresio geroratutako kapitaletan,

c_lx = o tpxﬂx+ta;‘dt = _.[0 tExdt
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3. GAIA

3. ERRENTA ALDAKORRAK

3.1. URTEKO ERRENTAK

3.1.1. PROGREZIO ARITMETIKOKO URTEKO ERRENTAK

Progrezio aritmetikoko urteko errenten artean hainbat kasu berezi jorratuko ditugu, zeren
nazioarteko nomenklaturak ez ditu jasotzen sinbolorik progrezio aritmetikoko errentak
adierazteko. Aztertuko ditugun errentekin adieraz daiteke edozein progrezio aritmetikoko
errenta.

Increasing errenten gaurko balio aktuariala

Hasiko gara Increasing edo unitateko errentekin. Honek adierazten du handituz doan
errenta, progrezio arimetikko terminu aldakorrekin zeinek haren lehenengo terminua 1
unitatea de eta handitzearen arrazoia unitatea ere. Nomenklatura aktuariala erabilita,
planteatuko dugu errenta mota ezberdinen gaurko balio akturiala geroratukoa kapitalen eta
urteko errenta konstanteen menpe,

(Ia)x = Z tE‘xZL = ax+l/ax+2/ax t..= Z t/ax
t=1

t=0 t=0

n
(Ia)x;;\ =; E t =a +tya _tya o +.=)a

x:n=2

n-1 n—1

(Iéi)x;;\ => E.t+D= C.ix:Z\ td ot d to=2 A

n-1 x:n7—2‘ :
t=0 t=0

00 00
o/ (1a), = Z anE =g 0 a0 = Z d+t1 9y
t=1 t=0

d/(Id)x = Z d+t Ex (t + 1):d/‘a‘x-*-dﬂ/dx+a’+2/dx t.= Z d+t/dx
=0 =0
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n
d/(Ia)x:;‘ = ZZ_: d+ Ext:d/ax:;‘ tar @ o Yae@ — F Z d+t/ xn_,‘
.o ’1_1 .o .o ’1_1 .
d/(la)x:;‘ = ;.: FION (B l)zd/ax:;‘ Fol it d — t = ; a+t/ 4 =

aldez aurretik ordaindutako eta ondoren ordaindutako Errenta increasing-en erlazioa

(la), =(ld), -

([a)x:;‘ :([a)xﬁ‘ —dxzz‘ +n”Ex
o), =, Ud), ~,d,

X

d/([a)x:‘ d/(la) - d/ax;‘ tn,.,E

Errenta increasing-ak konmutazio sinboloetan adierazita

Increasing errentak konmutazio sinboloetan adierazteko, lehenengo eta behin ondorengo

simbolo berria definituko dugu S, = > N,

(Ia)x — x+t+4l S x+l
Zo D. D,
ad S
(Ia x+t —_
go x Dx
ol (Nx+t+ - Nx+ +n—t+ ) Sx+ - Sx+n+ - an+n+
(Ia)x:;‘ — Z 1 t t+1 — 1 1 1
=0 Dx Dx
ol (N x+ +n— ) S S Nx+n
(Ia) ‘ Z t t
=0 Dx Dx
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> N S
Ia — x+d+t+l1 — x+d+1
d/( )x ; Dx Dx
> N S
Ia — x+d+t — x+d
d/( )x ; Dx Dx

-1 —_ — —
(Ia) — S (Nx+d+t+1 Nx+d+t+n—t+1) — Sx+d+l Sx+d+n+l an+d+n+l
d/ T Z -
- D D

X X

-1 — — —
S (Nx+d+t Nx+d+t+n—t) — Sx+d Sx+d+n an+d+n

li) =
o d) 5 ;; 5 D

X X

Increasing errenten amaierako balio aktuariala

1 2 n-1 (a) 5
(IS)X-;\ = + +..+ +n=——"
4 n—1 """ x+1 n=2""x+2 x+n-1 n Ex
1 2 n-1 (a).,
() =+ +.+ + =
' n—x n—1"x+1 2 = x+n-2 Ex+n-1 n Ex
1 2 n-1 Ua) . arla)
d/(IS)x,;‘ = + +..+ +n= =
‘ n—1 Ex+d+1 n-2 Ex+d+2 Ex+d+n—1 n Ex+d d+n Ex
1 2 n—1 n (Id)xw;;\ d/ (Iéi)x:;‘
d/(ﬁ)x.;‘ = + +..+ + = =
. n Ex+d n-1 Ex+d+1 2 Ex+d+n-2 Ex+d+n—l n Ex+d n+d Ex

Decreasing errenten gaurko balio aktuarila

Beste kasu berezi bat progrezio aritmetikoko errentetan, decreasing errentak dira,
ezaugarritzen dira errenta beherakor eta denbora zehatzekoak izateagatik, haren hasierako
zenbatekoa errentaren denboralitatearekin bat etortzen da eta progrezioaren arrazoia -1 da.
Ondoren adierazten ditugu decreasing errenta ezberdinen gaurko balio aktuariala:

(Da) o =2 E(n+l1-0)=a_+a 5 +.+a;=Da,

t=1
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n—1 n
(Dd) ) = g E (n=0)=d +d o etd = ;“m

xn—1

n n
d/(Da)x:z‘ = ; d+t Ex(n + 1 _t):d/asz‘ +d/a — T '“+d/ax:i‘ = ; d/ax:;‘

n-1

n
0/ (Dd) 5 = g o B (=)=, 8 0% o b g = ; a1,

Decreasing errenten adierazpena konmutazio sinboloetan

x+n+2

i (Nx+1 B Nx+t+1) — an+1 B Sx+2 +S
=1 D D

X X

(Da)x;;\ =

A n(Nx_Nx+) an_Sx+ +Sx+n+
(Da)x:;‘ :ZI: D = Dl 1

X X

(Da) _ Zn: (Nx+d+1 - Nx+d+t+1) _ an+d+1 - Sx+d+2 + Sx+d+n+2
AT ] T D - D

X X

. < Nx+ _Nx+ + an+ -
d/(Da)x:;‘ :Z_;‘ dD o= ‘ D

X X

3.1.2. ERRENTA ALDAKORRAK PROGREZIO GEOMETRIKOAN

Nazioarteko nomenklaturan ez daude sinbolorik azaltzen dituztenak progresio
geometrikoko errenta aldakorren gaurko balio aktuariala, horregatik, erabiliko ditugu
errenta horiek adierazteko nazioartean aitortzen ez diren simbolo batzuk.

Kontsideratuko dugu hasierako zenbatekoa 1 dela eta progrezioaren arrazoia £. Ondoren

erakusten dizuegu nola adierazten ditugun gaurko balio aktuariala errenta mota
ezberdinetan geroratuko kapitalen menpe.

Progrezio geometrikoaren errenta aldakorren gaurko balio aktuariala

00

Va(,8), =2  E.B"™

t=1
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Vi, ). =S E.p'

t=0

n

Va(l; /B)x:;‘ EpB" 1

—1

Va(l; ,8)”‘
al/I/a(1 ﬂ) _Z d+zE ﬂt ‘= E Va(l ﬂ)x+d
JiiB). =Y . E.B'=,EVi(f)..,

Val:B) o Zd+,E Bz EVap)

n-l
d/Va(lsﬁ)x;‘ = z d+t Exﬁl :dEde(l;ﬁ)xﬂl:Z‘
=0

Ondoren ordaindutako errenten eta aldez aurretik ordaindutako errenten arteko erlazioa:

Va(i; B). =%Va'<1; B). —%
1. 1 -l
Va(l;ﬁ)x:g‘ =EVa(1;IB)” _E'F:B By

Val; B), ,Bd/Va(l ;B _%

d/Va(l;ﬁ)x:;‘ d/Va(l ,8) " —E +B" L E,

I ﬂ
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Konmutazio sinboloetan adierazita

Definituz VD, =v'l " eta VN_=>VD,_,,
t=0
. vx+tlx+tﬂx+t—1 _ 1 . VD

[ ad 1 VN
Va 1, — Vt “xtt -l - - Xt o— x+1
GA. =2 AT =) v g 52D, 5 VD,

X

VN .
VD

X

Via(l; 8), =

1VN,, —VN
B VD

x+n+l

Va(l; B) o =

X

S

~

[

< .

N
]
=

1

=

=

+

=

1 VNx+d+l
D)

JJal; B, =

1 VN
Vi(l; B), =—— 2t
d/ ( ﬁ)x IBd VDX

1 VN, yu ~VN
IBd+l VD

x+d+n+l

o/Va(l; ,B)x:;‘ =

X

1 va+d _va+d+n
B¢ VD

a/Va(l; ,B)x:;‘ =

X

OCW 2014: MATEMATIKA AKTUARIALA: SARRERA



26

3.2. ERRENTA ZATIKIARRAK

Kontsideratuko dugu errentaren terminua konstantea dela urtean zehar eta beraz soilik
aldatzen da urtetik urtera..

3.2.1. PROGREZIO ARITMETIKOKO ERRENTA ALDAKORRAK

Ondoren azaltzen ditugu increasing errenta mota ezbirdinak geroratutako kapitelatan
adierazita eta interpolazio lineala erabilita, agertuko zaigu urteko errenten menpe.

Increasing errenten gaurko balio aktuariala

()" == 33 (E(+D=F a” =i{ ”+t/a;—’”'1}
m =0 k=1 * - 2m 2m
m+1 m-—1 m-—1
=(I +(Id), B = (1a), +
(0, ", = = (1), + L,
o m-1 —_
Uiy = L3S E = (a), 2 s (e, 2t = -2,
mt=0k=0t+; m 277’1

m 1 n-1 m m_l 3
Ua)i=—3 % L E(+)=(la)y+=—(@, -n,E,)
m =0 k=1 % m
m 1 n—1m-1 m _1 3
) =—3 > E(e+0)= i)y == —(d 5 -n,E,)
m =0 k=0 ' m i
m — 1O m-l
. Ua); ——ZZ E (t+1)~d/(1a) a4y
mi=ox=14 2m
e (m 1 &mnd m-—1
d/(Ia)i ) :—Z E (t+1)~d/(1a) I
M =0 k=0 9+ 2m
-1 m
e )i”;) ZZ E (t+1)~d/(]a)xn‘ (d/ —n4,E.)
=0 k=
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E (t_d+1)~d/([a) a = (d/ —n,.,E)

Decreasing errenten urteko balio aktuariala

g " +1 -1
55 L E0mn=Say <3 [";—m”;—m}

t=1

(Da)(m) _

=(Da) ;=

(D), = (D) 4

) +1 m-—1
Da ('”) = n—t a'"m = [c'i PRARE S —}
(Da); Z(;Zo E(n-0)= Z d A 2 T o
+1

m—1 m—1

=(Di) 5 5, (D) 5 5 == (i) ; 'E(” )
. 1 d+n-1 m m 1 m+1
d/(Da)in) = Z(; kz‘;d E(d+n-t)= Zd/a( ‘) = ~ {d/ xt‘z— 41
m+1 .. m—l m—1
(Da)xn‘ +d/(Da)x:; m (Da)xn‘ Im (ndEx_d/axf‘)

e () 1d+n—lm—l ” n . m+1 m_l
d/(Da)i:;T == 2, Z E (d+n—-t)= Zd/a)(”‘) = A |:d/ i il
m (=0 k=09* o t=1 2 2m
. mtl m—1 .. m—1
_d/(Da)x:;‘ +d/(Da)x:;‘ :d/(Da)x:;‘ - (n,E.—, xn‘)
2m 2m 2m
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3.2.2. PROGREZIO GEOMETRIKOKO ERRENTA ALDAKORRAK

1=0 k=11

Va:f)" =35 (EB =Va(l:p), " +Va(1 /3)’”—1
m

= Va(i: B), (1 + ML gy M7
2m

2m 2m
Vi, /)™ -imzl BB =Vl f), "+ va ),
t=0 k= 0 — m

e m—l ~m—1
B Va(l,'B)X( 2m + 2m,8) 2mf

m U , m+1 .. m—1
Va(; B)7) = 2 Z EB =Va B, MO —
=0 k=1 1+ 2m 2m

=Va(1;/”)x:n(m;1 ﬂ) —(1 B ,E.)

Vc‘i(l;ﬁ)if’f‘ = ;jz; 7E B' =Vi(l;f) T 1+Va(l;ﬁ)x;n ’"2—_1
m+l m-1. m-1 i

=Va(l; B) ‘( 2mﬁ)—zmﬁ(l—ﬁ E))

d/Va(l;,B)Ecm) zz E :Bt = d/V (1 :B) +d/V (1 :8) T~

=0 k=1 4+

m—l m—1
= Va(l; + + E
d/ ( ﬂ)x( 2m 2m ﬂ) 2]’}’2 d~x

o m-1

2Vl ﬁ)(m) = ZZ E B ‘= =, Va(l; ,8) +d/Va(1 B).. n;_l
m

=0 k=0 4

m+l m-1. m-1
= Va(l, + -
Va8, ( . 2m,3) B
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” d+n-1 m — 1 3 m_l
aVa(l; ,8)( ) =2 Z EB "=, Va(l; B). ‘ +d/Va(l§,8)x:;‘ P
=0 k=1 At 2m
m+1 m—l m—1, 0
d/Va(1 ﬁ) ‘( 18)+ \dEx_IB d+nEx)
2m 2m 2m
s +1 m=1

d+n
o Va(l IB)(M‘) = Z

x:n
t=0

:lz;d E.B" = =g Va(l; ,B) ‘ +d/Va(1 ,8) ‘

m+1 m—l m—1 "
( )_ (dEx_ﬁ d+nEx)

=g,/ Va(l IB) ‘ 2m,8 2mpB

3.3. ERRENTA JARRAITUAK

Progrezio aritmetikoko errenta aldakorren gaurko balio aktuariala

(Ia), = [ E,tdi

00

(@), = lim(a)" = (fa), +i, =" @

t/ x
=0

n—1 n-1 1
d/(IE)X:;‘ = Zo d+t/ axzp‘ = zo d+t/ ax:;‘ _El:ndﬂ't E. —,a - }
= t=

Progrezio geometrikoko errenta aldakorren gaurko balio aktuariala

va(;B) = j: E.Bdt

d+n —d 1 d+n '
Na ) ;= [ B dt = ra [ Epa
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4. GAIA

4. HERIOTZAKO ASEGURUAK

4.1. HERIOTZARAKO ASEGURUEN GAURKO BALIO AKTUARIALA

Nazioarteko nomenklatura jarraituz, heriotz urtearen amaeeran jasotako kapital unitatea
gaurko balio aktuarialean honela adierazten dugu, 4 , bizitza osorako asegurua eta

haren balioa, eremu diskretuan, ondorengo adierazpenetik lortzen dugu:

[0
—_ t
Ax - ZV t—l/qx
t=1

Denborazko asegurua deitzen diogu, kapital unitatea bermatzen denean asegurudunaren
heriotza n urte pasa baino lehen gertatzen bada. Gaurko balio aktuarialaren kalkulua,
eremu diskretuan eta suposatuz kapitala ordaintzen dela heriotzaren urte amaieran

n
—_ t
A17 _ZV t—l/qx
t=1

.X:ﬂ‘

Heriotzaren ondoriozko kapitala bermatzen bada bakarrik heriotza sorreratik d urte pasa
ondoren gertatzen bada. Gaurko balio aktuariala honela adierazten da:

00
—_ t
oA = ZV -1/9«

t=d+l1

Azkenik kontsideratzen badugu heriotzaren ondoriozko kapitala soilik ordainduko dela
heriotza, sorreratik d urte pasata eta hurrengo n urteetan ematen bada:

d+n

_— t
oA = ZV 1,9«

x:n‘ t=d+1

Urtea m ataletan zatitetzen badugu eta kontsideratzen badugu kapitalaren ordainketa
heriotza suertatzen den subperiodo edo m-garrenaren amaieran ematen dela, gaurko balio
aktuariala honela adierazten da:

m t+

A)Em) :ZZ 4 k-1 qu

o ko =/ —
1=0 k=1 m

R
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Heriotz aseguruaren izaera berezia haren ordainketa eskubidea gertaera suertatzen den
berehalako momentuan ematen dela da, horregatik haren definizio zehatza eremu jarraian
aurkitzen dugu.

A, =" E.u,..dl

Kontuan izanda urtean zehar heriotzen banaketa uniformea,hau da, heriotz guztiak urte
erdian ematen direla kontsideratzearen berdina dena, lortzen dugu eremu diskretua eta
eremu jarraia erlazionatzen duen adierazpena:

:_ka_%J‘kk_ldtpx %Z k- l/qx :r%Ax
k-1

k=1

Beste alde batetik aurkitzen dugu bizitza aseguru mota klasikoa, aseguru mixto bezala
ezagutzen dena, zeinek bermatzen du kapital bat heriotza suertatzen denean eta kapital bera
kontratua amaitzean aseguraduna bizirik jarraitzen badu. Kapital uintate baten gaurko balio
aktuariala aurreko bietako bat gertatuz hau da, x aren heriotza » denbora pasa baino lehen
edo n denbora pasatzea x hil gabe, honela adierazten dugu:

Konmutazio sinboloetan adierazita. Heriotzarako prestazioen kalkuluak egiteko ondorengo

I
x+— s
. . . . —_ 2 —
konmutazio sinboloak erabiltzen ditugu, C, =v 2d_eta M =) C |,

t=0

1 (.
4 = E EZ x+t1 _Z x+tl _Mx
X
: X .X DX
1 1
N N I e M, -M
A17 ~ r2A17 — 7,2 vt x+t=1 — z x+t-1 X x+n
xn‘ x:n‘ =1 lx =1 Dx Dx
1 1
m 2 _ .2 - t dx+t | _ v Cx+t 1 _Mx+d
oA, =r? A = Z 4 Z =
1=+l [, an D, D,
1 l
- d+ d+ —_
Z ~ .2 0 Zfl x+l 1 — Z‘:l Cx+l 1 _Mx+d Mx+d+n
g4 =r A =r v' =
xn x| 1=d+1 [, i=an D, D,
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4.2. HERIOTZARAKO ASEGURUEN GAURKO BALIO AKTUARIALA
ERRENTA TERMINUETAN

Ax = iv[(t—lpx _tpx) = de _ax = V[]. _iax]
t=1

Al - = th (t—lpx _tpx) = Vd f‘ _axtz‘ = V|:1_nEx - l'ax:;‘ :l

xXin
x:n‘ t=1

_ t _ _ . _ .
oA, = ZV (aPy=P,) ZVy,,—y, 4, _V[dEx ld/ax]

t=d+1

d+n

_ t _ — .e _ — _ =
a4 = Z V' (1P, sz)_vd/ax:;‘ a/q - _V|:dEx dinE L)@

x:n‘
x:n‘ t=d+1

k 1
t+—

1 -
— e Y () m) = mly— + ,(m
m(ﬁ_k—lpx [+£px)_vmma ma _vm[1 ]n1ax .

R X

AV =Yy

m
t=0 k=

—_

m m

Erabiltzen badugu heriotza ematen den subperiodo amaieran ordaintzeko dagoen kapital
unitarioaren gaurko balio aktuariala, heriotza d urte pasata ematen bada eta hurrengo »
urteetan zehar eta kontuan izanda lortu dugun erlazioa aurreko gaietan, zeinetan, ondoren
ordaindutako zatikiar errenten balio gehikuntza aztertu dugun urteko errentekiko,
ondorengoa lortzen dugu,

!
(m) — .m _ I (m)
0 A _Vm[dEx gy " Jmas@ }

x:n‘

1
_ ; R ror"i
=V E T unE ._d/ax:;‘ ()4
m ]m m x:n‘
( 1
Ll i i

=v"(=—r+—), A =, 4, _

\% .]m x:n‘ m x:n‘

Eremu jarraian,

4, =] Ep.dt==["vdp,
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Zatika integratuz ondorengo adierazpena lortzen dugu,

4, =1-0a,

X

Era berean lortzen dugu:

ar A = E E Jd/ax.;‘
X:n‘ :

x  d+ntx

4.3. PROGREZIO ARITMETIKOKO HERIOTZARAKO ASEGURU
ALDAKORRAK

Progrezio aritmetikoko prestazio aldakorren artean kontsideratzen dugu heriotz kasurako
increasing prestazioen kasu partikularra zeinetan hasierako zenbatekoa unitatea den eta
progrezioaren arrazoia ere unitatea da.

4.3.1. GAURKO BALIO AKTUARIALA

Unitate baten kapitalaren ordainketaren gaurko balio aktuariala aseguraduna lehenengo
urtean zehar hiltzen bada, 2 unitate bigarren urtean zehar hiltzen bada eta horrela hurrenez
hurren, honela adierazten dugu eremu diskretuan eta prestazioaren ordainketa hildako
urtearen amaieran ematen delaren gaineko hipotesia kontuan izanda,

(14), :ZV’ -1 9= Z oA,
=1 =0

Kontratua » urteko iraupena badu

(14), ZV 179t :Zt/A

x:n‘ =0 xXmn— t‘

Kapitala ordaintzen bada aseguraduna hiltzen bada d urte pasata

o {UA), = ZV 1,9, (t—d)= Zdﬂ/

t=d+1

d+n

. UA), _va/qx(t d)= de -

x:n‘ t=d+1 xXn— t‘
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Urtea m partetan zatituz eta kontsideratuz kapitala ordaintzen dela heriotza eman den
subperiodi edo m-garren zatiaren amaneran, gaurko balio aktuariala honela adierazten da,

k
© m P o0
I =22 v " g, @+)=3 A"
=0 k=1 th——/— =0
m m
(m) d+n-1 m [+£ n—1 (m)
m — — m
o/ (1A)" = Z Z v 1€/x(f+1—d)—z g AT
x:n‘ i=d k=1 t+7/; =0 x:n—l‘

Progrezio aritmetikoko heriotz aseguru aldakorren gaurko balio aktuariala eremu jarraian

honako hau da,

(I_Z)x = J; ttExluxﬂdt

Aurreko adierazpenak une bakoitzean prestazioaren zenbatekoa aldatzen dela adierazten
du. Horregatik, prestazioaren gaurko balio aktuariala adierazi nahi badugu zenbatekoa

urtero unitate batean aldatzen dela, honela egin behar da,
— had k=
(IA)V - kZZI: kJ-k—l tExILIx-Hdt

Urtean zehan hildakoen banaketa uniformea kontuan hartzen badugu, heriotz guztiak urte

erdian ematen direlaren berdina dena,

o o) d _1 1
(A), ==Y k[ vidp ==Yk [ dp =r:4),
k=1 k=1

Eremu jarraia eta ereme diskretua erlazionatzen diguna.
Konmutazio sinboloetan adierazita. Konmutazio simbolo berri bat definitzen dugu:

00

Ex = Mxﬂ
t=0

(o] _ (o) M )
(IA)x :z t/Ax :Z _x” :_X

t=0 t=0 Dv Dx

© _ oM., -M,.,) R -R., -nd
([A)17 - t/Ali - ( x+t_ x+n) - x-il n x+n
xin-t t=0 Dx Dx
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n—1 v - —
(IA) z ( x+d+t x+d+n ) - Rx+d Rx+d+n nMx+d+n
d/ ! d+t/ -

_t‘

t=0 x X

4.3.2. ERRENTA TERMINUETAN ADIERAZITAKO ESPRESIOAK
(IA)x = z t/ Ax = z (Vt/&x _t/ax) = V(Ia)x - (Ia)x
=0 =0
= v[c'ix - i(]a)x]
Era berean lortzen dugu:

(1), =v(ld) , ~(la) , = [ i, -n,E, ~i(la), }

x:n‘

oA, =v,, d), —, (la), :v[dax _id/(la)x]

d/(]A)l. :Vd/([d)x:;‘ —,(a), :‘}l:d/dx:n N4, E, _id/(la)x:nil

1 1
A =vrm(Id)™ = m(la)™ =v~[i, - j, (Ia)™]

1 1
(14)'" =v’"m(]éi)i'%)‘ —m(la)f:%)‘ =y [ - —n, E —]m(]a)('”)}

)C:ﬂ‘ )Cﬂ‘
(m) . -+ (m) (m) - .. . (m)
L UD™ =y, ()™ =, ()™ =v|, i, - j, . (Ia)™]

1 1
D A =0, (16) % =m, (1)) :vm[d/a-m 0, E. -] (Ia)i':’;)}

n

Heriotza ematen den subperiodoaren amaieran ordaindutako aseguruen adierazpena
heriotza ematen den urte amaieran ordaindutako aseguruen menpe,

M_

(m) — (m)
d/(IA) " Z d+t/A1rL . (m) d+t/

xn‘ =0 xXn— t‘ :0 x:n‘

[
.(m) d/ (IA)l _
] x:n‘
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4.4. PROGREZIO GEOMETRIKOKO HERIOTZ ASEGURU ALDAKORRAK

Hasiko gara hasierako zenbatekoa unitate bat eta progrezioaren arrazoia S duen heriotz
aseguruaren kasu partikularraren gaurko balio aktuariala kalkulatzen.

4.4.1. GAURKO BALIO AKTUARIALA

Eremu diskretuan eta prestazioaren ordainketa hildako urte amaieran ematen delaren
hipotesiarekin,

VA(I’ ﬁ)x :zvt t=1/ qxﬁt_l
t=1

VALB), =2V 9.8
t=1

x:n‘

JNVALPB), = th -1/ qxﬂt_d_l

t=d+1

d+n

JNJALB), = th -1/ qx,BHH

xin‘ t=d+1

Urtea m partetan zatitzen bada eta kontsideratuz heriotza ematen den m-garrenean egiten
dela kapitalaren ordainketa gaurko balio aktuariala honela jarrito dugu:

k
00 m t+—
VALB =22 v " 1 4.8
1=0 k=1 e/
m m
d+n-1 m l+£ —d
d/VA(l;ﬂ)(l"i) = v 1qx,8
x:n‘ t=d k=1 t+——/—

Progrezio geometrikoko heriotz aseguru aldakorren adierazpena eremu jarraian honako
hau da,

VAB), = [ E.M,.. B dt

Aurreko adierazpenak adierazten du zenbatekoa une bakoitzean aldatzen dela. Horregatik,
prestazioaren gaurko balio aktuariala adierazi nahi badugu zenbatekoa urtero unitate
batean aldatzen dela, honela egin behar da,
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— © Y —
VAL B), = B L_l E_u,.dt
k=1

Urtean zehan hildakoen banaketa uniformea kontuan hartzen badugu, heriotz guztiak urte
erdian ematen direlaren berdina dena,

_ ® ook ; ® P S Sy 1
k=1

k=1
Eremu jarraia eta eremu diskretua erlazionatzen duen adierazpena delarik.

Konmutazio sinboloetan adierazita. Progrezio geométrikoko heriotzengatiko prestazioak
konmutazio sinboloetan adierazteko hurrengo sinboloa definituko dugu,

VCc. =p C.
VM = Z Ve,
t=0

Sinboloak adierazita ondorengo espresioak lortzen ditugu:

— = VC VM
VA 1; ~ x+t—1 — X
LA, ; VD VD
n VC VM —VM
VA(I, ﬁ) . ~ Z x+t-1 - X x+n
x:n‘ t=1 VDx VDX
1 & Ve 1 VM,

d/VZ(l; ,B)x =

z x+t-1 —

B % vD. B VD.

1 4« Ve 1 VM _,, - VM
y /VA(I, ,8) . ~ - Z x+t-1 — y x+d x+d+n
w o BYSw VD, B VD,

4.4.2. ERRENTA TERMINUETAN ADIERAZITA
VA B), =vVa(l; B), —Va(l; B),
VA, B),_ =vVa(l ﬂ)x:;‘ —Va(l; /3))“;‘

)Clﬂ‘

VAL B), =v, Vi B), —, Va(l; B),
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xn

o VAL B), ; =v, Va(l; ﬂ)x:;‘ —q/Va(l; 'B)X;Z‘

1
JHAGB) =vrm, Va(; ,8)%) —my, Va(l; ,B)in:;)‘

Xill‘ ‘

Aurreko erlazioetatik ondorioztatzen dugu heriotza ematen den subperiodo amaieran
ordaintzeko aseguruen adierazpena heriotza ematen den urte amaieran ordaintzeko dauden
seguruen menpe,

m l
d/VA(l;lsoz)(l_) zj(—m)d/VA(l;laoz) 1‘,‘
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5. GAIA

5. HAINBAT PERTSONA PARTE HARTZEN DUTEN
ERAGIKETAK

5.1. GERORATUTAKO KAPITALA ZEINETAN BI EDO PERTSONA
GEHIAGO PARTE HARTZEN DUTEN

kapital baten ordainketa hainbat pertsonen biziraupenarekin erlazionatuta dagoenean,
kontuan hartu behar dugu taldearen biziraupenaren probabilitatea.

Unitate bateko kapitalaren gaurko balio akturiala » urte barru m pertsonetako taldearen
partaide guztiek bizirik irauten badute edo berdina dena, n urte barru taldea desegitetik
bizirik ateratzea, ondorengo adierazpenetik lortzen dugu,

E =y" =y"
nTTX X Xy, - npxlzxzz...:xm - npxl npx2°"npxm

Unitate bateko kapitalaren gaurko balio akturiala n urte barru m pertsonetako taldetik
gutxienez partaide bat bizirik irauten badu edo berdina dena, »n urte barru taldea lortzen
duela ez desagertzea , ondorengo adierazpenetik lortzen dugu,

—_

=v
no xpixg X, n px X)X
1-42 m 142 m

Taldea bi pertsonataz osatuta badago,

n

=V.P

—_..n _ — —
7 xpixg x]:x -V |-” pxl +”px2 ”pxl:xz J_”Exl +”Ex2 ”Exlixz

Unitate bateko kapitalaren gaurko balio aktuarialaren adierazpena m pertsonetako talde
batetik zehazki » pertsona bizitzeko, honela adierazten da,

LE o =Vvhp oy

XX WXy XXXy

Adibide bezala hiru gizabanako osatutako taldea hartzen badugu, eta kalkulatu nahi
badugu ordaintzen den unitate bateko kapitalaren gaurko balio zehazki taldeko pertsona
1 bizirik irauten badu ondorengo erlazioa lortzen dugu,

E [1] :v” np [1] :nEx1 +nEx2 +11EX3 _2|_11E +nEx1:X3 +nEx2:x3J+ n

X1:X2:X3 XX X3

n X1:Xp X1:X2:X3
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Baita plantea dezakegu unitate bateko kapitalaren gaurko balio aktuarialaren
adierazpena n urte pasata m pertsonetako talde batetik gutxienez r pertsona bizitzeko,

— n
E o =vi,p

XX iy XX LlXgy

Adibide bezala hiru gizabanakok ostatutako taldea hartzen badugu, eta kalkulatu nahi
badugu unitate bateko kapitalaren gaurko balio aktuarialaren adierazpena gutxienez 2
pertsona badaude, hurrengo erlazioa lortzen dugu,

E o, =v'"p o =,E .+t E _+FE -2 F

n XX n X1:X3 n X X3 n XX X3

X1:X2:X3 X1:X2:X3

5.2. ERRENTAK ZEINETAN BI EDO PERTSONA GEHIAGO PARTE
HARTZEN DUTEN

m pertsonetako talde batetik abiatuta jarriko ditugu adierazpen ezberdinak, segin eta
bizirik ateratzen diren gizbanako kopurua, unitate bateko zenbatekoa duen gaurko balio
akturialeko ondoren ordaindutako, d urte geroratutako eta n urte denborazko errentatik.

Hasierako taldea osatzen duten taldekide guztiek bizirik irautea ordainketarako
baldintza izanda, hau da, taldea deusestapenetik bizirik ateratzen dela, adierazpena

homako hau da,
d+n

a4 wike z tExI:xZ:...:xm

X1:X9 X,
142 m ‘ t=d+1

Hasierako taldea osatzen dutek taldekideetatik bat gutxienez bizirik irautea
ordainketarako baldintza izanda, hau da, taldea desagertzetik bizirik ateratzea,
d+n

o =N e
d/ x1:x2:...:xm:n‘ t=d+1t X]iXD i Xy

Errenta ordaintzen bada hasierako taldetik zehazki » pertsona bizirik badaude,
d+n

ey =2 E

XX Xy Z‘ 1=d+] XX i X

Errenta ordaintzen bada gutxienez hasierako taldetik » pertsona bizirik badaude,

a0 :Z E

X]1X0 Xy :n‘ 1=d+1 X[1XD Xy

Adibide moduan ondorengo erlazioak azaltzen ditugu,
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a - = . a -
a/ X] X L Xy 1 a7 XXy, x1+dixy +dexy, tdin)|

g a4——F,E

XX LiXy :n‘ X]IX) LeiX gy axl +d:xy+dixy, +d:;‘
m pertsoneko talde bati erlazionatutako zatikiar errenten edo/eta errenta aldakorren

gaurko balio aktuariala pertsona batekin lortu dugun era berean lortzen da, kontuan
izanda kasu bakoitzean taldearen probabilitateen garapena.

5.3. HERIOTZ ASEGURUAK ZEINETAN Bl EDO PERTSONA GEHIAGO
PARTE HARTZEN DUTEN

Hasierako taldeko m gizabanakoetatik, pertsona kopuru zehatz baten heriotza dela eta,
heriotzaren urte amaiera ordaintzeko dagoen unitateko kapitalaren gaurko balio
aktuarialerako kontuan hartu behar dugu pretazioaren ordainketarekin erlazioanatuta
dagoen probabilitatea.

Prestazioa lehenengo heriotzarekin ematen bada, edo berdina dena, taldearen
deusetapenarekin, gaurko balio aktuariala ondorengo adierazpenari dagokio,

[oe]
— t
Axl:xzz...:xm - Z 4 =1/ qxl:xzz...:xm
=1

Errenta terminuetan azaltzen badugu gaurko balio aktuariala,

= va - a = vl_l - laXIszL..Ixm J

XX LiXy XX LiXy XX L1y,

Prestazioaren ordainketa azkenengo heriotzarekin ematen bada( taldearen
desagertzearekin),

00

—_ t
A =SV g
X[iXD eiXpy tZ=1: =1/ qxlzxz:...:xm

Errenta terminuetan eta d urte geroratutako eta n urteko asegururako,

1

A =y di, -, d— =V Ei_ Ei e P
d/ XXXy d/ x1:x2:...:xmn‘ d/ x1:x2:...:xmn‘ |:d XXXy, AT iy nixg, d/ x11x21-~~1xm”‘

Eremu jarraian,

A =["E dt

0 !X LLXy, ILle tixy Xy,
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5.4. BIZIRAUPENERAKO GERORATUTAKO KAPITALA

Hainbat pertsona parte hartzen dutenean biziraupen eragiketa bezala deitzen diegu,
ezartzen denean gizabanako edo gizabanakoen taldea zeintzuk diren aseguradunak eta
onuradun bezala ateratzen den pertsona edo pertsona taldea ezartzen denean.

x eta y adineko 2 gizabanakoetako taldetik abiatuta, kapitale unitate baten ordainketaren
gaurko balio aktuariala y adineko pertsona 7 urteko kontratuaren amaieran bizirik irauten
badu, denbora tarte horretan x adineko pertsona hil delarik, ondorengo adieazpenetik
lortzen dugu,

— — _
Ex/y -V npynqx_nEy nEx:y

n

Era berean platea dezakegu bi gizabanakoen talderako. Ondoren hainbat adibide azaltzen
ditugu,

xpxp /yiyy T on vy n T Xy

— = +
T xpxy lyryy MOVIY2 B xpixpypyy T VIY2 RO XYYy RO X1y XX 12

nExpxp lyyy P ypya T xpx v

5.5. BIZIRAUPEN ERRENTAK

Biziraupen errente artean bi multzo handi aurki ditzakegu: bizirauken errenta sinpleak,
zeinetan ezartzen den aseguradun eta onuradun bezala parte hartzen duten gizabanako edo
gizabanako taldea eta biziraupen errenta konposatua, zeinetan aseguradun taldearen
barnean ezartzen den heriotzen ordena.

Biziraupen errenta sinpleen artean kasu errezena aseguradun eta onuradun bezala pertsona

bat agertzen denean da. Unitate bateko kapital ordainketaren gaurko balio aktuariala y
onuradunari x aseguradunaren heriotzetik aurrera, eremu diskrtuan,

- t - _
ax/y_zv tpyth_ay ax:y
t=1

dX/y :z‘}ttpyth :dy _dx:y :(ay +1)_(ax:y +1):ax/y
t=0

Ikusten dugunez ez dauka zentzurik aldez aurretik ordaindutako eta berehalako errenta bat
kontratatzea zeren lehenengo terminoa ez dugu inoiz kobratzen, kontratuaren sorrerarekin
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bat etortzean, onuradun eta aseguraduna bizirik aurkitzen diren momentua.

Eremu jarraian adierazpena ondorengoa da,

a,,=["E.,M.a,d=a, -a,

x/y

Planteatzen dugunean d urte geroratutako biziraupen errenta baten gaurko balio aktuariala
interpreta dezakegu:

- Gerorapena kontratuaren sorreratik zenbatzen da eta beraz onuradunaren errentaren
kobrantzataz dihardu. Beraz, aseguraduna gerorapen denboraren barnean hiltzen
bada , onuraduna errenta kobratzen hasiko da kontratuaren sorreratik d urte pasata
eta aseguraduna gerorapen denbora pasa ondoren hiltzen bada onuradunak errenta
berehala jasoko du. Errenta horren gaurko balio aktuariala honako hau da,

— - t _ _
’d/ax/y_d/ax/y - zv tpyth_d/ay d/ax:y
t=d+1

. - = - t — s e
5qd/ sy =ar9yy _ZV i Pyide=ar@, a1y,
Eremu jarraian
. _d = u+lC E di= 7 _
’d/ax/y _IO tEx:yIL[xH d—t/ay+t t+J-d tEx:y/'{x+tay+t 1= d/ay _d/ax:y

- Gerorapena aseguradunaren hiltzetik aurrera zenbatzen da eta beraz onuraduanren
errentaren kobrantzataz dihardu. Beraz, aseguraduna edozein momentuan hil daiteke eta
onuraduna errenta jasotzen hasiko da aseguraduna hil denetik d urte pasata. Errenta
horren gaurko balio aktuariala honela kalkulatzen da,

—_ t+d —_
9d*/ax/y - ZV d+tpyth Eyay+d Eyaxy+d E ax/y+d
00
. — t+d —
7d*/ax/y —ZV d+tpyth Eyay+d Ey xy+d ~ E ax/y+d
t=0
Eremu jarraian

’d*/a _J- Exyll’[x+td/ay+tdt y y+d dEyax:y+d

- Gerorapena aseguradunaren heriotzataz diahardu. Honek dakar onuraduna errenta jasoko
duele aseguraduna hiltzen den momentuan eta heriotza kontratuaren sorreratik d urte
pasata ematen bada. Gaurko balio aktuarila honako hau da,
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- — t _ _ _
aio ey =anyry — ZV tpy(dpx tpx)_dpxd/ay d/ %y
=d+1

[ee]
_ . _ t _ _ [T . _ _
d/’ax/y_d//ax/y_zv tpy(dpx tpx)_dpxd/ay d/ax:y_dpxd/ay d/ax:y
t=d

Eta kasu honetan, berehalako errentekin bezala ez dauka zentzurik aldez aurretik
ordaintzen den errenta bat kontratatzea zeren lehenego terminoa ez da kobratuko.

Eremu jarraian

—_— 00 e —_— —_— —_—
d/’ax/y _J-d tEx:yIL[x+tay+tdt_dpx d/ay _d/ax:y

Biziraupen errenta baten n urteko denborazkotasunarekin ondorengo interpreta dezakegu:

- Denborazkotasuna kontratuaren sorreratik hasten da eta onuradunaren errenta kobratzataz
dihardu. Kasu honetan onuraduna gehienez errenta jasoko du kontratuaren sorreratik »
urte pasa direnerarte. Honekin esan nahi duguna da, aseguraduna » urte pasa baino lehen
hil behar dela onuradunak terminuren bat kobratzeko. Gaurko balio aktuariala honako
hau da,

n
7/i1ax/y :;Vttpyth :ay;z‘_ ax:y:;‘

n-1

. _ t e
’/nax/y —ZV tpyZQx_ a E
t=0

_’/nax/y_n xly

=
y:n‘ x:y:n‘

Eremu jarraian

_ n
’/nax/y __[0 tEx:y/'[xH a

—dt=a - —a_-
y+t:n—t‘ ‘

yin x:y:n‘

- Denobroazkotasuna aseguraduna hiltzen den momentutik hasten da eta beraz,
onuradunaren errentaren kobrantzataz dihardu. Esan nahi duena, aseguraduna edozein
momentuan hil daitekeela eta onuraduna aseguradunaren heriotzetik aurrera errenta n
urtez jasoko duela. Gaurko balio aktuariala honela kalkulatzen dugu,

00 00
— t _ ttn — _
5/n*ax/y - Zv tpyth Zv t+npthx - ay:;‘ ax:y+nEyax:y+n
t=1 t=1

P —_ t _ t+n — e e .
’/n*ax/y - zv tpyth ZV t+n pyth - ay:z‘ ax:y+nEyax:y+n
t=0 t=0
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Eremu jarraian

’/n*aX/y :L tEx:y/'IxH a 7dt:a 7‘ _a: + E a

y+t:n‘ yn

- Denborazkotasuna aseguradunaren heriotzataz dihardu. Ekartzen duelarik onuraduna
jasoko duela mugarik gabeko errenta bat aseguradunaren heriotzetik aurrera, heriotz hori
kontratuaren sorreratik n urte barruko epearen barnean ematen bada. Kasu honetan
gaurko balio aktuariala honela lortzen dugu,

n )
— t ¢ - _ _
/n’ax/y —ZV tpyth+zv tpynqx_ay ax:y:z‘ npxn/ay
t=1 t=n+1
n-1 , 00
. _ t _ e _ .
/n’ax/y _ZV tpyth +zv tpynqx _ay ax:y:z‘ npxn/ay
t=0 t=n
Eremu jarraian
— [ — — — — —
/n ’ax/y - J-O tEx:y/'[xHadet - ay - ax:y:;‘ “aPx n/ay

Biziraupen errenten kasu partikular bezala errenta kontingenteak aipa ditzakegu. Finantz
erakude batekin prestamo eragiketa bat kontratatzen dugunean, erakunde hauek gehienetan
eskatzen dute aseguru baten kontratua zeinetan heriotza suertatuz gero ordaintzeko
geratzen diren terminuen ordainketa bermatzen den.

Errenta kontingentea bermatzen du denborazko errenta bat aseguradunaren heriotzetik
aurrera.

n denbora amaitzen denerarte (kontratuaren sorreratik zenbatzen hasten da) aseguraduna
hiltzen bada unitateko errenta baten ordainketaren gaurko balio aktuariala eremu
diskretuan honela lotzen da,

n
- t - _
R ‘ZZ:;V 4 = T

Eremu jarraian,

n p— —_ —_
ax/;‘ —jo tEx,uxﬂan—_[‘idt—af a -

n‘i x:n‘
Baita azal dezakegu jada ikasitako biziraupen errenten terminuetan, adibidez,

a-

n‘/x

=a_—a - =,4a

X
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Orain azalduko ditugu hainbat biziraupen errenten erlazioa zeinetan bi pertsona baino
gehiago parte hartzen duten,

_ =q - - +
axlxz ly ay axl3y ax23y axl X2:y

aX/ylm - ax/yl aX/Yz aX/yliyz

a— =a,-a,.,_a - ta - = a

x nT/y y xy= y:n‘ x:y:n‘ a

y_n/ Xy _’n/ax/y

Biziraupen errenta konposatuetan, aseguradun bezala, agertzen dira bi gizabanako edo
gehiago eta ezartzen da onuraduna errenta jaso dezan eman beharreko heriotzen ordena.

[ee]
— t ..
a, _Zv tPyi-1191 Ay

xpxply t=1 X1:x)
pu— o T~ pu—
al __[0 tExl:xZ:y/'[xlﬂadet

a, ta |, =a

xy:xp /y
xpixp /'y x1:xp/ y

[o0]
— t . _ _
a, _ZV tpyt—l/QZ ay+t_ax1/y a,
xp:xp /y t=1 X]:X7 xp:xp/y

aZ :_[0 (l_tpx2 )tExl:y/’[x1+tay+tdt

a, +ta , =a
xp:xp /y x1:xp/ y

xy:xp /'y

5.6. BIZIRAUPEN ASEGURUAK

Aseguru mota bat da zeinetan kapital baten ordainketa bermatzen da, ezarritako
gizabanako batek ego gehiagok bizirik irauten badute, aseguradun bat edo batzuen heriotza
ematean.

x eta y adineko bi gizabanako hartuta, kapital unitate baten ordainketa x hiltzen den
momentuan, hiltzen bada y bizirik egonda, haren gaurko balio aktuariala honela lortzen da,
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00

JA ‘
r ZZV -1791

X1y t=1 Xy

e
0

Ax}y - IO ¢ Ex:y ﬂx” dt

=+

AN

= Ax:y

1
X1y

5 -
<

Aurreko erlazioko kasu berezi bat aseguru mixto baten gaurko balio aktuariala da:

A _+A4 ,=4-

x:n‘
x:n‘ x:n‘

Unitateko kapitala x adineko gizabankoaren heriotzaren momentuan ematen bada, y
adineko pertsona lehen hil delaren baldintzarekin,

A, =r%2v’t_1/q2 =4, -4,
Xy

Xy t=1 Xy

ZZ :I:(l_zpy)zExﬂxﬂdt :Zx _Zl
X1y

x:y

A, +A4,=4

2 .
Xy Xy i

X, ¥, z adineko hiru pertsonatako taldea izanda, kalkula dezakegu ordaintzen den unitate
kapital baten gaurko balio aktuariala x lehenengoa hiltzen bada,

J— _ y © /
4, =r ZZV -1/ 91
=1

xyz
0 —

Al - 0 tEx:y:zlLIdet

xy:z

Zl + A 1 + A 1 = Zx:y:z

xyz x:yz xyz

Kapital unitate baten gaurko balio aktuariala x bigarrengoa hiltzen bada,

— y ® ;
A4, =r ZZV -1,92
=1

x:yz x:yz

A2 :I:tExluxﬂ(tqytpz-i-zpytqz)dt:Zl +Zl —ZZI

xy:z x:y Xz xy:z
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Kapital unitate baten gaurko balio aktuariala x hirugarrengoa hiltzen bada,

0o

-0 t
4, ~”2ZV -1/93

Xz t=1 x:yz

4, =[",q4,,4. Ep,di=4, -4, -4, +4,
xy:z L 1 "

X, ¥, z adineko hiru gizabanakoen taldeak plantea dezaketen bestelako kasu batzuk

_— 00

A21 = 0 tqytEx:zlleHdt:Zl _Zl

x:yz Xz x:y:z
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6. GAIA

6. BALIOGABETASUNAREKIN ETA MENDEKOTASUNAREKIN
ERLAZIONATUTAKO ERRENTAK ETA ASEGURUAK

6.1. EZAUGARRI OROKORRAK

Baliogabetasun eta ezintasun arriskuetan eragina izan dezake ez solik adina baizik eta
baita istrupen inguruko faktoreak. Bizitzaren inguruko seguruen antzeko lege batzuk
jarraitzen dituzte.

Legeak ezberdintzen ditu istripuen eta gaixotasunen seguruen artean baina ez du ezer
zehazten baliogabetasunaren inguruan.

Plantea ditzazkegun geroratutako kapitalen mota ezberdinak, segun eta baliogabe edo
pertsona aktibo batetaz abitzen garen ondorengoak dira

i — . n i
nEx_V npx

aa — _.n aa
nEx -V npx

E” =v" p® kontuan izanda Schaertlin eta Galbrun adierazpenak hurrenez hurren.

il

B o R

laa n

- [" .

a — _.n a_—_ aa ai — “x _x i

nEx -V npx_nEx +nEx _Zaa nEx laa nEx
X

Eszinbilitatearen propietatea,

E!=E! _E'_ propietatea betetzen du

X n—t

JEN=EY _E’ propietatea betetzen du.
EY=E“ E® + E“ _E!  ezdupropictatea betetzen.
E‘=E® E‘ + E® E'  ezdupropictatea betetzen.

x n-—t x+t

E“= E°- Eat_Eaal E°, - E;zitJ_Eaa E

Geroratutako kapital guzti hauek | E -en porpietateak betezen dituzte zeren
oE. =1 eta
momento horretan baliogabetzeko probabilitatea nulua da.

E_ =0 salbuespen bat kontuan izanda ,E® =0 zeren x aktibo izanda,

0
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Aurreko erlazioak betetzen dirax +n < x;betetzen den guztietan kontuan izanda x;

adierazten duela erretiro adina.

6.2. BALIOGABETASUNAREKIN ERLAZIONATUTAKO ERRENTEN BALIO
AKTUARIALA

Baliogabea den gizabanakoak kontratatuko errentak

. ® . . * .

i — i i i
ax_ZIEx a4y = erx

t=1 t=d+1

) n ) . d+n )

i — i i — i
ax:z‘ - tEx d/axzz‘ - ZtEx

t=1 t=d+1

Ez dauka zentzurik kontuan hartzea baliogabe baten gaineko errentak zeinetan haren
adina x 2 X, zeren erretiro adinetik aurrera ez da ezberdintzen aktibo eta baliogabeen

artean.

X<Xx, denerako ondorengo kasuak lortzen dira:

i i i
= + <x.
Ha X ax:xj—x‘ x_/«—xEx Ijlx.f o x'/
i i
+ +d <x.
i J /ax:xj_x_ i xj_xEx Bzxj x+td<x,
d/Ha X = ;
i
xj—xExQﬁi—xj/axj X<'xj S'x-l-d
a'- X+tn<sx,
i x:n‘ J
|a wl ) :
' a' + _E' L& x<x.<x+n
x:xj—x‘ Xj=xX X xj:x+n—xj‘ J
i
+d+n<x.
d/ ax:n X d n= xJ
i i i
- = + - + <x.<x+d+
d/Ha x:n‘ d/ax:xj—x—d‘ xj—xEx |]ij:x+d—xj‘ x+d x] x+d+n
i
xj—xExl;Ld—xj/axj:;‘ x<xj sx+d

Hasieran aktiboa den pertsona batek kontratatutako errenta eta ordintzekoa aktibo
jarraitzen duen heinean
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[ee] [ee]
aad — aa ad — aa
ax _zzEx d/ax - ZtEx
t=1 t=d+1
n d+n
aa —_— aa aa —_— aa
ax;;‘ - z tEx d/ax:;‘ - Z tEx
t=1 t=d+1

Ez dauka zentzurik mugarik gabeko errentak kontsideratzea, bakarrik hitzegin dezakegu
erretiro adinerarte mugatutako errentetaz.

Hasieran aktiboa den pertsona batek kontratatutako errenta  eta ordaintzekoa
baliogabetasunetik aurrera, baliogabe bezala bizitzen den heinean

. o . . o .
(77— at al — at
ax _ZtEx d/ax - ZtEx
t=1 t=d+1
. n . . d+n .
at _— at at _— al
ax.;‘ =2 E; d/ax:;‘ = > E;
t=1 t=d+1

Galbrun-en erlazioa kontuan hartuta:

Normalean pertsona bat baliogabetzeko denbora erretiro adinerarte hedatzen da.

Gizabanako aktibo batek kontratatutako errenta eta ordaintzekoa bizirik irauten duen
heinean.

0 0
a — a a — a
ax _ZtEx d/ax_ ZtEx
t=1 t=d+1
n d+n
a  — a a  — a
ax:;‘ =2 E; d/ax:;‘ = ZtEx
t=1 t=d+1
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l lii

a — “x X i

d/nax T d/axzz‘ - aa d/ x:ﬁ‘
[ [

x; adinetik aurrerta ez bada banatzen aktibo eta baliogabeen artean:

[— a a
Ha a.+ j_xEx lej non Xx <y,

a
x /xjmxTx T x

a - non x+n£xj

a

X a a
a + B La

/na

non x<x.<x+n
x/:x+n—x/‘ J

a a
_ + +d <x.
. d/ax:x/__x_d‘ x/__xEx Dlzx/_ non x+d <x,
o], =
d/ x a < +d
x/-—xEx |;|+d—x/-/axj non 'X<xj Sx
a“ non x+d+n<x,
d/ x:n‘ Y
a ai a
= -+ N +d<x.<x+d+
d/n a x d/ax:xj—x—d‘ X/'_XEX []lxj:x+d+n—xj non x +d x] x+d+n

a
x/-—xEx ELd—x/-/ax,;‘ non'X<xj Sx-'-d
x;:

6.3. BALIOGABETASUN ERRENTEN DENBORAKOTASUNA ETA
GERORAKOTASUNA

Baliogabetasun errentetaz hitzegitean normalean erreferentzia egiten diegu hasieran
aktibo den gizabanako batek kontratatutako errenta eta baliogabetasuna ematen denetik
ordaintzekoa dena, baliogabe bezala bizitzen den heinean.

Baliogabetasun errentak gabealdiarekin: gabezia egoteak baliogabetasunerako
gerorapen bat bezala har dezakegu, zeinetan, x adineko gizabanako batek
baliogabetasun errentarako eskubidea izango du gutxienez aktibo moduan x+c
adinerarte badago, ¢ gabezia denboraldia izanda.

aa ai
cEx |]Z

x+c

Gabezia denbora pasata, errenta izan daiteke geroratua, denborazkoa edo geroratua eta
denborazko solik.
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Kontsidera dezakegu baliogabetsaun errenta ezberdinak zeienetan nahasten diren
gerorapen eta denborazko ezaugarri , baliogabetasun denboran eman daitezkeen
murrizketa posibleak kontuan izanda. Ordainketaren gerorapenari dagokionez,
kontsideratzen dugu hau bi modukoak izan daitezkeela: jatorriari buruz edo
baliogabetasunaren momentuari buruz.

Baliogabetasun errenta baliogabetasunerako denbora mugagabearekin eta ordainketaren
denborazkotasunarekin, denborazkotasuna baliogabetasunetik zenbatzen da,

x+t+1:£‘

[oe]
ai — aa ai .
,/n*ax _ZtEx Exﬂ Bl
t=0

Baliogabetasun errenta baliogabetasunerako denbora mugagabearekin eta ordainketaren
denborazkotasunarekin, denborazkotasuna kontratu jatorritik zenbatzen da.

Baliogabetasun errenta baliogabetasunerako denbora mugagabearekin eta ordainketaren
gerorapenarekin, gerorapena baliogabetasunetik zenbatzen da.

[o0] [oe]
ai — aa ai [y —_ aa ai oo [y —_ ai ai
,d*/ ax - z tEx E?xﬂ g/ ax+t+l - Z tEx mxﬂ‘ [ﬁaxﬂ‘ﬂ /d ax+t+l] - ax L d* ax
t=0

t=0

Baliogabetasun errenta baliogabetasunerako denbora mugagabearekin eta ordainketaren
gerorapenarekin, gerorapena kontratu jatorritik zenbatzen da.

ai — ai

A4y a4y

Baliogabetasun errenta baliogabetasunerako denbora mugagabearekin eta ordainketaren
gerorapenarekin eta denborazkotasunarekin, gerorapena eta denborazkotasuna
baliogabetasunetik zenbatzen da.

[oe]

ai — aa ai ool
Jd*/ n* a, = z tEx mxﬂ‘ g/ ax+t+1:2‘

t=0

00
ai — aa ai .ol _ P — ai __ ai — ai __ ai
A Gy = Z ECLEL, I:ﬁd/axﬂﬂ d+n) Dxrr1 ]_,d*/ax A Ve = jaanxQy ~ jqxQy

Baliogabetasun errenta baliogabetasunerako denbora mugagabearekin eta ordainketaren
gerorapenarekin eta denborazkotasunarekin, gerorapena kontratu jatorritik zenbatzen da
eta denborazkotasuna lehenengo ordainketa egiten de momentutik.
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d-1
ai — aa ai aa ai i
,d /n* a, = Z E m +t |;]—t/ x+t+1 ‘ Z E m Bl

t=0

Eal |]ll

x+t+: n‘ x+d: n‘

aa ai
dEx ax+d

,/n*

Baliogabetasun errenta baliogabetasunerako denbora mugagabearekin eta ordainketaren
gerorapenarekin eta denborazkotasunarekin, gerorapena eta denborazkotasuna kontratu
jatorritik zenbatzen da.

ai — ai
din%y ~ai ax:;‘

Baliogabetasun errenta baliogabetasunerako denborazkotasuna izanda

aai — Eaa Eai .0 — Eaz Bll

/m, % x t~x x+t x+t+l T x ‘

-~
1l
(=)

Baliogabetasun errenta baliogabetasunerako eta ordainketarako denborazkotasuna
izanda, ordainketaren denborazkotasuna baliogabetasunetik zenbatzen hasten da.

m—1

ai — aa ai sel
/m,/n*ax - ZZ‘EX m’xﬂ‘ Da

x+t+1:ﬁ‘
t=0

Baliogabetasun errenta baliogabetasunerako eta ordainketarako denborazkotasuna
1zanda, ordainketaren denborazkotasuna kontratu jatorritik zenbatzen hasten da.

3
L

/m,/n

ai — aa ai i ai i
a’' =) EFLET L 7—a7‘ CET L

x+t+1:n—t—l‘ x+m:n—m‘

N
1l
=]

Baliogabetasun errenta baliogabetasunerako denborazkotasuna izanda eta gerorapena
ordainketan, gerorapena kontsideratzen da baliogabetasun momentuari dagokionez .

m-—

aa ai ai ai

Im.d* & Z [E} tg/ wrtl —/m A T rmsax Ay
=0

Baliogabetasun errenta baliogabetasunerako denborazkotasuna izanda eta gerorapena
ordainketan, gerorapena jatorritik

ai i
/md/a d mEx |]lx+m non m>d

ai
/m,d/a E g m/ax+m non I’l’l<d

Baliogabetasun errenta baliogabetasunerako denborazkotasuna izanda eta gerorapena
eta denborazkotasuna ordainketan, gerorapena eta denborazkotasuna baliogabetasun
momentutik zenbatzen da.
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3
L

ai

— aa ai at
S @y = 2 B LEL L, d xﬂﬂn‘ /md*/a /md+n*/a /m/d+n*a rmya* Gy

~
1
(=]

Baliogabetasun errenta baliogabetasunerako denborazkotasuna izanda eta gerorapena
eta denborazkotasuna ordainketan, gerorapena baliogabetasun momentutik zenbatzen da

m-1

aa ai
/m,d*/n ax z E m IQ/ x+t+1n d—t— 1‘

1=0
Baliogabetasun errenta baliogabetasunerako denborazkotasuna izanda eta gerorapena
eta denborazkotasuna ordainketan, gerorapena jatorritik zenbatzen da eta
denborazkotasuna lehenengo ordainketa egiten den momentutik .

m>d denean

d-1

ai — aa ai aa ai i
Jmd )+ @ x —Z E E tl‘_d]—t/ x+t+ln‘ Z E |I' Bl

x+t+1: n‘
t=0

/m, d/n*a Em [’

x+d: n‘

aa al
+,E; m=d ) n* B+

m<d denean

m—1

ai — aa ai — ai i
tmd/n* D _Z EFLEL L, d x+t+1n‘ mLx d—m/aﬁng‘

=0
Baliogabetasun eerenta baliogabetasunean denborazkotasunarekin eta gerorapena eta
denborazkotasuna ordainketan, gerorapena eta denborazkotasuna jatorritik zenbatzen

da.

d<m<d+n denean

d-1 m
aa E ai aa E ai i
/m,d/nax ; E +t g_l l/ax+t+1 ‘ ;": IEX Ijlx+t+1d+”_t

ai ai ai i
= + -
/m,d/nax d! ™ vm—d mEx |]1)c+m:d+n—m‘

m<d denean

m=1
ai — aa ai i
/m,d/nax _ZZEX m tg—t 1/ X+t+ln
t=0
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6.4. BALIOGABESTASUNAREKIN ERLAZIONATUTAKO ASEGURUEN
GAURKO BALIO AKTUARIALA

Atal honetan aztertzen dugu baliogabe pertsona baten heriotza dela medio ordaintzeko
dauden aseguruak, aktiboa baten heriotza dela medio bai aktibo edota bai baliogabe
moduan ordaintzeko dauden aseguruak eta zehazki baliogabetasun aseguruak deiturikoak,
ordaintzekoak hasieran aktibo den pertsona bat baliogabetzean.

Baliogabe pertsona baten heriotza dela medio ordaintzeko dauden aseguruak

(o) (o)
i — t i i — t i
Ax - ZV t—i/qx d/Ax - ZV t—l/Qx
t=1 t=d+1
i —_ t i i —_ t i
A4, _ZV -1/ 9x oA = ZV -1/9x
x:n‘ =1 x:n‘ t=d+1

Erretiro adinetik aurrera ez da ezberdintzen aktibo eta baliogabeen artean.
x < x; denerako ondorengo kasuak lortzen ditugu:

HA = A, + _E [H x <x. denerako
x Y J J
X:Xj_x‘
i i
' A +, L E L, x+d<x, &U denerako
|| i _ x:xj—x—d‘

d/ x i

x/—xEx QM_X//ij x<x,<x+d & U denerako

Al x+n<x, &0 denerako
i X:ﬂ‘

/ - . .
A L ELTH, x<x; <x+n &0 denerako

x:x/—x‘ J x/:x+n—x/‘ ’

d/Aff‘ x+d+n<x, 80 denerako

xXn ’

A L ELH, x+d<x,<x+d+n &0 denerako

d/n X x:x/—x—d‘ / x/:x+d+n—x/‘ /
i
x‘/__XE)C QM_XJ/AX, 'n‘ x<x;,<x+d H U denerako
J

Aktibo moduan hiltzen delako ordaintzen den asegurua hasieran aktibo moduan egonda

[o0] [o0]
aa — t aa aa — t aa
Ax _ZV t—l/qx d/Ax - ZV t—l/qx
t=1

t=d+1
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n d+n
aa t aa aa  — t aa
A" _ZV -1/ 9« A= ZV -1/ 9
x:n‘ =1 x:n‘ t=d+1

Baliogabe moduan hiltzen delako ordaintzen den asegurua hasieran aktibo moduan
egonda

[ee] [ee]
ai — t ai ai — t ai
A; _ZV -1/9 x oA = ZV -1/ 9«
=1 t=d+1
al  — t ai al — t ai
Ay _ZV -1/ 9 am A = ZV -1/9
t=1 t=d+l1

Kasu hauetan suposatzen dugu gerorapena eta denborazkotasuna baliogabetasunerako
eta heriotzarako berdina dela..

Galbrun-en erlazioa erabilita:

i

ai _ aa X _ i

d/Al,_d/Al, d/Al, + d/Al, d/Al,
X.n

Zaa
3 ‘ x:n‘ x:n‘ x XI}’I‘ XI}’I‘

Hasieran aktiboa den pertsona baten heriotzarengatik ordaintzen den asegurua.

[oe] [o0]
a — t a a — t a
A =2V,4) oAl =2V,
t=l1 t=d+1
n d+n ,
a — t a a j— a
AY =3V, oAl =2V,
x:n‘ =1 x:n‘ t=d+1
Seguru hauen kalkuluetarako ondorengo erlazio hauek ere erabiltzen ditugu:
l lii .
a —"x _'x i
d/Al, " Jaa d/Al, aa dl“M1_
)C:Il‘ Z.X X:Il‘ Z)C )C:ﬂ‘

Seguru hauek ez dute zentzurik > x; denean; beste kasu batean:

|4

a_ 4 u
X _/xj—xAx +x]«—xEx D4xj non x< xj

a
a /nAx non x—}—nsxj
/n x - a u
fxj=x Ax +x‘f_xEX |7_“L+n—xj Ax/ non x < X; <x+n
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a a
a _ d/x/—x—dAx-I- —xEx D4x» non X+d<xj

Xj J

al a
xj_xEx Qw_x//Ax/_ non x<x, <x+d

a
din A non x+d+n<x,

a

— a a
- d/x;—x=d Ax +xj—xEx Dx+d+n—xj ij non x + d < xj <x+ d tn

d/n X

a
Elgs,ind, nonx<x, <x+d

.Xj X

Baliogabe bihurtzeagatik ordiantzen den asegurua, hasieran aktibo izanda.

Bi kasu kontuna hartuko ditugu:
Asegurua bakarrik ordainduko da baliogabe bihurtu den gizabanakoa bizirik iristen bada
baliogabetasuna eman den momentuaren amaierararte.

(A =2 v PP

t=1

Asegurua ordainduko da hasieran aktiboa den pertsoaren baliogabetasun momentuan:

[0
ai — t aa : aa _ _aa — .,z:aa __ _aa _ 4aa
(A)x - ZV t—1 px lx+t—1 ZV lpx px+t—1 qx+t—1) - vax ax Ax
t=1

Bi kasu hauek soilik eremu diskretuan plateatzen dira eta ezberdintasuna ez da agertzen
seguraren ordainketa eremu jarraian erabiltzean.

()Y =vi™ —a™ = 4 =[]l —ia™ |- 4“
ai — seaa __ aa __ aa — aa __- aa
(A =vy,dl = a7 =, A7 = l EF —i,a ] a1 4;
nx /

ai — seaa aa __ aa — _ aa _: aa |_ aa
/n(A)x _V/ a nax /nAx _Vl_1 nEx l/nax J /nAx

ai — ceaa aa _ aa — aa __ aa - aa |__ aa
d/n(A)x _vd/nax d/nax d/nAx _vldEx d+nEx ld/nax J d/nAx
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6.5. BALIOGABETASUN ASEGURUEN DENBORAKOTASUNA ETA
GERORAKOTASUNA

Aktibo moduan hasten den eta baliogabe moduan hiltzean ordaintzen diren aseguruak,
baliogabetasunean gabealdia ezarriz: gabeziaren existentzia kontsidera daiteke
balioabetasunak bete beharreko gerorapen bat bezala , orduan, x adineko pertsona batek,
gutxienez x+c adinerarte aktibo moduan egon behar da , ¢ gabezia denbora izanda.

aa ai
cEx D4x+c
Gabezia denbora pasata asegurua izan daiteke geroratua, denborazkotasunarekin edo
geroratua eta denborazkotasunarekin. Era horretan aseguruaren ezaugarriak gerorapena
eta denborazkotasunari dagokionez, ez dira kontratazio denborari buruz baizik eta
gabezia denboraren amaierari buruz.

Kontsidera dezakegu aktibo moduan hasten den eta baliogabe moduan hiltzean
ordaintzen diren seguruen sailkapen bat nahasten direnean heriotzen gerorapen eta
denborazkotasun ezaugarriak, baliogabetasun denboraldian eman daitezkeen
murrizketekin.

Heriotzen gerorapenari dagokionez, kontuan hartzen dugu bi motatako izan daitekeela:
jatorriarekiko edo baliogabetasun momentuarekiko.

Ondorengo kasuak aurkezten ditugu:

Hasieran aktiboa den pertsona bat baliogabe moduan hiltzean ordaintzen den asegurua,
baliogabe denbora mugagabearekin eta heriotzarako denborazkotasunarekin,
denborazkotasuna baliogabetasun momentutik zenbatzen hasten da.

00

A =2 BN EL LA

x+r+l
t=0

Hasieran aktiboa den pertsona bat baliogabe moduan hiltzean ordaintzen den asegurua,
baliogabe denbora mugagabearekin eta heriotzarako denborazkotasunarekin,
denborazkotasuna jatorritik zenbatzen hasten da.

ai — ai
Jn Ax _/nAx

Hasieran aktiboa den pertsona bat baliogabe moduan hiltzean ordaintzen den asegurua,
baliogabe denbora mugagabearekin eta heriotzarako gerorapenarekin, gerorapena
baliogabetasun momentutik zenbatzen hasten da.

[oe] [ee]

ai — aa ai i — aa ai i _ i — qai _ ai

,d*/ Ax - z tEx Exﬂ IJ/ Ax+t+1 - Z tEx Exﬂ [ﬁAxHH /dAx+t+1 - Ax ,/d*Ax
t=0 t=0
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Hasieran aktiboa den pertsona bat baliogabe moduan hiltzean ordaintzen den asegurua,

baliogabe denbora mugagabearekin eta heriotzarako gerorapenarekin, gerorapena
jatorritik zenbatzen hasten da.

ai — ai
d/ Ax _d/Ax

Hasieran aktiboa den pertsona bat baliogabe moduan hiltzean ordaintzen den asegurua,
baliogabetasunean denborazkotasuna izanda.

m—1
ai aa ai i az ai i
m, Ax - Z tEx E D4x+t+1 A mEx D4x+m

t=0

Hasieran aktiboa den pertsona bat baliogabe moduan hiltzean ordaintzen den asegurua,

baliogabetasunean denborazkotasuna izanda eta heriotzarako gerorapena izanda
jatorriarekiko.

ai — ai ai i
/m,d/Ax _d/m—dAx +mEx |]4x+m non M>d

ai — ai i
/m,d/Ax _mEx g—m/A)ﬁm non m<d

Hasieran aktiboa den pertsona bat baliogabe moduan hiltzean ordaintzen den asegurua,
baliogabetasunean denborazkotasuna izanda eta heriotzarako gerorapena eta
denborazkotasuna izanda jatorriarekiko.

d<m<d+n denerako

d-1

m
ai — aa ai i aa ai
/m,d/nAx _Z E m zg t/nAx+t+1 z E [E X+t Dd+n —t x+t+l
t=0 t=d
ai — ai i — i aa ai  _ ai
/m,d/nAx _d/m—dAx +m X /d+n mA X /nA dEx [/m—d,Ax+d Im=d,d+n/*"x+d

m <d denerako

m—1

ai aa ai ai
/m,d/nAx _Z E [I'HIJ_[/” x+t+1 /m,d/n*Ax

t=0
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