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Soluciones recursivas

@oEe

Un algoritmo recursivo expresa la solucién a un problema en términos de
una o varias llamadas a si mismo (llamadas recursivas).

En una solucién recursiva, un problema de tamafio n se descompone en
uno o varios problemas similares de tamafio k < n.

Cuando el tamafio de los problemas es lo bastante pequefio, estos se
resuelven directamente.

La solucién al problema se construye, por tanto, combinando las
soluciones a los problemas mds pequefios en que se ha descompuesto.
La prueba de correccién de un algoritmo recursivo equivale a una
demostracion por induccion:

1. Caso base: el método ®(n) funciona cuando n < ng

2. Hipétesis de induccién: se supone que el método ®(k) funciona Vk < n

3. Prueba de induccién: se demuestra ®(n) a partir de ®(k), con k < n
Si el caso base resuelve el problema y la expresién general de la solucién
resuelve el problema a partir de las soluciones a problemas estrictamente
mas pequefios, entonces el algoritmo es correcto.
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Prueba de induccién

Demostrar por induccién que:
n 1— zn+1

IS

k=0

Yn>0 (1)
1—2z
1. Caso base (ng < 1). Para n =0, es obvio. Para n = 1, se tiene por un lado:

1
sz:zo—i—zl:l—i-z
k=0

y por otro lado:
1-2° 1 1-—
2_(+a0-2) _,
1—=z 1—2z
2. Hipétesis de induccién. Se supone que la expresién (1) se cumple Vk < n.

3. Prueba de induccién:

1
Z"Izk = nszJrz":1fz"+z":lfzn+(1fz)zn
k=0 k=0

1—z 1—-z
1—zn4zn— Zn+l 1 _ gntl
- 1—-z - 1—-z
Por tanto, hemos demostrado el caso general.
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Algoritmos recursivos

o En un algoritmo recursivo deben aparecer:

O Un caso base: una solucién directa del problema para tamafios pequefios
(n < o).

O Un caso general: una solucién recursiva basada en la solucién de problemas
mas pequefios (P(n) resuelto como combinacién de ®(k), con k < n).

o Ejemplo 1: célculo del factorial de n

def factorial(m):
if n==0:
n':{ 1 sin=0 return 1
’ n*(n—l)! sin>0 else:
return n*factorial (n-1)
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Ejemplo 2: las torres de Hanoi

™ T2 T3
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Algoritmos recursivos

Torres de Hanoi: secuencia de movimientos para n = 3

st =i

T T2 T3 ™ T2 T3
Estado inicial Movimiento 1 Movimiento 2 Movimiento 3
S e s S
2] 3 3 3
T T2 T3 T T2 T3 T T2 T3 T T2 T3
Movimiento 4 Movimiento 5 Movimiento 6 Movimiento 7

Estado final

@ LJRF & AVF Técnicas de disefio de algoritmos — Divide y Venceras



o Cédigo en Python:

def hanoi(n,origen,auxiliar ,destino):

if n==1:
print (origen," --> ",destino)
else:
hanoi(n-1,origen,destino,auxiliar)
print (origen," --> ",destino)

hanoi(n-1,auxiliar ,origen,destino)

o Nimero de movimientos en funcién de n: nimero de piezas

#moves

7

15

31

63
127
255
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Torres de Hanoi: arbol de llamadas para n =4

hanoi(4,1,2,3)

4%7 4%7
’—' hanoi(2,1,2,3) '—‘ ’—‘ hanoi(2,3,1,2) '—‘ ﬁ hanoi(2,2,3,1) W ﬁ hanoi(2,1,2,3) W

‘ hanoi(1,1,3,2) ‘ ‘ hanoi(1,2,1,3) ‘ ‘ hanoi(1,3,2,1) ‘ ‘ hanoi(1,1,3,2) ‘ ‘ hanoi(1,2,1,3) ‘ ‘ hanoi(1,3,2,1) ‘ ‘ hanoi(1,1,3,2) ‘ ‘ hanoi(1,2,1,3) ‘

@ @ > @ I
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Complejidad temporal de algoritmos recursivos

0 La complejidad temporal de un algoritmo recursivo puede obtenerse
resolviendo una ecuacién en diferencias. El primer paso consiste en plantear
la ecuacidn, en la que se distinguirdn un caso base y un caso general.

o Ejemplos

O Factorial:

T(n) = {

O Torres de Hanoi:

c
T(n) = { G+ 2T(n—1)

o0 Métodos de resolucién

O Expansidén de recurrencias
O Ecuacién caracteristica

@oEe LURF & AVF

@}
G+ T(n — 1)

sin=0
sin>0

sin=1
sin>1
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Complejidad temporal: expansién de recurrencias

o Expansion de recurrencias: consiste en ir expandiendo términos de
manera sucesiva para inducir una expresion general de la recurrencia de
grado k, lo que permite llegar al caso base.

o Ejemplo: Factorial

T(n) = T(h—1)+ G=(T(h-2)+C)+ G
= T(n-2)4+2G=(T(h-3)+ &) +2C
= T(n=-3)4+3G=(T(h—-4)+ &) +3C

T(n-5)+G)

= T(n—4)+4GC =
= T(n—k)+kG

n—5)+G)+4G

En este caso, haciendo k = n, llegamos al caso base:

T(n)=T0O0)+nC =C+nCG €0(n)
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Complejidad temporal: expansién de recurrencias

o Ejemplo: Torres de Hanoi

T(n) = 2T(n—-1)+ G=2Q2Tn-2)+ C)+ G
4T(n—-2)4+ 3G =4(2T(n—-3)+ &)+ 3G
8T(n—3)+ 7G=82T(n—4)+ C)+7C

16T(n—4) +15G, ...

XT(h—k)+ (2" -1)G

En este caso, haciendo k = n — 1, llegamos al caso base:

G+ G
2

T(n)=2"'"T)+("'-1)C= < ) 2"— G €02
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Complejidad temporal: ecuacién caracteristica

o Ecuacién caracteristica: se plantea y resuelve la ecuacién caracteristica
correspondiente a una recurrencia lineal de coeficientes constantes.

o Se plantean soluciones particulares de la forma t(n) = x” y se construye
una solucién general como combinacién lineal de soluciones particulares.

f(n),g(n) soluciones particulares

¢

t(n) = af(n) + c2g(n) también es solucién

o Las condiciones iniciales se obtienen del caso base.
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Complejidad temporal: ecuacién caracteristica

Recurrencias lineales homogéneas de coeficientes constantes

aot(n)+art(n—1)+ ...+ at(n—k)=0

t(i)=t i=0,...,k—1 « condiciones iniciales

t(n) =x" solucién = ax"+ax"'4... + ax" k=0
ax +ax*1+ ... 4+a=0 ECUACION CARACTERISTICA
Pi(x) = aox* + ax* "t 4+ ...+ a POLINOMIO CARACTERISTICO

Raices de Pi(x) : {ri con multiplicidad m; | i € [1,s], >.;_, mi = k}

Pi(x) = IT-(x = )™
s mi—1

t(n) = Z Z ci'r!  « Solucién general

i=1 j=0
cjj < condiciones iniciales
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Complejidad temporal: ecuacién caracteristica

o Ejemplo: Serie de Fibonacci

. n n<l1
f’b(”):{ fib(n— 1)+ fib(n—2) n>1
fib(n) — fib(n — 1) — fib(n —2) =0
2 _14+V5 1-+5

x=—x—-1=0 — n r =

2 2

fib(n) = airf + corf
fib(0) = 1 + c2 = 0 1
fib(l) = cin + @ =1 } - Cl—*S» G = ﬁ

ﬁb(n):%(lﬁ-\/g)" 1 (1_\/5),1

2 ) VB

15/41

@I0I8®]  OpenCourseWare Campus Virtual UPV/EHU Técnicas de disefio de algoritmos — Divide y Vencerds



Soluciones recursivas

Recursividad A A
Prueba de induccién
Algorltmos Dlvlde y Venceras 7 7
. ) : - Algoritmos recursivos
Algoritmos de y ord mas

Complejidad temporal de algoritmos recursivos

Complejidad temporal: ecuacién caracteristica

Recurrencias lineales no homogéneas de coeficientes constantes
aot(n) + art(n — 1) + ...+ act(n — k) ij n)b!
donde b; # b; Vi #j 'y pj(n): polinomio de grado dj en n
POLINOMIO CARACTERISTICO

P(x) = (aoxk +ax o+ ak) H(X — b))%t
Jj=1
raices de la parte homogenea raices de la parte
no homogenea

Solucién general
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o Ejemplo de recurrencia no homogenea:

0 n=20
t(n):{ 2t(n—1)+n+2" n>0
t(n) —2t(n—1)=nl"+2"
P(x)=(x—=2)-(x—1)°-(x—2) = (x—2)* - (x — 1)°
t(n) = c12" + &n2" + 31" + eaanl”

Introduciendo la solucién general en la recurrencia:

o=1
C22n — ch + (2C4 — C3) =n-+ 2" — c=-—1
3= —2

Finalmente, aplicando la condicién inicial (caso base):
t(0)=C1+C3=0 - =2
t(n)=n2"+2-2"—n—-2 €0©(n2")

©0) OpenCourseWare Campus Virtual UPV/EHU Técnicas de disefio de algoritmos — Divide y Vencerds

17/41



Soluciones recursivas

Prueba de induccién

Algoritmos recursivos

Complejidad temporal de algoritmos recursivos

Complejidad temporal: ecuacién caracteristica

o Otro ejemplo de recurrencia no homogenea: Torres de Hanoi

1 n=1
t("):{ 2(n—1)+1 n>1
t(n) — 2t(n—1) =1
P(x)=(x=2)-(x-1)
t(n) = c2" + 1"

Introduciendo la solucién general en la recurrencia, obtenemos ¢; = —1.
Finalmente, aplicando la condicién inicial (caso base):

t(l):2C1-‘rC2:1 - =1
t(n)=2"-1 €0(2")

18/41
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Complejidad temporal: ecuacién caracteristica

o Cambios de variable. Muchas recurrencias no se expresan como
ecuaciones en diferencias. Sin embargo, se pueden transformar mediante un
cambio de variable, resolver la recurrencia resultante e invertir el cambio.

o Hipétesis: T(n) continua y mondtona no decreciente.

o Ejemplo:

1 n=1
T(”)_{ 37T (2)+n n>1
Cambio de variable:
n=2 < i =logyn , . a0
P(x) = (x=3)-(x-2)
t(n) = a3 + o2
T(n) = a3°®" + on=can"2*+ on
Introduciendo la solucién general en la recurrencia obtenemos: ¢; = —2,
y aplicando la condicién inicial (caso base): ¢ = 3.
T(n)=3n%3_2n <c© (nIogz 3)
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Divide y Vencerds: ideas generales

o El término Divide y Vencerads, en su acepcién mas amplia,
es algo mas que una técnica de disefio de algoritmos. Se suele
considerar una filosofia general para resolver problemas y se
utiliza en muchos dmbitos.

o La técnica de disefio de algoritmos Divide y Vencerds trata de
resolver un problema de forma recursiva, a partir de la solucién
de subproblemas del mismo tipo pero de menor tamano.

o A su vez, estos subproblemas se resolverdn de la misma forma
y asi sucesivamente (recuérdese el caso de las torres de Hanoi),
hasta alcanzar subproblemas lo bastante pequefos como para
que se puedan resolver directamente.

LJRF & AVF Técnicas de disefio de algoritmos — Divide y Venceras




Recursividad Ideas generales
Algoritmos Divide y Venceras Esquema
Algoritmos de biisqueda y ordenacién mas eficientes Complejidad temporal

Divide y Vencerds: Esquema

1. El problema original se descompone en L sub-problemas mas
pequenos:
o Tamafio del problema original: n
o Tamano del sub-problema i: m; < n

o Tipicamente (aunque no siempre) Z,-L:1 m; <n

2. Hipoétesis:
o Resolver un problema mas pequefio tiene un coste menor

o La solucién de los casos muy pequefios (n < ng) es trivial
y tiene coste fijo

3. Los L sub-problemas se resuelven por separado, aplicando el
mismo algoritmo

4. La solucién al problema original se obtiene combinando las
soluciones a los L subproblemas

LJRF & AVF Técnicas de disefio de algoritmos — Divide y Venceras



subproblema 1 .
— — | solucion 1

tamano: m;
subproblema 2 lucién 2
— ~ . — | solucién
problema tamano: m, -
original || solucion
tamafio: n general
dividir combinar
L subproblema L lucién L
tamafo: mp, solucion

resolver
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Divide y Vencerds: Esquema

def Divide_y_Venceras(p):
if EsCasoBase(p):
s = ResuelveCasoBase (p)
else:
lista_subp = Divide (p)
lista_subs = list ()
for subp in lista_subp:

subs = Divide_y_Venceras (subp)

lista_subs.append (subs)
s = Combina(lista_subs)
return s

o El niimero de subproblemas (L) en que se divide el problema original
debe ser pequefio, independiente de la entrada, y a ser posible balanceado
(es preferible dividir n en (n/2,n/2) que en (n—1,1)).

o Cuando el problema original genera un (nico subproblema, se habla de
algoritmos de simplificacion (p.e., el algoritmo que calcula el factorial).

50 OpenCourseWare Campus Virtual UPV/EHU Técnicas de disefio de algoritmos — Divide y Vencerds
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Divide y Vencerds: ventajas e inconvenientes

El esquema Divide y Venceras tiene las ventajas e inconvenientes
que se derivan de un disefio recursivo:

o Ventajas:
o simple, robusto y elegante
o buena legibilidad

o facil depuracién y mantenimiento del cédigo

o Inconvenientes:
o mayor coste espacial por el uso intensivo de la pila del sistema

o en ocasiones no se reduce, sino que incluso aumenta
la complejidad temporal con respecto a soluciones iterativas
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Divide y Venceras: complejidad temporal (1/6)

o Caso general:

Ttrivia/(n) n< no

. L
TdyV(n) - Tdividir(na L) —+ Z Tdyv(m,') + Tcombinar(na L) n>no
i=1

o Caso particular (muy frecuente):

o El problema original (de tamafio n) se divide en L subproblemas
de tamafio n/b, con L>1y b > 2.

o Ttrivial(n) S e(]-) (nO 2 1)
o Tdividir(n7 L) + Tcombinar(”a L) S @(nk)v con k Z 0

Tam(n) = 1 n < ng
dyv - LTdyv (g) + nk n > ng

@ LJRF & AVF Técnicas de disefio de algoritmos — Divide y Venceras
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Divide y Venceras: complejidad temporal (2/6)

o

Vamos a resolver la recurrencia para n € {bno, b?ng, b3no, . . 3
Hipétesis: T(n) continua y mondtona no decreciente

o

Cambio de variable:

[¢]

n=bn < i=log,(n/no)
0 Nos queda la siguiente expresion:
t(/) T(b'no)
LT(b " no) + (bino)k
= Lt(i—1)+ ngb™

o

Y la recurrencia queda: ;
t(i) — Lt(i — 1) = nk (bk>
O La solucién general es:
iy { at+a ) Lz
a (b)) + i (b¥)' L=b*

26/41
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Divide y Venceras: complejidad temporal (3/6)

o Invirtiendo el cambio nos queda:

n logy, L n k
T(n)=a <*> + (;) = C o8t + Gon*
0

no
nde: _ logy, L
donde G = a/n
k
C2 = C2/n0

o Sustituyendo en la recurrencia original se obtiene:

n* = T(n)—LT(n/b)

—  Cn®t 4 Gn - L (Cl (g)logbL+ G (%)k>

L
(1 — ﬁ) Cznk

o Ydeah: = (1- %)
27/41
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Divide y Venceras: complejidad temporal (4/6)

0 Se pueden sacar conclusiones sobre el orden de magnitud de T(n)
independientemente del valor de G

O La solucién general es:

-1
T(n) = Gn'&st (1 - b—Lk> n*
o L< bk
o (l—b—"k)_1>0yk>logbL
O Por tanto: T(n) € ©(nk) Vn € {bng, b?ng, b3no, ...}

O T(n) continua y monétona no decreciente = Vn | T(n) € ©(n¥)
o L> bk

-1
o (1—b—ﬁ) <0yk<log,lL
O (1 >0, yaquehadeser T(n) >0 Vn

o | T(n)€© (n'°gb L) |

28/41
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Divide y Venceras: complejidad temporal (5/6)

0 Recordemos que la solucién general en este caso es:
) o R\ NG LNk
t(/):q (b ) + o1 (b ) =C (b) + o1 (b)

O Invirtiendo el cambio nos queda:

K K
T(n)=a <£> +o (£> log,, (i) = Gin* + Gn* log, (i)
no no no no

donde Gt =ci/nfy G = co/n

O Sustituyendo en la recurrencia original:

= T(n) — ka(n/b)
_ k k n k n\k n\ k n
= Gn + Gn'log, (n—o) —-b <C1 (E) + G (E) log,, (b—no>)
= C2nk

@ LJRF & AVF Técnicas de disefio de algoritmos — Divide y Venceras
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Divide y Venceras: complejidad temporal (6/6)

L= bk
o0 De ahi obtenemos que C; =1

0 La solucién nos queda:
T(n) = Gin* + n*log, <n£> = (C1 — log,, no) n* + n* log, n
0

0 Y por tanto, independientemente del valor de C;, se tiene que:

| T(n) € ©(n* log n) |

En resumen:

o(n*) L < b
T(n) e ©(n*logn) L=b*
o(nel)y L > b

30/41
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Algoritmos de buisqueda
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Bisqueda dicotémica

o Si el vector estad ordenado, el algoritmo o La fun_uon se define _
de bisqueda mis eficiente es la bisqueda !’ecurswament?, reduciendo el
dicotémica: intervalo de busqueda a la

mitad con cada llamada
def bdicr(v,i,j,x): .
o La primera llamada es:

if i>§:
return None bdicr(v,0,len(v)~1,%)
m=(i+j)//2 o Mejor caso: 1 paso/llamada
if x<v([m]: (x estd justo en la mitad del
return bdicr(v,i,m-1,x) vector)

if x>v[m]:
return bdicr(v,m+1,j,x) © Peor caso: |logx(n)] +1
return m pasos/llamadas (x no se
encuentra en el vector)

@ LJRF & AVF Técnicas de disefio de algoritmos — Divide y Venceras
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Algoritmos Divide y Vencerds
Algoritmos de b da y ord, i6n mas efici

Algoritmos de buisqueda
Algoritmos de ordenacién

Bisqueda dicotémica

o La bdsqueda dicotémica se puede definir
también de forma iterativa (ligeramente
mas eficiente): o El coste temporal viene dado
por el nimero de veces que se

def bdici(v,x): repiten las instrucciones del

1,=O bloque while (que, en este
j=len(v) -1 .
) T caso, constituyen un paso)

while i<=j:

m=(i+j)//2 o Mejor caso: 1 iteracién

if x<v([m]: (x estd justo en la mitad del

j=m-1 vector)
elif x>v[m]:

o Peor caso: |logx(n)] +1
iteraciones (x no se encuentra
en el vector)

i=m+1
else:
return m
return None
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Recursividad
Algoritmos Divide y Vencerds
Algoritmos de b da y ord, i6n mas efici

Algoritmos de biisqueda
Algoritmos de ordenacién

Ordenacién por particién: quicksort

ﬁ3-1506927-3

particion

pivote =5 ¢ ¢

3 -1 3 0 2 9 6 7 5

quicksort
(llamadas recursivas)

3 -1 0 2 3 5 6 7 9

v

3 -1 0 2 3 5 6 7 9
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import random

def quicksort(v,izq,der):
# inicializacion
i=izq
j=der
pivote=v[random.randint (izq,der)]
# llamadas recursivas:

# ciclo principal (particion) # mismo indentado
while i<=j: # que el while i<=j
while v[i]<pivote: if izq<j:
i=i+1 quicksort (v,izq,j)
while v[jl>pivote: if i<der:
j=j-1 quicksort(v,i,der)
if i<=j:
tmp=v[i]
vIiil=v[j]
v[jl=tmp
i=i+1
j=3-1

# fin ciclo principal
34/41
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o Ejemplo:

(0,5) pivote = 0 3 1 7-1 0 5

0 1 7-1 3 5

0-1 7 1 3 5 j=1, i=2
(0,1) pivote = 0 0-1 7 1 3 5

-1 0 7 1 3 5 j=0, i=1
(2,5) pivote = 5 -1 0 7 1 3 5

-1 0 56 1 3 7 j=4, i=b
(2,4) pivote = 3 -1 0 51 3 7

-1 0 3 15 7 j=3, i=4
(2,3) pivote =1 -1 0 31 5 7

-1 01 3 5 7 j=2, i=3, FIN
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Recursividad
Algoritmos Divide y Vencerds
Algoritmos de b da y ord, i6n mas efici

Algoritmos de bisqueda
Algoritmos de ordenacién

Ordenacién por particién: quicksort

Complejidad temporal

[¢]

@)

n = der - izq + 1 (tamafio del intervalo a ordenar)

Una parte de los pasos se realizan dentro de la propia llamada:
inicializacién y ciclo principal

Al tratarse de un algoritmo recursivo, hay que contabilizar también
los pasos que se realizan dentro de las llamadas recursivas
(que pueden ser dos, una o ninguna)

t(n) = 14 tep(n) + t(k) + t(n — k) (caso general)
t(l)=1 (caso base: los tramos de tamafio 1 ya estdn ordenados)

Se puede demostrar que el niimero de incrementos/decrementos,
comparaciones e intercambios en el ciclo principal es proporcional a n:
to(n)=a-n+b € 0O(n)
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_ s e i
Algoritmos de ordenacién
Ordenacién por particion: quicksort

Complejidad temporal

o Mejor caso:
O tm(n) =n+2-tm(5)
o tp(l)=1
o Resolviendo esta recurrencia, se obtiene:

tm(n) = n+ n- logx(n)

o Peor caso:
o to(n) = n+ to(n — 1)
o (1) =1
o Resolviendo esta recurrencia, se obtiene:
1 1
tp(n) = §n2 + 50
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Rec sividad
Alg tmo Divide y V
Algoritmos de b y ord i6n mas

Algoritmos de biisqu d
Algori tmosd orden:

Ordenacién por particién: quicksort

Esquema del mejor caso
n n

/\
n/2 n2—»
/\ /\

n/4 nfg—— > n

o T

nf8 n8 n8 n8 n/8 n8 n8 n8— n

ANIVAN /\ ANIVANIVAN

—

n
111

—

i
1111

—

|
1

—

i
1111

—

|
1

—

LT
111111111

O(nlogn)
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Esquema del peor caso

Styi+tn—1=in?+3n—1

OO0

n n
N
1 n-1 n
1 n-2 n-1
n N
1 n-3——  n-2



Recursividad
Algorltmos Dlvlde y Venceras
Algoritmos de b da y ord, én mas

Algoritmos de bisqueda
Algoritmos de ordenacién

Ordenacién por particién: quicksort

Esquema de un caso muy desequilibrado (n — n/10, 9n/10)

M oo - n
n/10 N0 - - n
log ! n/100 9n/100 9n/100 81n100-------—----—---—-- - n
log,,n
* /
1 81n/1000 729n/1000 ------------ - n
777777777777 - <n
\
1T - <n
T(n) < nlog 0n = nH = 10“{ wnlogyn
o - T(n) € ©(nlogn)
T(n) > nlogyn = Iﬁ:%i = T, mrz logy n
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Recursividad
Algoritmos Divide y Vencerds
Algoritmos de b da y ord, i6n mas efici

Algoritmos de bisqueda
Algoritmos de ordenacién

Ordenacién por particién: quicksort

o En resumen, tras analizar los casos mejor y peor, se verifica:
2
n - logx(n) < tgs(n) < n

0 No obstante, el coste cuadratico se da sélo en un caso muy extremo.
Hemos visto que incluso con particiones muy desequilibradas
(n — n/10, 9n/10) el ndmero de pasos es del orden de n - log,(n).

o Caso amortizado: considera todas las posibles particiones y hace un
promedio del nimero de pasos:

n—1

bln) = n o+ o S (6(K) + t(n - k)

k=1

o Se puede demostrar (por induccién) que: t,(n) < A-n-log(n) + B

o Asi pues, también en un caso realista que promedia todas las posibles
particiones el quicksort implica del orden de n - log,(n) pasos.
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