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▼❆❚▲❆❇✐ ❜✉r✉③❦♦ ♦✐♥❛rr✐③❦♦ ♥♦③✐♦❛❦

❑❛♣✐t✉❧✉ ❤♦♥❡t❛♥ ✐❦✉s✐❦♦ ❞✉❣✉ ▼❆❚▲❆❇ ♣❛❦❡t❡❛ ♣r♦❣r❛♠❛ ♠❛t❡♠❛t✐❦♦❡♥ ♠✉❧t③♦ ❜❛t
❞❡❧❛ ❡t❛ ♠❛tr✐③❡❡♥ ❡r❛❜✐❧❡r❛♥ ♦✐♥❛rr✐t③❡♥ ❞❡❧❛✳ ▼❆❚▲❆❇ ✐③❡♥❛❦ ▼❆❚r✐① ▲❆❇♦r❛t♦r② ❡s❛♥
♥❛❤✐ ❞✉✱ ③❡r❡♥ ❜❡r❡ ♦✐♥❛rr✐③❦♦ ❞❛t✉✲❣❛✐❛ ♠❛tr✐③❡ ❜❛t ❜❛✐t❛✳ ▼❆❚▲❆❇ ❦❛❧❦✉❧✉ t❡❦♥✐❦♦r❛❦♦
❧❡♥❣♦❛✐❛ ❛❤❛❧ts✉❛ ❞❛✱ ❡t❛ ♦s♦ ❡r❛❜✐❧✐❛ ❞❛ ✉♥✐❜❡rts✐t❛t❡❡t❛♥✱ ▼❛t❡♠❛t✐❦❛✱ ❩✐❡♥t③✐❛ ❡t❛ ■♥❣❡✲
♥✐❛r✐t③❛ ✐❦❛s❦❡t❡t❛♥✳ P❛❦❡t❡ ❤♦rr❡❦ ③❡♥❜❛❦✐③❦♦ ♣r♦❣r❛♠❡♥ ❡t❛ ♠❛rr❛③❦❡t❛ ❜✐❞✐♠❡♥ts✐♦♥❛❧❛
❡t❛ tr✐❞✐♠❡♥ts✐♦♥❛❧❛ ❡❣✐t❡❦♦ ♣r♦❣r❛♠❛ ❣r❛✜❦♦❡♥ ❜✐❧❞✉♠❛ ③❛❜❛❧ ❜❛t ❞❛✉❦❛✳ ●❛✐♥❡r❛✱ ❣♦✐✲
♠❛✐❧❛❦♦ ❧❡♥❣♦❛✐❛ ❡r❛❜✐❧✐③✱ ♣r♦❣r❛♠❛ ❣❡❤✐❣❛rr✐❛❦ ✐❞❛③t❡❛ ♦♥❛rt③❡♥ ❞✉✳

▼❆❚▲❆❇ ♣❛❦❡t❡❛r❡♥ ✐♥str✉❦③✐♦❛❦ ✐❞❛③t❡❦♦ ♠❛❦✐♥❛r❡♥ ❧❡tr❛③ ✐❞❛t③✐❦♦ ❞✐r❛✳ ❆❞✐❜✐❞❡❡✲
t❛♥ ✐❦✉s✐❦♦ ❞✉❣✉ ▼❆❚▲❆❇❡❦♦ ❧❛♥✲❧❡✐❤♦ ❜❛t❡❦ ✭✐♥❣❡❧❡s❡③✿ ❝♦♠♠❛♥❞ ✇✐♥❞♦✇✮ ❡r❛❦✉st❡♥ ❞✐✲
❣✉♥❛✳ ❍♦♥❡❧❛❦♦ >> ✐❦✉r ❜❛t❡♥ ❥❛rr❛✐❛♥ ❛❣❡rt③❡♥ ❞❛ s❛rt✉t❛❦♦ ❞❛t✉❛ ❡❞♦ ✐♥str✉❦③✐♦❛✳ ◆❛❤✐
❞✉❣✉♥❛ ✐❞❛t③✐ ❡t❛ ❣❡r♦✱ ✏s❛rt✉✑ t❡❦❧❛ s❛❦❛t✉ ❜❡❤❛r ❞✉❣✉❀ ♦r❞✉❛♥✱ ♦r❞❡♥❛❣❛✐❧✉❛❦ ❡r❛❣✐❦❡t❛
❡❣✐♥❣♦ ❞✉ ❡t❛ ❡♠❛✐t③❛ ❡r❛❦✉ts✐❦♦ ❞✉ ❤♦♥❡❧❛✿ ❛♥s ❂✳ Pr♦❣r❛♠❛r❡❦✐♥ ❡r❛❜✐❧t③❡❦♦ ❣✐❞❛❦ ❡t❛
❡rr❡❢❡r❡♥t③✐❛❦♦ ❣✐❞❛❦ ❞❛t♦③❀ ❡t❛ ❧❛❣✉♥t③❛❦♦ ❧❡✐❤♦❛♥ ❡r❡ ❛✉r❦✐ ❞❛✐t❡③❦❡ ✐♥str✉❦③✐♦❡✐ ❜✉r✉③❦♦
❡t❛ ❤❛✐❡♥ ❛✉❦❡r❡✐ ❜✉r✉③❦♦ ✐♥❢♦r♠❛③✐♦ ❣❡❤✐❛❣♦ ❡t❛ ❛❞✐❜✐❞❡❛❦✳

✷✳✶✳ ❊r❛❣✐❦❡t❛ ❛r✐t♠❡t✐❦♦❛❦

✰ ❇❛t✉❦❡t❛
✕ ❑❡♥❦❡t❛
∗ ❇✐❞❡r❦❡t❛
✴ ❊s❦✉✐♥❡❦♦ ③❛t✐❦❡t❛
\ ❊③❦❡rr❡❦♦ ③❛t✐❦❡t❛
❫ ❇❡rr❡❦❡t❛
♣✐✱ ❡✱ ✐ ❑♦♥st❛♥t❡❛❦
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✷✳✶✳ ❛❞✐❜✐❞❡❛✳

❃❃✭✷✰✸✯♣✐✮✴✷

❛♥s ❂

✺✳✼✶✷✹

✷✳✷✳ Pr♦❣r❛♠❛r✐ ❣❡❤✐t✉t❛❦♦ ❢✉♥t③✐♦❛❦

❏❛rr❛✐❛♥✱ ▼❆❚▲❆❇ ♣❛❦❡t❡❦♦ ❢✉♥t③✐♦ ❡r❛❜✐❧❣❛rr✐ ❜❛t③✉❡♥ ③❡rr❡♥❞❛ ❧❛❜✉r ❜❛t ❡s❦❛✐♥t③❡♥ ❞❛✿

abs(#) cos(#) exp(#) log(#) log10(#) cosh(#) sum(#) length(#)
sin(#) tan(#) sqrt(#) acos(#) tanh(#) floor(#) ceil(#) round(#)

Pr♦❣r❛♠❛❦ ❜❡r❛❦ ❢✉♥t③✐♦ ❡r❛❜✐❧❣❛rr✐❡✐ ❜✉r✉③❦♦ ✐♥❢♦r♠❛③✐♦❛ ❡s❦❛✐♥t③❡♥ ❞✉✳ ❋✉♥t③✐♦ ❤♦r✐❡♥
③❡rr❡♥❞❛ ✐③❛t❡❦♦✱ ✐❞❛t③✐ ✏❤❡❧♣ ❡❧❢✉♥✑✳ ❍♦♥❛❦♦ ❛❞✐❜✐❞❡ ❤♦♥❡❦ ❛r❣✐t③❡♥ ❞✉ ♥♦❧❛ ❡r❛❜✐❧t③❡♥
❡t❛ ♥♦❧❛ ❦♦♥❜✐♥❛t③❡♥ ❞✐r❡♥ ❡r❛❣✐❦❡t❛ ❛r✐t♠❡t✐❦♦❛❦ ❡t❛ ❢✉♥t③✐♦❛❦✳

✷✳✷✳ ❛❞✐❜✐❞❡❛✳

❃❃✸✯❝♦s✭sqrt✭✹✳✼✮✮

❛♥s❂

✲✶✳✻✽✻✽

◆♦r♠❛❧❡❛♥✱ ❡♠❛✐t③❛♥ ❜♦st ③✐❢r❛ ❤❛♠❛rt❛r ❡s❛♥❣❛rr✐ ❡r❛❦✉st❡♥ ❞✐r❛❀ ❢♦r♠❛t ❧♦♥❣ ✐♥s✲
tr✉❦③✐♦❛r✐ ❡s❦❡r✱ ❤❛♠❛❜♦st ③✐❢r❛ ❤❛♠❛rt❛r ❡s❛♥❣❛rr✐ ❛rt❡ ❧♦r ❞✐t③❛❦❡❣✉✳

✷✳✸✳ ❛❞✐❜✐❞❡❛✳

❃❃ ❢♦r♠❛t ❧♦♥❣

❃❃ ✸✯❝♦s✭sqrt✭✹✳✼✮✮

❛♥s❂
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✻



✷✳✸✳ ❊s❧❡✐♣❡♥✲✐♥str✉❦③✐♦❛❦ ✭❖❈❲✲✷✵✶✹ ♣r♦✐❡❦t✉❛✮ ✼

❏❛rr❛✐❛♥✱ ❢♦r♠❛t✉✲✐♥str✉❦③✐♦❡❦✐♥ ❛❣❡rt③❡♥ ❞❛ t❛✉❧❛ ❜❛t✳ ❍❛✐❡❦ ❢♦r♠❛t ♠♦t❛ s✐♥t❛①✐❛r❡❦✐♥
✐❞❛③t❡♥ ❞✐r❛✳

▼♦t❛ ❊♠❛✐t③❛ ❆❞✐❜✐❞❡❛
s❤♦rt ❑♦♠❛ ✜♥❦♦❛ ✺ ❞✐❣✐t✉r❡❦✐♥ ✸✳✶✹✶✻
❧♦♥❣ ❑♦♠❛ ✜♥❦♦❛ ✶✺ ❞✐❣✐t✉r❡❦✐♥ ✸✳✶✹✶✺✾✷✻✺✸✺✽✾✼✾
s❤♦rt ❡ ❑♦♠❛ ♠✉❣✐❦♦rr❛r❡♥ ❢♦r♠❛t✉❛♥ ✺ ❞✐❣✐t✉r❡❦✐♥ ✸✳✶✹✶✻❡✰✵✵✵
❧♦♥❣ ❡ ❑♦♠❛ ♠✉❣✐❦♦rr❛r❡♥ ❢♦r♠❛t✉❛♥ ✶✺ ❞✐❣✐t✉r❡❦✐♥ ✸✳✶✹✶✺✾✷✻✺✸✺✽✾✼✾❡✰✵✵✵

✷✳✸✳ ❊s❧❡✐♣❡♥✲✐♥str✉❦③✐♦❛❦

❇❡r❞✐♥t③❛ ✐❦✉rr❛r❡♥ ❜✐❞❡③✱ ❛❞✐❡r❛③♣❡♥ ❜❛t❡♥ ❦❛❧❦✉❧✉❛r❡♥ ❡♠❛✐t③❛r✐ ✐③❡♥ ❜❛t ❡s❧❡✐ ❞✐❡③❛✐♦❦❡❣✉✳

✷✳✹✳ ❛❞✐❜✐❞❡❛✳

❃❃❛❂✸✲❢❧♦♦r✭❡①♣✭✷✳✾✮✮

❛❂

✲✶✺

❆❞✐❡r❛③♣❡♥ ❜❛t❡♥ ❜✉❦❛❡r❛♥ ♣✉♥t✉ ❡t❛ ❦♦♠❛ ✐❞❛③t❡♥ ❞✉❣✉♥❡❛♥✱ ❦♦♥♣✉t❛❣❛✐❧✉❛❦ ❞❛❣♦③❦✐♦♥
❡r❛❣✐❦❡t❛❦ ❡❣✐t❡♥ ❞✐t✉ ❡t❛ ❜❡r❡ ❡♠❛✐t③❛ ❣♦r❞❡t③❡♥ ❞✉ ❣✉❦ ❡s❧❡✐t✉t❛❦♦ ✐③❡♥♣❡❛♥✳ ❍✉rr❡♥❣♦
❛❞✐❜✐❞❡❛♥✱ ❡③ ❞❛ ❡r❛❦✉st❡♥ ❜✲r❡♥ ❜❛❧✐♦❛✳

✷✳✺✳ ❛❞✐❜✐❞❡❛✳

❃❃❜❂s✐♥✭❛✮❀

❃❃✷✯❜❫✷

❛♥s❂

✵✳✽✹✺✼

✷✳✹✳ ▼❛tr✐③❡❛❦

▼❆❚▲❆❇ ♣❛❦❡t❡❛♥✱ ❛❧❞❛❣❛✐ ❣✉③t✐❛❦ ♠❛tr✐③❡❛❦ ❞✐r❛✳ ▼❛tr✐③❡❛❦ ③✉③❡♥ s❛rt③❡♥ ❞✐r❛✳
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✽ ❊✳ ▼✐❥❛♥❣♦s ✭❖❈❲✲✷✵✶✹ ♣r♦✐❡❦t✉❛✮

✷✳✻✳ ❛❞✐❜✐❞❡❛✳

❃❃❆❂❬✶ ✷ ✸❀✹ ✺ ✻❀✼ ✽ ✾❪

❆❂

✶ ✷ ✸

✹ ✺ ✻

✼ ✽ ✾

✏❀✑ ✐❦✉rr❛❦ ♠❛tr✐③❡❦♦ ❧❡rr♦❛❦ ❜❡r❡✐③t❡♥ ❞✐t✉✱ ❡t❛ ❧❡rr♦ ❜❛t❡❦♦ ❣❛✐❛❦ ❤✉ts✉♥❡✲❡s♣❛③✐♦ ❜❛t❡♥
❜✐❞❡③ ✭❡❞♦ ❦♦♠❛ ❜❛t❡③✮ ❜❡r❡✐③✐ ❜❡❤❛r ❞✐t✉❣✉✳ ▼❛tr✐③❡❛❦ ❧❡rr♦③ ❧❡rr♦ ❡r❡ s❛r ❞✐t③❛❦❡❣✉✳

✷✳✼✳ ❛❞✐❜✐❞❡❛✳

❃❃❆❂❬✶ ✷ ✸

✹ ✺ ✻

✼ ✽ ✾❪

❆ ❂

✶ ✷ ✸

✹ ✺ ✻

✼ ✽ ✾

●❡❤✐t✉t❛❦♦ ❢✉♥t③✐♦ ❜❛t③✉❦ ❡r❛❜✐❧✐③✱ ♠❛tr✐③❡ ❜❡r❡③✐ ❜❛t③✉❦ s♦r ❞✐t③❛❦❡❣✉✳

✷✳✽✳ ❛❞✐❜✐❞❡❛✳

❃❃❩❂③❡r♦s✭✸✱✺✮❀ ✭③❡r♦③❦♦ ✸ ① ✺ ❞✐♠❡♥ts✐♦❦♦ ♠❛tr✐③❡ ❜❛t s♦rt③❡♥ ❞✉✮

❃❃❳❂♦♥❡s✭✸✱✺✮❀ ✭❜❛t❡③❦♦ ✸ ① ✺ ❞✐♠❡♥ts✐♦❦♦ ♠❛tr✐③❡ ❜❛t s♦rt③❡♥ ❞✉✮

❃❃❨❂✵✿✵✳✺✿✷ ✭✶ ① ✺ ❞✐♠❡♥ts✐♦❦♦ ♠❛tr✐③❡ ❤❛✉ s♦rt③❡♥ ❞✉✿✮

❨❂

✵ ✵✳✺✵✵✵ ✶✳✵✵✵✵ ✶✳✺✵✵✵ ✷✳✵✵✵✵

❃❃s✐♥✭❨✮ ✭❨ ♠❛tr✐③❡❦♦ ❣❛✐ ❜❛❦♦✐t③❛r❡♥ s✐♥✉❛ ❤❛rt✉③✱ ✶ ① ✺

❞✐♠❡♥ts✐♦❦♦ ♠❛tr✐③❡ ❤❛✉ s♦rt③❡♥ ❞✉✿✮

❛♥s❂

✶✳✵✵✵✵ ✵✳✽✼✼✻ ✵✳✺✹✵✸ ✵✳✵✼✵✼ ✲✵✳✹✶✻✶

✽



✷✳✹✳ ▼❛tr✐③❡❛❦ ✭❖❈❲✲✷✵✶✹ ♣r♦✐❡❦t✉❛✮ ✾

❧✐♥s♣❛❝❡✭❛✱❜✱♥✮ ✐♥str✉❦③✐♦❛❦ a ❡t❛ b ♣✉♥t✉❡♥ ❛rt❡❛♥ t❛rt❡ ❜❡r❛❦ ❜❡r❡✐③✐t❛❦♦ n ♣✉♥t✉
s♦rt③❡♥ ❞✐t✉✱ ♠✉t✉rr❛❦ s❛rt✉t❛✳ ❆✉rr❡❦♦ ❛❞✐❜✐❞❡❦♦ ❨ ❜❡❦t♦r❡ ❜❡r❞✐♥❛ ❡♠❛t❡♥ ❞✉✱ ❤❛✉ ✐❞❛③t❡♥
❜❛❞✉❣✉✿

✔ ❧✐♥s♣❛❝❡✭✵✱✷✱✺✮

❊③ ❜❛❞✉❣✉ ❥❛rt③❡♥ ♥✱ ✐♥str✉❦③✐♦❛❦ ✶✵✵ ♣✉♥t✉ s♦rt✉❦♦ ❞✐t✉ ❛✉t♦♠❛t✐❦♦❦✐✳

❧♦❣s♣❛❝❡✭❛✱❜✱♥✮ ✐♥str✉❦③✐♦❛❦ ❧✐♥s♣❛❝❡✭✶✵a✱✶✵b✱♥✮ ✐♥str✉❦③✐♦❛r❡♥ ❜❡r❞✐♥❛ ❡♠❛t❡♥ ❞✉✳

❊③ ❜❛❞✉❣✉ ❥❛rt③❡♥ ♥✱ ✐♥str✉❦③✐♦❛❦ ✺✵ ♣✉♥t✉ s♦rt✉❦♦ ❞✐t✉ ❛✉t♦♠❛t✐❦♦❦✐✳

▼❛tr✐③❡ ❜❛t❡❦♦ ❣❛✐❡❦✐♥ ❤❛✐♥❜❛t ❡r❛t❛r❛ ❥♦❦❛ ❞❡③❛❦❡❣✉✳

✷✳✾✳ ❛❞✐❜✐❞❡❛✳

❃❃❆✭✷✱✸✮ ✭❆✲r❡♥ ✭✷✱✸✮ ❧❡❦✉❦♦ ❣❛✐❛ ❛✉❦❡r❛t③❡♥ ❞✉✮

❛♥s❂

✻

❃❃❆✭✶✿✷✱✷✿✸✮ ✭❆✲r❡♥ ❛③♣✐♠❛tr✐③❡ ❜❛t ❛✉❦❡r❛t③❡♥ ❞✉✮

❛♥s❂

✷ ✸

✺ ✻

❃❃❆✭❬✶ ✸❪✱❬✶ ✸❪✮ ✭❜❡st❡ ❡r❛ ❜❛t ❆✲r❡♥ ❛③♣✐♠❛tr✐③❡ ❜❛t ❛✉❦❡r❛t③❡❦♦✮

❛♥s❂

✶ ✸

✼ ✾

❃❃❆✭✷✱✷✮❂t❛♥✭✼✳✽✮❀ ✭❜❡st❡ ❜❛❧✐♦ ❜❛t ❡s❧❡✐t③❡♥ ❞✐♦ ❆✲r❡♥ ✭✷✱✷✮ ❧❡❦✉❛♥

❞❛❣♦❡♥ ❣❛✐❛r✐✮

❃❃❆✭✷✱✿✮

❛♥s❂

✹ ✺ ✻

❃❃❆✭✿✱✸✮

❛♥s❂

✸

✻

✾

▲❛❣✉♥t③❛r❡♥ ❧❡✐❤♦❛❦ ❜❡st❡ ❢✉♥t③✐♦ ♠❛tr✐③✐❛❧❡✐ ❜✉r✉③❦♦ ✐♥❢♦r♠❛③✐♦❛ ❡s❦❛✐♥t③❡♥ ❞✐❣✉✳

✾
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✕ ❑❡♥❦❡t❛
✴ ❊s❦✉✐♥❡❦♦ ③❛t✐❦❡t❛
\ ❊③❦❡rr❡❦♦ ③❛t✐❦❡t❛
∗ ❇✐❞❡r❦❡t❛
❫ ❇❡rr❡❦❡t❛
✬ ■r❛✉❧✐ ❦♦♥❥♦❦❛t✉❛

✷✳✶✵✳ ❛❞✐❜✐❞❡❛✳
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✶ ✸

✷ ✹
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✶✸✵✽✵ ✷✾✺✻✽
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❆③❦❡♥ ❤♦r✐ 3(BC)3 ❞❛✳

✷✳✶✶✳ ❛❞✐❜✐❞❡❛✳

❃❃❛❂❬✶ ✷ ✸❪❀

❃❃❜❂❬✷❀✹❀✻❪❀

❃❃❛✯❜

❛♥s❂

✷✽

❃❃❜✯❛

❛♥s❂

✷ ✹ ✻

✹ ✽ ✶✷

✻ ✶✷ ✶✽

❃❃❛✯❆

❛♥s❂
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✷✳✻✳ ●❛✐❡③ ❣❛✐ ❡❣✐t❡♥ ❞✐r❡♥ ❡r❛❣✐❦❡t❛❦ ✭❖❈❲✲✷✵✶✹ ♣r♦✐❡❦t✉❛✮ ✶✶

✸✵ ✸✻ ✹✷

❃❃❝❂❬✹ ✺ ✻❪✬❀

❃❃❆✯❝

❛♥s❂

✸✷

✼✼

✶✷✷

❃❃❆✯❛

❄❄❄ ❊rr♦r ✉s✐♥❣ ❂❂❃ ♠t✐♠❡s

■♥♥❡r ♠❛tr✐① ❞✐♠❡♥s✐♦♥s ♠✉st ❛❣r❡❡✳

❃❃❆✴♣✐

❛♥s❂

✵✳✸✶✽✸ ✵✳✻✸✻✻ ✵✳✾✺✹✾

✶✳✷✼✸✷ ✶✳✺✾✶✺ ✶✳✾✵✾✾

✷✳✷✷✽✷ ✷✳✺✹✻✺ ✷✳✽✻✹✽

❃❃✷❭❬✶ ✷❀✸ ✹❪

❛♥s❂

✵✳✺ ✶

✶✳✺ ✷

❆\❇ ✐❞❛③t❡♥ ❜❛❞✉❣✉✱ A−1B ❡♠❛♥❣♦ ❞✐❣✉✱ ❡t❛ ❇✴❆ ✐❞❛t③✐③ ❣❡r♦✱ BA−1✳ ❖♥❞♦r✐♦③✱ ✹\✶✲❡❦
❡t❛ ✶✴✹✲❡❦ ❡♠❛✐t③❛ ❜❡r❛ ❞✉t❡✿ ✵✳✷✺✳

❩❡r ❡♠❛♥❣♦ ❞✉ ▼❆❚▲❆❇❡❦ ✷✴❬✶ ✷❀✸ ✹❪ ✐❞❛③t❡♥ ❜❛❞✉❣✉❄

✷✳✻✳ ●❛✐❡③ ❣❛✐ ❡❣✐t❡♥ ❞✐r❡♥ ❡r❛❣✐❦❡t❛❦

▼❆❚▲❆❇ ♣❛❦❡t❡❛r❡♥ ❡③❛✉❣❛rr✐ ❡r❛❜✐❧❣❛rr✐❡♥❡t❛r✐❦♦ ❜❛t ❞❛ ♠❛tr✐③❡ ❜❛t❡③ ❣❛✐❡③ ❣❛✐ ❡r❛❣✐t❡♥
❞✉t❡♥ ❢✉♥t③✐♦ ❦♦♣✉r✉ ❤❛♥❞✐ ❜❛t ❞❛✉❦❛❧❛✳ ❆✉rr❡❦♦ ❛❞✐❜✐❞❡ ❜❛t❡❛♥ ✐❦✉s✐ ❞✉❣✉ 1 × 5 ♠❛✲
tr✐③❡ ❜❛t❡♥ ❣❛✐ ❜❛❦♦✐t③❡❦♦ s✐♥✉❛ ❦❛❧❦✉❧❛t③❡♥ ❞✉❡❧❛✳ ❇❛t✉❦❡t❛✱ ❦❡♥❦❡t❛ ❡t❛ ❡s❦❛❧❛r ❜❛t❡❦♦
❜✐❞❡r❦❡t❛ ❡r❛❣✐❦❡t❛ ♠❛tr✐③✐❛❧❛❦ ❣❛✐❡③ ❣❛✐ ❡❣✐t❡♥ ❞✐r❛❀ ❛❧❞✐③✱ ❤♦r✐ ❡③ ❞❛ ❣❡rt❛t③❡♥ ❜✐❞❡r❦❡t❛✱
③❛t✐❦❡t❛ ❡t❛ ❜❡rr❡❦❡t❛ ❡r❛❣✐❦❡t❛ ♠❛tr✐③✐❛❧❡❦✐♥✳ ❆③❦❡♥ ❤✐r✉ ❡r❛❣✐❦❡t❛❦ ❣❛✐❡③ ❣❛✐ ❡❣✐♥ ❞✐t③❛✲
❦❡❣✉ ❡r❛❣✐❦❡t❛r❡♥ ❛✉rr❡❛♥ ♣✉♥t✉ ❜❛t ✐❞❛③t❡♥ ❜❛❞✉❣✉✱ ❤❛✉ ❞❛✿ ✳∗✱ ✳✴✱ ✳\ ❡t❛ ✳❫✳ ❖s♦
❣❛rr❛♥t③✐ts✉❛ ❞❛ ❥❛❦✐t❡❛ ♥♦❧❛ ❡t❛ ♥♦✐③ ❡r❛❜✐❧✐ ❜❡❤❛r ❞✐t✉❣✉♥ ❡r❛❣✐❦❡t❛ ❤♦r✐❡❦✱ ③❡r❡♥ ❣❛✐❡③
❣❛✐❦♦ ❡r❛❣✐❦❡t❛❦ ♦s♦ ❣❛rr❛♥t③✐ts✉❛❦ ❜❛✐t✐r❛ ③❡♥❜❛❦✐③❦♦ ♣r♦❣r❛♠❛❦ ❡t❛ ❣r❛✜❦♦ ♣r♦❣r❛♠❛❦
▼❆❚▲❆❇ ♣❛❦❡t❡❛r❡❦✐♥ ❡r❛❣✐♥❦♦r❦✐ ❞✐s❡✐♥❛t③❡❦♦ ❡t❛ ✐♥♣❧❡♠❡♥t❛t③❡❦♦ ♦r❞✉❛♥✳

✷✳✶✷✳ ❛❞✐❜✐❞❡❛✳

❃❃❆❂❬✶ ✷❀✸ ✹❪❀

✶✶
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■❦✉s ✷✳✷✳ ❛t❛❧❡❛♥ ▼❆❚▲❆❇❡❦♦ ♦✐♥❛rr✐③❦♦ ❢✉♥t③✐♦❛❦✳ ❋✉♥t③✐♦ ❤♦r✐❡t❛❦♦ ♣r♦♣✐❡t❛t❡ ❣❛rr❛♥t③✐✲
ts✉ ❜❛t ❞❛ ❤❛✐❡t❛❦♦ ❣❡❤✐❡♥❡❦ ❜❡❦t♦r❡❡♥ ❡t❛ ♠❛tr✐③❡❡♥ ❣❛✐♥❡❛♥ ❡r❛❣✐t❡♥ ❞✉t❡❧❛✱ ❛✉rr❡❦♦ ♣✉♥✲
t✉❛ ❥❛rr✐ ❣❛❜❡✳
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❛♥s❂

✶ ✶

✷ ✷

❃❃❝❡✐❧✭❇✮ ✭❇✲r❡♥ ❣❛✐❛❦ ❣♦✐❦♦ ③❡♥❜❛❦✐ ♦s♦ ❤✉r❜✐❧❡♥❡r❛ ❜✐r✐❜✐❧t③❡♥ ❞✐t✉✮

✶✷



✷✳✼✳ ●r❛✜❦♦❛❦ ✭❖❈❲✲✷✵✶✹ ♣r♦✐❡❦t✉❛✮ ✶✸

❛♥s ❂

✶ ✷

✷ ✷

❃❃❢❧♦♦r✭❇✮ ✭❇✲r❡♥ ❣❛✐❛❦ ❜❡❤❡❦♦ ③❡♥❜❛❦✐ ♦s♦ ❤✉r❜✐❧❡♥❡r❛ ❜✐r✐❜✐❧t③❡♥ ❞✐t✉✮

❛♥s❂

✶ ✶

✶ ✷

❃❃❋❂❬✸ ✺ ✹ ✻ ✶❪❀

❃❃s✉♠✭❋✮

❛♥s ❂

✶✾

❃❃♠✐♥✭❋✮✱♠❛①✭❋✮✱♠❡❛♥✭❋✮✱♣r♦❞✭❋✮✱s♦rt✭❋✮

❛♥s ❂

✶

❛♥s ❂

✻

❛♥s ❂

✸✳✽✵✵✵

❛♥s ❂

✸✻✵

❛♥s ❂

✶ ✸ ✹ ✺ ✻

✷✳✼✳ ●r❛✜❦♦❛❦

▼❆❚▲❆❇ ♣❛❦❡t❡❛❦ ❦✉r❜❡♥ ❡t❛ ❣❛✐♥❛③❛❧❡♥ ♠❛rr❛③❦❡t❛ ❜✐❞✐♠❡♥ts✐♦♥❛❧❛❦ ❡t❛ tr✐❞✐♠❡♥ts✐♦✲
♥❛❧❛❦ ❡❣✐♥ ❞✐t③❛❦❡✳ ▲❛❣✉♥t③❛✲♣❛❦❡t❡❛♥ ❦♦♥ts✉❧t❛ ❞❛✐t❡③❦❡ ✐♥str✉❦③✐♦✲❣r❛✜❦♦❡♥ ❛✉❦❡r❛ ❡t❛
❛❧❞❡r❞✐ ❣❡❤✐❣❛rr✐❛❦✳

♣❧♦t ✐♥str✉❦③✐♦❛③ ❦✉r❜❛ ❧❛✉❡♥ ❣r❛✜❦♦❛❦ s♦r ❞❛✐t❡③❦❡✳ ❆❞✐❜✐❞❡ ❤♦♥❡t❛♥✱ [0, π] t❛rt❡❦♦
y = cos(x) ❡t❛ y = cos2(x) ❢✉♥t③✐♦❡♥ ❣r❛✜❦♦❛❦ ❧♦r ❞✐t③❛❦❡❣✉✳

✷✳✶✹✳ ❛❞✐❜✐❞❡❛✳

❃❃①❂✵✿✵✳✶✿♣✐❀

❃❃②❂❝♦s✭①✮❀

❃❃③❂❝♦s✭①✮✳❫✷❀

❃❃♣❧♦t✭①✱②✱①✱③✱✬♦✬✮

✶✸



✶✹ ❊✳ ▼✐❥❛♥❣♦s ✭❖❈❲✲✷✵✶✹ ♣r♦✐❡❦t✉❛✮

▲❡❤❡♥❡♥❣♦ ❧❡rr♦❛♥ ③❡❤❛③t❡♥ ❞✐r❛ ❡r❡♠✉❛ ❡t❛ ✵✳✶ ✉rr❛ts❡❦♦ t❛♠❛✐♥❛✳ ❍✉rr❡♥❣♦ ❜✐ ❧❡rr♦❡t❛♥
❢✉♥t③✐♦❛❦ ❞❡✜♥✐t③❡♥ ❞✐r❛✳ ❖❤❛rt✉ ❧❡❤❡♥❡♥❣♦ ❤✐r✉ ❧❡rr♦❛❦ ♣✉♥t✉ ❡t❛ ❦♦♠❛ ❜❛t❡③ ❜✉❦❛t③❡♥
❞✐r❡❧❛❀ ♣✉♥t✉ ❡t❛ ❦♦♠❛ ❤♦r✐ ❡r❛❜✐❧t③❡♥ ❞❛ ❡③ ❛❣❡rt③❡❦♦ ♣❛♥t❛✐❧❛♥ ①✱ ② ❡t❛ ③♠❛tr✐③❡ ❜❛❦♦✐t③❡❦♦
✸✷ ❣❛✐❛❦✳ ▲❛✉❣❛rr❡♥ ❧❡rr♦❛❦ ❣r❛✜❦♦❛❦ ❡♠❛t❡♥ ❞✉❡♥ ♠❛rr❛③❦❡t❛✲✐♥str✉❦③✐♦❛ ❞❛✉❦❛✳ ▲❡❤❡♥❡♥❣♦
❜✐ ❣❛✐❡❦✱ ① ❡t❛ ②✱ y = cos(x) ❢✉♥t③✐♦❛ ♠❛rr❛③t❡♥ ❞✉t❡✳ ❍✐r✉❣❛rr❡♥ ❡t❛ ❧❛✉❣❛rr❡♥ ❣❛✐❡❦✱ ①
❡t❛ ③✱ z = cos2(x) ❢✉♥t③✐♦❛ ♠❛rr❛③t❡♥ ❞✉t❡✳ ❆③❦❡♥ ❣❛✐❛❦✱ ✬♦✬✱ ❜❡❤❛rt③❡♥ ❞✉ ♠❛rr❛③t❡r❛ ✬♦✬
♣✉♥t✉ ❤❛✉❡t❛♥✿ (xk, zk)✱ ♥♦♥ zk = cos2(xk)✳

❍✐r✉❣❛rr❡♥ ❧❡rr♦❛♥ ✏✳❫✑ ❣❛✐❡③ ❣❛✐❦♦ ❡r❛❣✐❦❡t❛✲❛❞✐❡r❛③❧❡❛ ❡r❛❜✐❧t③❡❛ ♦✐♥❛rr✐③❦♦❛ ❞❛❀ ✐③❛♥
❡r❡✱ ❧❡❤❡♥✐❦ ❣❛✐ ❜❛❦♦✐t③❛r❡♥ ❦♦s✐♥✉❛ ❦❛❧❦✉❧❛t③❡♥ ❞❛ ❡t❛✱ ❣❡r♦✱ ❝♦s✭①✮♠❛tr✐③❡❛r❡♥ ❣❛✐ ❜❛❦♦✐t③❛
❦❛rr❛t✉r❛ ❥❛s♦t③❡♥ ❞❛ ✳❫ ✐♥str✉❦③✐♦❛ ❡r❛❜✐❧✐③✳

❢♣❧♦t ♠❛rr❛③❦❡t❛✲✐♥str✉❦③✐♦❛ ♣❧♦t ✐♥str✉❦③✐♦r❛❦♦ ❛✉❦❡r❛ ❡r❛❜✐❧❣❛rr✐❛ ❞❛✳ ■♥str✉❦③✐♦
❤♦rr❡♥ s✐♥t❛①✐❛ ❢♣❧♦t✭✬✐③❡♥❛✬✱❬❛✱❜❪✱♥✮ ❞❛✳ ❍♦♥❡❦ ✐③❡♥❛✳♠ ❢✉♥t③✐♦❛r❡♥ ❣r❛✜❦♦❛ ❡♠❛t❡♥
❞✐❣✉✱ ❤❛r❡♥ ❜❛❧✐♦❛ ③❡❤❛③t✉③ [a, b] t❛rt❡❦♦ n ♣✉♥t✉t❛♥✳ ❊③ ❜❛❞❛ ❡♠❛t❡♥ n✲r❡♥ ❜❛❧✐♦❛✱ n = 25
❞❛✳

✷✳✶✺✳ ❛❞✐❜✐❞❡❛✳ ❍♦♥❡❦ [−2, 2] t❛rt❡❛♥ y = tanh ♠❛rr❛③t❡♥ ❞✉✿

❃❃❢♣❧♦t✭✬t❛♥❤✬✱❬✲✷✱✷❪✮

♣❧♦t ❡t❛ ♣❧♦t✸ ✐♥str✉❦③✐♦❛❦ ❡r❛❜✐❧t③❡♥ ❞✐r❛ ❦✉r❜❛ ♣❛r❛♠❡tr✐③❛t✉ ❜✐❞✐♠❡♥ts✐♦♥❛❧❛❦ ❡t❛
tr✐❞✐♠❡♥ts✐♦♥❛❧❛❦ ♠❛rr❛③t❡❦♦✳

✷✳✶✻✳ ❛❞✐❜✐❞❡❛✳ c(t) = (2 cos(t), 3 sin(t)) ❡❧✐♣s❡❛r❡♥ ♠❛rr❛③❦❡t❛✱ 0 ≤ t ≤ 2π✱ ✐♥str✉❦③✐♦
❤❛✉❡❦✐♥ ❧♦rt③❡♥ ❞❛✿

❃❃t❂✵✿✵✳✷✿✷✯♣✐❀

❃❃♣❧♦t✭✷✯❝♦s✭t✮✱✸✯s✐♥✭t✮✮

✷✳✶✼✳ ❛❞✐❜✐❞❡❛✳ c(t) = (2 cos(t), t2, 1/t) ❦✉r❜❛r❡♥ ♠❛rr❛③❦❡t❛✱ 0.1 ≤ t ≤ 4π✱ ✐♥str✉❦③✐♦
❤❛✉❡❦✐♥ ❧♦rt③❡♥ ❞❛✿

❃❃t❂✵✳✶✿✵✳✶✿✹✯♣✐❀

❃❃♣❧♦t✸✭✷✯❝♦s✭t✮✱t✳❫✷✱✶✳✴t✮

✶✹



✷✳✼✳ ●r❛✜❦♦❛❦ ✭❖❈❲✲✷✵✶✹ ♣r♦✐❡❦t✉❛✮ ✶✺

♠❡s❤❣r✐❞ ✐♥str✉❦③✐♦❛③ ♠❛rr❛③❦❡t❛ tr✐❞✐♠❡♥ts✐♦♥❛❧❛❦ ❧♦rt③❡❦♦ ❢✉♥t③✐♦❛r❡♥ ❡r❡♠✉ ❛♥❣❡❧✉✲
③✉③❡♥ ❜❛t ③❡❤❛③t✉ ❜❡❤❛r ❞✉❣✉✱ ❡t❛✱ ❣❡r♦✱ ❣r❛✜❦♦❛ ❧♦rt✉ ♠❡s❤ ❡❞♦ s✉r❢ ✐♥str✉❦③✐♦❡❦✐♥✳

✷✳✶✽✳ ❛❞✐❜✐❞❡❛✳

❃❃①❂✲♣✐✿✵✳✶✿♣✐❀

❃❃②❂①❀

❃❃❬①✱②❪❂♠❡s❤❣r✐❞✭①✱②✮❀

❃❃③❂s✐♥✭❝♦s✭①✰②✮✮❀

❃❃♠❡s❤✭③✮

❤♦❧❞ ♦♥ ✐♥str✉❦③✐♦❛❦ ❞❛t✉ ❡t❛ ♣r♦♣✐❡t❛t❡ ❣✉③t✐❡❦✐♥ ❣♦r❞❡t③❡♥ ❞✐t✉ ♠❛rr❛③❦✐❛❦ ❡t❛✱ ♦r❛✐♥✱
❜❡st❡ ✐♥str✉❦③✐♦ ❜❛t③✉❦ ❣❡❤✐ ❞❛✐t❡③❦❡✳

❤♦❧❞ ♦❢❢ ✐♥str✉❦③✐♦❛❦ ❧❡✐❤♦ ❣r❛✜❦♦ ❤♦r✐ ❜✉❦❛t③❡♥ ❞✉✳

s✉❜♣❧♦t✭♠✱♥✱♣✮ ✐♥str✉❦③✐♦❛❦ ❧❡✐❤♦ ❣r❛✜❦♦❛ ③❛t✐t③❡♥ ❞✉ ♠ × ♥ ③❛t✐t❛♥✱ ❡t❛ ♣✳ ❛③♣✐❧❡✐✲
❤♦❛ ✭❡③❦❡rr❡t✐❦ ❡s❦✉✐♥❡r❛ ❡t❛ ❣♦✐t✐❦ ❜❡❤❡r❛ ③❡♥❜❛t✉t❛✮ ❛✉❦❡r❛t③❡♥ ❞✉✱ ♦r❛✐♥❣♦ ❣r❛✜❦♦❛ ♠❛✲
rr❛③t❡❦♦✳

✷✳✶✾✳ ❛❞✐❜✐❞❡❛✳

❃❃t❂✵✿♣✐✴✺✵✿✶✵✯♣✐❀

❃❃s✉❜♣❧♦t✭✶✱✷✱✶✮❀

❃❃♣❧♦t✭s✐♥✭t✮✱❝♦s✭t✮✮❀

❃❃❛①✐s sq✉❛r❡

❃❃t✐t❧❡✭✬✭❛✮✬✮

❃❃s✉❜♣❧♦t✭✶✱✷✱✷✮❀

❃❃♣❧♦t✸✭s✐♥✭t✮✱❝♦s✭t✮✱t✮❀

❃❃t✐t❧❡✭✬✭❜✮✬✮

■r✉❞✐❛ ❣♦r❞❡ ❞❡③❛❦❡❣✉✱ ❤❛✉ ✐❞❛t③✐③✿

❃❃♣r✐♥t ✲❞♣❞❢ ✐r✉❞✐✐③❡♥❛✳♣❞❢❀

❡❞♦ ❤❛✉✿

✶✺



✶✻ ❊✳ ▼✐❥❛♥❣♦s ✭❖❈❲✲✷✵✶✹ ♣r♦✐❡❦t✉❛✮

✷✳✶✳ ✐r✉❞✐❛✳ ❩✐r❦✉❧✉ ❜✐❞✐♠❡♥ts✐♦♥❛❧ ❜❛t ❡t❛ ❤❡❧✐③❡ tr✐❞✐♠❡♥ts✐♦♥❛❧ ❜❛t✱

❜✐ ③❛t✐t❛❦♦ ✐r✉❞✐ ❜❛t❡❛♥✳

❃❃♣r✐♥t ✲❞❥♣❣ ✐r✉❞✐✐③❡♥❛✳❥♣❣❀

❇❡st❡ ❛✉❦❡r❛ ❜❛t③✉❦ ❡r❡ ❜❛❞❛✉❞❡❀ ❜❡❣✐r❛t✉ ❧❛❣✉♥t③❛✲❧❡✐❤♦❛♥✳

✷✳✽✳ ▼❆❚▲❆❇❡③ ♣r♦❣r❛♠❛t③❡♥✿ ▼✲✜t①❛t❡❣✐❛❦

✷✳✽✳✶✳ ■♥str✉❦③✐♦❡♥ ✜t①❛t❡❣✐❛❦

▼❆❚▲❆❇❡♥ ✐♥str✉❦③✐♦❡♥ s❡❣✐❞❛ ❜❛t ✜t①❛t❡❣✐ ❜❛t❡❛♥ ❣♦r❞❡t③❡♥ ❞✉❣✉♥❡❛♥✱ ❤♦rr❡❧❛❦♦ ✐♥s✲
tr✉❦③✐♦❡♥ ▼✲✜t①❛t❡❣✐ ❜❛t ❞✉❣✉✳ ❋✐t①❛t❡❣✐ ❤♦r✐❡❦ ❡r❛❜✐❧❣❛rr✐❛❦ ❞✐r❛✱ ❜❡❤✐♥ ❜❛✐♥♦ ❣❡❤✐❣♦t❛♥
❡r❛❜✐❧t③❡♥ ❜❛❞✉❣✉ ✐♥str✉❦③✐♦❡♥ s❡❣✐❞❛ ❤♦r✐✳ ❊r❛ ❤❛✉❡t❛♥ ❡❣✐❦❛r✐ ❞❛✐t❡❦❡✿

❼ ❆❣✐♥❞✉❡♥ ❧❡✐❤♦❛♥ ✜t①❛t❡❣✐❛r❡♥ ✐③❡♥❛ ✐❞❛t③✐③✳

❼ ❋✐t①❛t❡❣✐❛ ❡❞✐t❛t✉③ ❡t❛ ❡❞✐t♦r❡❛r❡♥ ❧❡✐❤♦t✐❦ ❡①❡❦✉t❛t✉③✳

✷✳✷✵✳ ❛❞✐❜✐❞❡❛✳ ●❛r❛t✉ ✐♥str✉❦③✐♦❡♥ ✜t①❛t❡❣✐ ❜❛t✱ ♣✉❡♥t✐♥❣✲❥❛✉③✐❧❛r✐❛r❡♥ ❛❜✐❛❞✉r❛ ❦❛❧❦✉✲
❧❛t③❡❦♦✳

✶✻



✷✳✽✳ ▼❆❚▲❆❇❡③ ♣r♦❣r❛♠❛t③❡♥✿ ▼✲✜t①❛t❡❣✐❛❦ ✭❖❈❲✲✷✵✶✹ ♣r♦✐❡❦t✉❛✮ ✶✼

❊❜❛③♣❡♥❛✿

❣❂✾✳✽✶❀ ♠❂✻✽✳✶❀ t❂✶✷❀ ❝❞❂✵✳✷✺❀

✈❂sqrt✭❣✯♠✴❝❞✮✯t❛♥❤✭sqrt✭❣✯❝❞✴♠✮✯t✮

❍❛✉ ✐♥str✉❦❛❞✐❜✳♠ ✐③❡♥❡❦♦ ✜t①❛t❡❣✐ ❜❛t❡❛♥ ❣♦r❞❡t③❡♥ ❜❛❞✉❣✉ ❡t❛✱ ❣❡r♦✱ ❛❣✐♥❞✉❡♥ ❧❡✐❤♦❛♥
❤❛✉ ✐❞❛③t❡♥ ❜❛❞✉❣✉✿

❃❃✐♥str✉❦❛❞✐❜

❡♠❛✐t③❛ ❤❛✉ ✐③❛♥❣♦ ❞❛✿

✈❂

✺✵✳✻✶✼✺

P❛r❛♠❡tr♦ ❜❛t❡♥ ❜❛❧✐♦❛ ❥❛❦✐♥ ♥❛❤✐ ❜❛❞✉❣✉✱ ❛❞✐❜✐❞❡③ ❣✲r❡♥❛✱ ❤❛✉ ✐❞❛t③✐❦♦ ❞✉❣✉✿

❃❃❣

❣❂

✾✳✽✶✵✵

✷✳✽✳✷✳ ❋✉♥t③✐♦✲✜t①❛t❡❣✐❛❦

●✉❦ ❢✉♥t③✐♦ ❜❡rr✐❛❦ ❞❡✜♥✐ ❞✐t③❛❦❡❣✉ ▼❆❚▲❆❇ ♣❛❦❡t❡❛r❡❦✐♥ ❡r❛❜✐❧t③❡❦♦✳ ❍♦rr❡t❛r❛❦♦✱ ♠
❧✉③❛♣❡♥❡❦♦ t❡st✉✲✜t①❛t❡❣✐ ❜❛t ✐❞❛t③✐ ❜❡❤❛r ❞✉❣✉ ▼❆❚▲❆❇❡❦ ❜❡r❛❦ ❞✉❡♥ ❡❞✐t♦r❡❛ ❡r❛❜✐❧✐③✿
▼✲✜t①❛t❡❣✐ ❜❛t✳ ❇❡❤✐♥ ❞❡✜♥✐t✉③ ❣❡r♦✱ ❜❡st❡ ❡❞♦③❡✐♥ ❢✉♥t③✐♦ ❜❡③❛❧❛ ❡r❛❜✐❧ ❞❛✐t❡❦❡✳

✷✳✷✶✳ ❛❞✐❜✐❞❡❛✳ f(x) = −x2/4 + x + 1 ❢✉♥t③✐♦❛ ❞❡✜♥✐t✉❦♦ ❞✉❣✉✱ ❡t❛ ❢✉♥✳♠ ✐③❡♥❡❦♦ ▼✲
✜t①❛t❡❣✐ ❜❛t❡❛♥ ❣♦r❞❡❦♦ ❞✉❣✉✳ ❍♦rr❡t❛r❛❦♦✱ t❡st✉✲❡❞✐t♦r❡❛③ ❤❛✉ ✐❞❛t③✐❦♦ ❞✉❣✉✿

❊❜❛③♣❡♥❛✿

❢✉♥❝t✐♦♥ ②❂❢✉♥✭①✮

✪ ❋✉♥t③✐♦ ❤♦♥❡♥ ❜✐❞❡③ ❢✭①✮❂❛✯①❫✷✰❜✯①✰❝ ♣♦❧✐♥♦♠✐♦❛ ❦❛❧❦✉❧❛ ❞❡③❛❦❡❣✉✳

❛❂✲✶✴✹❀ ❜❂✶❀ ❝❂✶❀

②❂❛✯①❫✷✰❜✯①✰❝

✶✼



✶✽ ❊✳ ▼✐❥❛♥❣♦s ✭❖❈❲✲✷✵✶✹ ♣r♦✐❡❦t✉❛✮

●❡r♦❛❣♦✱ ❢✉♥t③✐♦ ❤♦r✐ ❜❛❧✐♦③t❛ ❞❡③❛❦❡❣✉ ❛❣✐♥❞✉❡♥ ❧❡✐❤♦❛♥ ① ❛r❣✉♠❡♥t✉❛r❡♥ ❜❛❧✐♦ ❜❛t❡r❛❦♦✳
❍♦ts✱ f(2) ❦❛❧❦✉❧❛t③❡❦♦✱ ♥❛❤✐❦♦❛ ❞❛ ❤♦♥❛❦♦ ❤❛✉ ✐❞❛③t❡❛✿

❃❃❢✉♥✭✷✮

❛♥s❂

✷✳✵✵✵✵

●❛✐♥❡r❛✱ ❢✉♥t③✐♦ ❤♦♥✐ ❜✉r✉③ ❧❛❣✉♥t③❛ ❡s❦❛ ❞❡③❛❦❡❣✉✿

❃❃❤❡❧♣ ❢✉♥

❋✉♥t③✐♦ ❤♦♥❡♥ ❜✐❞❡③ ❢✭①✮❂❛✯①❫✷✰❜✯①✰❝ ♣♦❧✐♥♦♠✐♦❛ ❦❛❧❦✉❧❛ ❞❡③❛❦❡❣✉✳

❆❧❞❛❣❛✐❡t❛r❛❦♦ ❧❡tr❛ ❞❡s❜❡r❞✐♥❛❦ ❡r❛❜✐❧ ❞✐t③❛❦❡❣✉ ❡t❛ ❢✉♥t③✐♦❛r✐ ✐③❡♥ ❞❡s❜❡r❞✐♥❛ ❡♠❛♥ ❞✐❡③❛✐♦✲
❦❡❣✉✱ ❜❛✐♥❛ ❢♦r♠❛t✉ ❜❡r❞✐♥❛ ✐③❛♥ ❜❡❤❛r ❞✉t❡✳ ❋✉♥t③✐♦ ❤♦r✐ ❢✉♥✳♠ ✜t①❛t❡❣✐ ❜❛t❡❛♥ ❣♦r❞❡ ❡t❛
❣❡r♦✱ ▼❆❚▲❆❇❡❦♦ ❜❡st❡ ❡❞♦③❡✐♥ ❢✉♥t③✐♦ ❜❡③❛❧❛ ❡r❛❜✐❧ ❞❡③❛❦❡❣✉✳

❃❃❝♦s✭❢✉♥✭✸✮✮

❛♥s❂

✲✵✳✶✼✽✷

❇❡st❛❧❞❡✱ ❢❡✈❛❧ ✐♥str✉❦③✐♦❛③ ❜❛❧✐♦③t❛ ❞✐t③❛❦❡❣✉ ❢✉♥t③✐♦❛❦ ❡r❛ ❡r❛❜✐❧❣❛rr✐ ❡t❛ ❡r❛❣✐♥❦♦r
❜❛t❡❛♥✳

❃❃❢❡✈❛❧✭✬❢✉♥✬✱✹✮

❛♥s❂

✶

●❡r♦❛❣♦✱ ❢✉♥t③✐♦❛r❡♥ ✐③❡♥❛ ❛❤❛③t❡♥ ❜❛❞✉❣✉✱ ❣✉❦ ❤♦♥❡❧❛ ❡r❛❜✐❧ ❞❡③❛❦❡❣✉ ❧♦♦❦❢♦r ✐♥s✲
tr✉❦③✐♦❛✿

❃❃❧♦♦❦❢♦r ♣♦❧✐♥♦♠✐♦❛

❡t❛ ❤♦♥❛❦♦ ✐♥❢♦r♠❛③✐♦ ❤❛✉ ❥❛s♦❦♦ ❞✉❣✉✿

❢✉♥✳♠✿ ✪ ❋✉♥t③✐♦ ❤♦♥❡♥ ❜✐❞❡③ ❢✭①✮❂❛✯①❫✷✰❜✯①✰❝ ♣♦❧✐♥♦♠✐♦❛ ❦❛❧❦✉❧❛ ❞❡③❛❦❡❣✉✳

❆❧❞✐③✱ ❤❛✉ ❣❡rt❛t✉❦♦ ❞❛✿

✶✽



✷✳✽✳ ▼❆❚▲❆❇❡③ ♣r♦❣r❛♠❛t③❡♥✿ ▼✲✜t①❛t❡❣✐❛❦ ✭❖❈❲✲✷✵✶✹ ♣r♦✐❡❦t✉❛✮ ✶✾

❃❃❛

❄❄❄ ❯♥❞❡❢✐♥❡❞ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦r ✈❛r✐❛❜❧❡ ✬❛✬✳

❍♦rr❡♥ ❛rr❛③♦✐❛ ③❡r❛ ❞❛✿ ❛ ❛❧❞❛❣❛✐❛❦ ✲✶✴✹ ❜❛❧✐♦❛ ❤❛rt③❡♥ ❞✉ ▼✲✜t①❛t❡❣✐❛r❡♥ ❜❛r♥❡❛♥✱ ❤♦ts✱
❛❧❞❛❣❛✐ ❧♦❦❛❧❛ ❞❛✱ ❡t❛ ❛❧❞❛❣❛✐ ❧♦❦❛❧❛❦ ❡③❛❜❛t✉ ❡❣✐t❡♥ ❞✐r❛ ✜t①❛t❡❣✐❛ ❡①❡❦✉t❛t✉ ❡t❛ ❣❡r♦✳ ❆❧❞✐③✱
✐♥str✉❦③✐♦ ▼✲✜t①❛t❡❣✐ ❜❛t❡r❛❦♦ ❛❧❞❛❣❛✐❛❦ ❧❛♥✲❡s♣❛③✐♦❛♥ ❣♦r❞❡t③❡♥ ❞✐r❛✱ ❜❛♥❛♥✲❜❛♥❛♥ ✐♥s✲
tr✉❦③✐♦ ❜❛❦♦✐t③❛ ❛❣✐♥❞✉❡♥ ❧❡✐❤♦❛♥ ❡s❦✉③ s❛rt✉❦♦ ❜❛③❡♥✉ ❜❡③❛❧❛❀ ❤♦r✐ ❣❡rt❛t③❡♥ ❞❛✱ ❛❞✐❜✐❞❡③✱
✐♥str✉❦❛❞✐❜✳♠ ▼✲✜t①❛t❡❣✐❛r❡❦✐♥✳ ❆r✐❦❡t❛ ❣✐s❛✱ ❡❣✐❛③t❛ ❡③❛③✉ ❤♦r✐✳

▼✲✜t①❛t❡❣✐❡❦ ❡♠❛✐t③❛ ❜❛t ❜❛✐♥♦ ❣❡❤✐❛❣♦ ✐t③✉❧ ❞✐t③❛❦❡t❡✳ ❆❞✐❜✐❞❡③✱ ❡st❛t✐s❦♦❛❦✳♠ ✜t①❛✲
t❡❣✐ ❤♦♥❡❦ ❜❡❦t♦r❡ ❜❛t✐ ❞❛❣♦③❦✐♦♥ ❣❛✐❡♥ ❜❛t❡③❜❡st❡❦♦❛ ❡t❛ ❞❡s❜✐❞❡r❛t③❡ ❡st❛♥❞❛rr❛ ❦❛❧❦✉✲
❧❛t③❡♥ ❞✐t✉✿

❢✉♥❝t✐♦♥ ❬❜❜❡st✱❞❡st❪❂❡st❛t✐st✐❦♦❛❦✭①✮

♥❂❧❡♥❣t❤✭①✮❀

❜❜❡st❂s✉♠✭①✮✴♥❀

❞❡st❂sqrt✭s✉♠✭✭①✲❜❜❡st✮✳❫✷✴♥✮✮❀

❖r❞✉❛♥✱ ❤♦♥❡❧❛ ❥♦❦❛ ❞❡③❛❦❡❣✉✿

❃❃②❂❬✽ ✺ ✶✵ ✶✷ ✻ ✼✳✺ ✹❪❀

❃❃❬❜✱❞❪❂❡st❛t✐st✐❦♦❛❦✭②✮

❜ ❂

✼✳✺✵✵✵

❞ ❂

✷✳✻✵✹✾

■♥str✉❦③✐♦ ▼✲✜t①❛t❡❣✐❛❦ ❣✉t①✐ ❡r❛❜✐❧t③❡♥ ❞✐r❛❀ ❢✉♥t③✐♦ ▼✲✜t①❛t❡❣✐❛❦ ❡r❛❜✐❧✐❦♦ ❞✐t✉❣✉
❜❛t❡③ ❡r❡ ❡t❛✱ ♦♥❞♦r✐♦③✱ ▼✲✜t①❛t❡❣✐❛❦ ✐③❡♥ ❧❛❜✉rt✉❛r❡❦✐♥ ❛❞✐❡r❛③✐❦♦ ❞✐t✉❣✉ ❤❡♠❡♥❞✐❦ ❛✉✲
rr❡r❛ ❤♦r✐❡❦✳

✷✳✽✳✸✳ ❆③♣✐❢✉♥t③✐♦❛❦

❋✉♥t③✐♦ ❜❛t❡❦ ❜❡st❡ ❢✉♥t③✐♦ ❜❛t③✉❦ ❜❛r♥❡r❛ ❞✐t③❛❦❡✳ ❍♦rr❡❧❛❦♦ ❢✉♥t③✐♦❛❦ ▼✲✜t①❛t❡❣✐ ❜❡r❡③✐t✉
♠♦❞✉❛♥ ❡①✐st✐t✉ ❛rr❡♥✱ ▼✲✜t①❛t❡❣✐ ❜❛❦❛r ❜❛t❡❛♥ s❛rt✉t❛ ❡❣♦♥ ❞❛✐t❡③❦❡✳

❍❛r ❞❡③❛❣✉♥✱ ❜❡rr✐r♦✱ ❥❛✉③✐❧❛r✐❛r❡♥ ✷✳✷✵✳ ❛❞✐❜✐❞❡❛❀ ❦❛❧❦✉❧❛ ❞❡③❛❣✉♥ ❛❜✐❛❞✉r❛ ❡r❡ ▼✲
✜t①❛t❡❣✐ ❤♦♥❡♥ ❜✐t❛rt❡③✿

❢✉♥❝t✐♦♥ ✈❂❥❛✉③✐❧❛r✐✭t✱♠✱❝❞✮

✶✾



✷✵ ❊✳ ▼✐❥❛♥❣♦s ✭❖❈❲✲✷✵✶✹ ♣r♦✐❡❦t✉❛✮

✈❂❛❜✐✭t✱♠✱❝❞✮❀

❡♥❞

❢✉♥❝t✐♦♥ ✈❂❛❜✐✭t✱♠✱❝❞✮

❣❂✾✳✽✶❀

✈❂sqrt✭❣✯♠✴❝❞✮✯t❛♥❤✭sqrt✭❣✯❝❞✴♠✮✯t✮

❡♥❞

❡♥❞ ❢✉♥t③✐♦ ❜❛❦♦✐t③❛r❡♥ ♠✉❣❛ ❛❞✐❡r❛③t❡❦♦ ❡r❛❜✐❧✐❦♦ ❞✉❣✉✱ ❜❛✐♥❛ ❡③ ❞❛ ❜❡❤❛rr❡③❦♦❛✳ ❋✐t①❛✲
t❡❣✐ ❤♦r✐ ❥❛✉③✐❧❛r✐✳♠ ✐③❡♥❛r❡❦✐♥ ❣♦r❞❡❦♦ ❞✉❣✉✳ ▲❡❤❡♥❡♥❣♦ ❢✉♥t③✐♦❛r✐ ❢✉♥t③✐♦ ♥❛❣✉s✐❛ ✭♠❛✐♥
❢✉♥❝t✐♦♥✮ ❞❡r✐t③♦❣✉✳ ❋✉♥t③✐♦ ❤♦r✐ ❛❣✐♥❞✉❡♥ ❧❡✐❤♦❛♥ ❜❛❦❛rr✐❦ ❡s❦✉r❛ ❞❡③❛❦❡❣✉✳ ❇❡st❡ ❢✉♥t③✐♦❛❦✱
❦❛s✉ ❤♦♥❡t❛♥ ❛❜✐✱ ❛③♣✐❢✉♥t③✐♦❛❦ ✭s✉❜❢✉♥❝t✐♦♥s✮ ❞✐r❛✳ ❆③♣✐❢✉♥t③✐♦ ❜❛t ❢✉♥t③✐♦ ♥❛❣✉s✐r❛❦♦ ▼✲
✜t①❛t❡❣✐❛r❡♥ ❜❛r♥❡❛♥ ❜❛❦❛rr✐❦ ❞❛ ❡s❦✉r❛❣❛rr✐❛✳ ❆❣✐♥❞✉❡♥ ❧❡✐❤♦t✐❦ ❡①❡❦✉t❛t✉③✱ ❤❛✉ ❞✉❣✉✿

❃❃❥❛✉③✐❧❛r✐✭✶✷✱✻✽✳✶✱✵✳✷✺✮

❛♥s❂

✺✵✳✻✶✼✺

❍❛❧❛ ❡r❡✱ ❛❜✐ ❛③♣✐❢✉♥t③✐♦❛ ❡①❡❦✉t❛t③❡♥ s❛✐❛t③❡♥ ❜❛❣❛r❛✱ ❤♦♥❡❧❛❦♦ ❡rr♦r❡ ♠❡③✉ ❜❛t ❛t❡r❛❦♦
❞❛✿

❃❃❛❜✐✭✶✷✱✻✽✳✶✱✵✳✷✺✮

❄❄❄ ❯♥❞❡❢✐♥❡❞ ❝♦♠♠❛♥❞✴❢✉♥❝t✐♦♥ ✬❛❜✐✬✳

✷✳✽✳✹✳ ■♥♣✉t✲♦✉t♣✉t

❋✉♥t③✐♦❛♥ ❛❣✐♥❞✉❡♥ ❧❡✐❤♦❛r❡♥ ❜✐❞❡③ s♦✐❧✐❦ ❡③ ❞✐r❛ s❛rt③❡♥ ❡❞♦ ❛t❡r❛t③❡♥ ♣❛r❛♠❡tr♦❡♥ ❜❛❧✐♦❛❦
❡❞♦ ❜❡st❡ ✐♥❢♦r♠❛③✐♦ ❜❛t❀ ❜❛❞❛✉❞❡ ❜❡st❡ ❜✐ ❜✐❞❡ ❡r❡ ❧❛♥ ❤♦r✐ ❡❣✐t❡❦♦✳

❼ ✐♥♣✉t ❢✉♥t③✐♦❛✳ ❋✉♥t③✐♦ ❤♦♥❡♥ ❜✐❞❡③ ❡r❛❜✐❧t③❛✐❧❡❛❦ ❜❛❧✐♦ ❜❛t③✉❦ ③✉③❡♥❡❛♥ ❡♠❛♥ ❞✐t③❛❦❡❀
❛❞✐❜✐❞❡③✱ ❤♦♥❡❧❛ ✐❞❛t③✐③ ▼✲✜t①❛t❡❣✐❛♥✿

♠❂✐♥♣✉t✭✬▼❛s❛ ✭❦❣✮✿ ✬✮

▲❡rr♦ ❤❛✉ ❡①❡❦✉t❛t③❡♥ ❞❡♥❡❛♥✱ ♠♦♥✐t♦r❡❛♥ ❤❛✉ ❛❣❡rt✉❦♦ ❞❛✿

▼❛s❛ ✭❦❣✮✿

❊r❛❜✐❧t③❛✐❧❡❛❦ ❜❛❧✐♦ ❜❛t s❛rt✉❦♦ ❞✉✱ ❡t❛ ♦r❞✉❛♥ ❤✉r❛ ❡s❧❡✐t✉❦♦ ③❛✐♦ ♠ ❛❧❞❛❣❛✐❛r✐✳

❋✉♥t③✐♦ ❤♦♥❡♥ ❜✐❞❡③ ❤✐t③❛❦ ✭str✐♥❣s✮ ❡r❡ s❛r ❞✐t③❛❦❡❣✉❀ ❤♦rr❡t❛r❛❦♦✱ ✬s✬ ❣❡❤✐t✉❦♦ ❞✐♦❣✉
❢✉♥t③✐♦❛r❡♥ ❛r❣✉♠❡♥t✉❡♥ ③❡rr❡♥❞❛r✐✳ ❆❞✐❜✐❞❡③✱

✷✵



✷✳✽✳ ▼❆❚▲❆❇❡③ ♣r♦❣r❛♠❛t③❡♥✿ ▼✲✜t①❛t❡❣✐❛❦ ✭❖❈❲✲✷✵✶✹ ♣r♦✐❡❦t✉❛✮ ✷✶

✐③❡♥❛❂✐♥♣✉t✭✬❙❛rt✉ ③✉r❡ ✐③❡♥❛✿ ✬✱✬s✬✮

❼ ❞✐s♣ ❢✉♥t③✐♦❛✳ ❋✉♥t③✐♦ ❤♦♥❡❦ ❡r❛ ♣r❛❦t✐❦♦ ❜❛t ❡♠❛t❡♥ ❞✉ ♣❛r❛♠❡tr♦ ❜❛t❡♥ ❜❛❧✐♦❛ ❡❞♦
❤✐t③❛ ✭str✐♥❣✮ ✐❦✉s✐ ❛❤❛❧ ✐③❛t❡❦♦✳ ❇❡r❡ s✐♥t❛①✐❛ ❞✐s♣✭♣❛r❛♠❡tr♦❛✮ ❞❛✳

✷✳✷✷✳ ❛❞✐❜✐❞❡❛✳

❢✉♥❝t✐♦♥ ❥❛✉③✐❧❛r✐❛

✪ ❥❛✉③✐❧❛r✐❛✿ ❥❛✉③✐❧❛r✐❛r❡♥ ❛❜✐❛❞✉r❛ ❦❛❧❦✉❧❛t③❡❦♦ ❡r❛ ✐♥t❡r❛❦t✐❜♦ ❜❛t

❣❂✾✳✽✶❀

♠❂✐♥♣✉t✭✬▼❛s❛ ✭❦❣✮✿ ✬✮❀

❝❞❂✐♥♣✉t✭✬❊rr❡s✐st❡♥t③✐❛✲❦♦❡❢✐③✐❡♥t❡❛ ✭❦❣✴♠✮✿ ✬✮❀

t❂✐♥♣✉t✭✬❉❡♥❜♦r❛ ✭s✮✿ ✬✮❀

❞✐s♣✭✬ ✬✮

❞✐s♣✭✬❆❜✐❛❞✉r❛ ✭♠✴s✮✿✬✮

❞✐s♣✭sqrt✭❣✯♠✴❝❞✮✯t❛♥❤✭sqrt✭❣✯❝❞✴♠✮✯t✮✮

❥❛✉③✐❧❛r✐❛✳♠ ✐③❡♥❡❦♦ ✜t①❛t❡❣✐❛♥ ❣♦r❞❡③ ❣❡r♦✱ ❡t❛ ❤❛✉ ✐❞❛t③✐③✿

❃❃ ❥❛✉③✐❧❛r✐✐❛

▼❛s❛ ✭❦❣✮✿ ✻✽✳✶

❊rr❡s✐st❡♥t③✐❛✲❦♦❡❢✐③✐❡♥t❡❛ ✭❦❣✴♠✮✿ ✵✳✷✺

❉❡♥❜♦r❛ ✭s✮✿ ✶✷

❆❜✐❛❞✉r❛ ✭♠✴s✮✿

✺✵✳✻✶✼✺

❼ ❢♣r✐♥t❢ ❢✉♥t③✐♦❛✳ ❋✉♥t③✐♦ ❤♦♥❡♥ ❜✐❞❡③ ❦♦♥tr♦❧❛t③❡♥ ❞✉❣✉ ♠♦♥✐t♦r❡❛♥ ❛t❡r❛t③❡♥ ❞❡♥
✐♥❢♦r♠❛③✐♦❛✳ ❍❛r❡♥ s✐♥t❛①✐❛✱ ❧❛❜✉r ❡♠❛♥❞❛✱ ❤❛✉ ❞❛✿

❢♣r✐♥t❢✭✬❢♦r♠❛t✉❛✬✱①✱✳✳✳✮ ♥♦♥ ❢♦r♠❛t✉❛✲r❡♥ ❜✐❞❡③ ❛❞✐❡r❛③t❡♥ ❞✉❣✉ ♥♦❧❛ ✐❦✉s✐
♥❛❤✐ ❜❛✐t✉❣✉ ①✲r❡♥ ❜❛❧✐♦❛✳ ❆❞✐❜✐❞❡③✱

❃❃❢♣r✐♥t❢✭✬❆❜✐❛❞✉r❛ ✪✽✳✹❢ ♠✴s ❞❛❭♥✬✱❛❜✐❛❞✉r❛✮

❆❜✐❛❞✉r❛ ✺✵✳✻✶✼✺ ♠✴s ❞❛

◆♦r♠❛❧❡❛♥✱ ❤❛✉❡❦ ❞✐r❛ ❢♣r✐♥t❢ ❢✉♥t③✐♦❛r❡❦✐♥ ❡r❛❜✐❧t③❡♥ ❞✐r❡♥ ❢♦r♠❛t✉❡♥ ❡t❛ ❦♦♥tr♦❧❡♥
❦♦❞❡❛❦✿
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❋♦r♠❛t✉❡♥ ❦♦❞❡❛❦ ❉❡s❦r✐♣③✐♦❛
✪❞ ❩❡♥❜❛❦✐ ♦s♦❛r❡♥ ❢♦r♠❛t✉❛♥
✪❡ ❋♦r♠❛t✉ ③✐❡♥t✐✜❦♦❛ ❡ ♠✐♥✉s❦✉❧❛r❡❦✐♥
✪❊ ❋♦r♠❛t✉ ③✐❡♥t✐✜❦♦❛ ❡ ♠❛✐✉s❦✉❧❛r❡❦✐♥
✪❢ ❋♦r♠❛t✉ ❤❛♠❛rr❡♥❛r❡❦✐♥
✪❣ ✪❡ ❡❞♦ ✪❢ ❢♦r♠❛t✉❡♥ tr✐♥❦♦❡♥❛
❑♦♥tr♦❧❡♥ ❦♦❞❡❛ ❉❡s❦r✐♣③✐♦❛
\♥ ❍❛s✐ ❧❡rr♦ ❜❡rr✐ ❜❛t
\t ❚❛❜✉❧❛❞♦r❡❛

■❦✉s ❞✐t③❛❣✉♥✱ ♦r❛✐♥✱ ❜✐ ❛❞✐❜✐❞❡ ❢✉♥t③✐♦ ❤♦♥❡♥ ❡r❛❜✐❧❡r❛ ❤♦❜❡ ✉❧❡rt③❡❦♦✳

✷✳✷✸✳ ❛❞✐❜✐❞❡❛✳

❃❃ ❢♣r✐♥t❢✭✬✪✺❞ ✪✶✵✳✸❢ ✪✽✳✺❡❭♥✬✱✶✵✵✱✷✯♣✐✱♣✐✮❀

✶✵✵ ✻✳✷✽✸ ✸✳✶✹✶✺✾❡✰✵✵✵

✷✳✷✹✳ ❛❞✐❜✐❞❡❛✳

❢✉♥❝t✐♦♥ ❢♣r✐♥t❢❞❡♠♦

①❂❬✶ ✷ ✸ ✹ ✺❪❀

②❂❬✷✵✳✹ ✶✷✳✻ ✶✼✳✽ ✽✽✳✼ ✶✷✵✳✹❪❀

③❂❬①❀②❪❀

❢♣r✐♥t❢✭✬ ① ②❭♥✬✮❀

❢♣r✐♥t❢✭✬✪✺❞ ✪✶✵✳✸❢❭♥✬✱③✮❀

❍❛✉ ❞❛ ❤♦rr❡♥ ❡♠❛✐t③❛✿

❃❃ ❢♣r✐♥t❢❞❡♠♦

① ②

✶ ✷✵✳✹✵✵

✷ ✶✷✳✻✵✵

✸ ✶✼✳✽✵✵

✹ ✽✽✳✼✵✵

✺ ✶✷✵✳✹✵✵

✷✳✽✳✺✳ ❋✐t①❛t❡❣✐❛❦ s♦rt✉ ❡t❛ ✜t①❛t❡❣✐❡t❛♥ s❛rt✉

▼❆❚▲❆❇❡❦ ❞❛t✉✲✜t①❛t❡❣✐❛❦ ✐r❛❦✉r ❡t❛ ✐❞❛t③ ❞✐t③❛❦❡✳ ▼♦❞✉ ❡rr❛③❡♥❛❦ ✜t①❛t❡❣✐ ❜✐t❛r ❜❡r❡③✐
❜❛t ❡r❛❜✐❧t③❡♥ ❞✉✱ ▼❆❚✲✜t①❛t❡❣✐ ❞❡r✐t③♦♥❛❀ ❤♦r✐ ❡s♣r❡s✉❦✐ ❣❛✉③❛t③❡♥ ❞❛ ▼❆❚▲❆❇❡♥ ❜❛r♥❡❛♥

✷✷



✷✳✽✳ ▼❆❚▲❆❇❡③ ♣r♦❣r❛♠❛t③❡♥✿ ▼✲✜t①❛t❡❣✐❛❦ ✭❖❈❲✲✷✵✶✹ ♣r♦✐❡❦t✉❛✮ ✷✸

✐♥♣❧❡♠❡♥t❛t③❡❦♦✳ ❍♦rr❡❧❛❦♦ ✜t①❛t❡❣✐❛❦ s❛✈❡ ✐♥str✉❦③✐♦❛③ s♦rt③❡♥ ❞✐r❛❀ ❧♦❛❞ ✐♥str✉❦③✐♦❛③
✜t①❛t❡❣✐❛♥ s❛r ❞❛✐t❡③❦❡ ❡t❛ ❞❛t✉❛❦ ✐r❛❦✉rr✐✳ ❢✐t①❛t❡❣✐✐③❡♥❛✳♠❛t ❞❛t✉✲✜t①❛t❡❣✐❛ s♦rt③❡❦♦
❡❞♦ ✐r❛❦✉rt③❡❦♦✱ s✐♥t❛①✐ ❤❛✉ ❡r❛❜✐❧✐❦♦ ❞✉❣✉✿

s❛✈❡ ❢✐t①❛t❡❣✐✐③❡♥❛ ✈❛r✶ ✈❛r✷ ✳✳✳ ✈❛r♥

❧♦❛❞ ❢✐t①❛t❡❣✐✐③❡♥❛ ✈❛r✶ ✈❛r✷ ✳✳✳ ✈❛r♥

❊③ ❜❛❞✐t✉❣✉ ✈❛r✶ ✈❛r✷ ✳✳✳ ✈❛r♥ ❛❧❞❛❣❛✐❛❦ ✐❞❛③t❡♥✱ ❧❛♥✲❡s♣❛③✐♦❦♦ ❛❧❞❛❣❛✐ ❣✉③t✐❛❦ ❣♦r❞❡❦♦
❞✐r❛ ✭s❛✈❡ ❦❛s✉❛♥✮ ❡❞♦ ❦❛r❣❛t✉❦♦ ❞✐r❛ ✭❧♦❛❞ ❦❛s✉❛♥✮✳

❆❞✐❜✐❞❡③✱

❃❃ ❣❂✾✳✽✶❀♠❂✽✵❀t❂✺❀

❃❃ ❝❞❂❬✳✷✺ ✳✷✻✼ ✳✶✷✹✺ ✳✷✽ ✳✷✼✸❪✬❀

❃❃ ✈❂sqrt✭❣✯♠✴❝❞✮✯t❛♥❤✭sqrt✭❣✯❝❞✴♠✮✯t✮❀

❖r❞✉❛♥✱ ❛❜✐❛❞✉r❛✲ ❡t❛ ❡rr❡s✐st❡♥t③✐❛✲❦♦❡✜③✐❡♥t❡❛❦ ❣♦r❞❡ ❞✐t③❛❦❡❣✉ ❛❜✐❦♦❡❢✳♠❛t ✜t①❛t❡❣✐❛♥✱
❤❛✉ ✐❞❛t③✐③✿

❃❃ s❛✈❡ ❛❜✐❦♦❡❢ ✈ ❝❞

❝❧❡❛r ✐♥str✉❦③✐♦❛ ✐❞❛③t❡♥ ❜❛❞✉❣✉✱ ❧❛♥✲❡s♣❛③✐♦❦♦ ❛❧❞❛❣❛✐ ❣✉③t✐❛❦ ❡③❛❜❛t✉❦♦ ❞✐r❛✳ ❆❧❞❛❣❛✐
❤♦r✐❡❦ ❜❡rr❡s❦✉r❛t③❡❦♦ ♥❛❤✐❦♦❛ ❞❛ ❤❛✉ ✐❞❛③t❡❛✿

❃❃ ❧♦❛❞ ❛❜✐❦♦❡❢ ✈ ❝❞

▲❛♥✲❡s♣❛③✐♦❛♥ ③❡✐♥ ❛❧❞❛❣❛✐ ❞✐t✉❣✉♥ ❥❛❦✐t❡❦♦✱ ❤❛✉ ✐❞❛t③✐❦♦ ❞✉❣✉✿

❃❃ ✇❤♦

❨♦✉r ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛r❡✿

❝❞ ✈

❍♦rr❡❧❛❦♦ ✜t①❛t❡❣✐❛❦ ♦s♦ ❡r❛❜✐❧❣❛rr✐❛❦ ❞✐r❛ ▼❆❚▲❆❇❡❦✐♥ ❧❛♥ ❡❣✐t❡❦♦❀ ❜❛✐♥❛✱ ❛❣✐❛♥✱ ❜❡st❡
♣r♦❣r❛♠❛ ❜❛t③✉❡❦✐♥ ❤♦❜❡ ✐③❛♥❣♦ ❞❛ t❡st✉✲✜t①❛t❡❣✐ ❜❛t ✐③❛t❡❛✱ ❤❛✉ ❞❛✱ ❆❙❈■■ ✜t①❛t❡❣✐ ❜❛t✳
❍♦rr❡t❛r❛❦♦✱ ♥❛❤✐❦♦❛ ❞❛ s❛✈❡ ❛❜✐❦♦❡❢ ✈ ❝❞ ✲❛s❝✐✐ ✐❞❛③t❡❛✱ ❡t❛ ❛❜✐❦♦❡❢✳t①t ✜t①❛t❡❣✐
❜❛t❡❛♥ ❣♦r❞❡❦♦ ❞✉✳ ❉❛t✉❛❦ ③❡❤❛③t❛s✉♥ ❜✐❦♦✐t③❛r❡❦✐♥ ❣♦r❞❡ ♥❛❤✐ ❜❛❞✐t✉❣✉✱ ✲❛s❝✐✐ ✲❞♦✉❜❧❡

✐❞❛t③✐❦♦ ❞✉❣✉✳ ❆❞✐❜✐❞❡③✱

✷✸



✷✹ ❊✳ ▼✐❥❛♥❣♦s ✭❖❈❲✲✷✵✶✹ ♣r♦✐❡❦t✉❛✮

❃❃ ❆❂❬✺ ✼ ✾ ✷❀✸ ✻ ✸ ✾❪❀

❃❃ s❛✈❡ s✐♠♣♠❛tr✐①✳t①t ✲❛s❝✐✐ ✲❞♦✉❜❧❡

❍♦rr❡❧❛❦♦ ✜t①❛t❡❣✐ ❜❛t ❜❡st❡ ♣r♦❣r❛♠❛ ❜❛t③✉❡❦ ✐r❛❦✉r ❞❡③❛❦❡t❡❀ ❡s❛t❡ ❜❛t❡r❛❦♦✱ ❊①❝❡❧✲
❡❦ ❡t❛ ❲♦r❞✲❡❦✳ ❇❡st❛❧❞❡✱ s✐♠♣♠❛tr✐①✳t①t ❡③ ❞❡♥❡③ ▼❆❚✲✜t①❛t❡❣✐ ❜❛t✱ ❜❡❤✐♥ ▼❆❚▲❆❇❡❦
✐r❛❦✉rr✐③ ❣❡r♦✱ ▼❆❚▲❆❇❡❦ ③❡❤❛③t❛s✉♥ ❜✐❦♦✐t③❡❦♦ ♠❛tr✐③❡ ❜❛t s♦rt✉❦♦ ❞✉✱ ❤♦♥❡❧❛✿

❃❃ ❧♦❛❞ s✐♠♣♠❛tr✐①✳t①t

❃❃ s✐♠♣♠❛tr✐①

s✐♠♣♠❛tr✐① ❂

✺ ✼ ✾ ✷

✸ ✻ ✸ ✾

●❛✐♥❡r❛✱ ❧♦❛❞ ✐♥str✉❦③✐♦❛ ❢✉♥t③✐♦ ❣✐s❛ ❡r❛❜✐❧ ❞❡③❛❦❡❣✉✳ ❆❞✐❜✐❞❡③✱

❃❃ ❆ ❂ ❧♦❛❞✭s✐♠♣♠❛tr✐①✳t①t✮

✷✳✽✳✻✳ Pr♦❣r❛♠❛③✐♦ ❡❣✐t✉r❛t✉❛

❇❡❣✐③t❛❦ ❡t❛ ❛❞❛r❦❛❞✉r❛❦

❊r❧❛③✐♦ ❡r❛❣✐❧❡❛❦✿

❊r❛❣✐❧❡❛ ❊r❧❛③✐♦❛ ❆❞✐❜✐❞❡❛
❂❂ ❩❡r❜❛✐t❡♥ ❜❡r❞✐♥ ① ❂❂ ✵

∼❂ ❩❡r❜❛✐t❡♥ ❞❡s❜❡r❞✐♥ ✉♥✐t❛t❡ ∼❂ ✬♠✬

❁ ❩❡r❜❛✐t ❜❛✐♥♦ t①✐❦✐❛❣♦ ❛ ❁ ✵

❃ ❩❡r❜❛✐t ❜❛✐♥♦ ❤❛♥❞✐❛❣♦ s ❃ t

❁❂ ❩❡r❜❛✐t ❜❛✐♥♦ t①✐❦✐❛❣♦ ❡❞♦ ❜❡r❞✐♥ ✷✳✽ ❁❂ ❛✴✸

❃❂ ❩❡r❜❛✐t ❜❛✐♥♦ ❤❛♥❞✐❛❣♦ ❡❞♦ ❜❡r❞✐♥ r ❃❂ ✵

✷✹



✷✳✽✳ ▼❆❚▲❆❇❡③ ♣r♦❣r❛♠❛t③❡♥✿ ▼✲✜t①❛t❡❣✐❛❦ ✭❖❈❲✲✷✵✶✹ ♣r♦✐❡❦t✉❛✮ ✷✺

❊r❛❣✐❧❡ ❧♦❣✐❦♦❛❦✿

∼ ❊③ ✭❊❣✐❛③❦♦❛✱ ❜❛❧❞✐♥ ❡t❛ s♦✐❧✐❦ ❜❛❧❞✐♥✱
♣r♦♣♦s✐③✐♦❛ ❢❛❧ts✉❛ ❜❛❞❛✮

✫ ❊t❛ ✭❊❣✐❛③❦♦❛✱ ❜❛❧❞✐♥ ❜✐ ♣r♦♣♦s✐③✐♦❛❦
❡❣✐❛③❦♦❛❦ ❜❛❞✐r❛✮

⑤ ❊❞♦ ✭❊❣✐❛③❦♦❛✱ ❜❛❧❞✐♥ ❜✐ ♣r♦♣♦s✐③✐♦❡t❛❦♦
❜❛t ❡❣✐❛③❦♦❛ ❜❛❞❛✮

❇♦♦❧❡❦♦ ❜❛❧✐♦❛❦✿

✶ ❊❣✐❛③❦♦❛
✵ ❋❛❧ts✉❛

❢♦r✱ ✐❢✱ s✇✐t❝❤ ❡t❛ ✇❤✐❧❡ ❡❣✐t✉r❡❦ ▼❆❚▲❆❇ ♣❛❦❡t❡❛♥ ❡r❛❣✐t❡♥ ❞✉t❡ ❜❡st❡ ♣r♦❣r❛♠❛③✐♦✲
❧❡♥❣♦❛✐❛ ❜❛t③✉❡t❛♥ ❡❣✐t❡♥ ❞✉t❡♥ ❛♥t③❡❦♦ ❡r❛ ❜❛t❡❛♥✳ ■♥str✉❦③✐♦ ❤♦r✐❡❦ ♦✐♥❛rr✐③❦♦ s✐♥t❛①✐ ❤❛✉
❤❛rt③❡♥ ❞✉t❡✿

❢♦r ✭❜❡❣✐③t❛r❡♥ ❛❧❞❛❣❛✐❛❂❜❡❣✐③t❛r❡♥ ❤❡✐♥❛✮

✭❛❞✐❡r❛③♣❡♥❛❦✮

❡♥❞

❇❛✐♥❛ ▼❆❚▲❆❇❡♥✱ ❜❛t③✉❡t❛♥✱ ❡③ ❞✉❣✉ ❢♦r ❜❡❣✐③t❛ ❡r❛❜✐❧t③❡❦♦ ❜❡❤❛rr✐❦✳ ❆❞✐❜✐❞❡③✱

✐❂✵❀

❢♦r t❂✵✿✵✳✵✷✿✺✵

✐❂✐✰✶❀

②✭✐✮❂❝♦s✭t✮❀

❡♥❞

❛❞✐❡r❛③ ❞❛✐t❡❦❡ ❡r❛ ❜❡❦t♦r✐③❛t✉ ❜❛t❡❛♥✱ ❤♦♥❡❧❛✿

t❂✵✿✵✳✵✷✿✺✵

②❂❝♦s✭t✮❀

▼❆❚▲❆❇❡❦ ❛✉t♦♠❛t✐❦♦❦✐ ❤❛♥❞✐t③❡♥ ❞✉ ❜❡❦t♦r❡❡♥ ❡t❛ ♠❛tr✐③❡❡♥ ❧✉③❡r❛✳ ❆❞✐❜✐❞❡③✱

t❂✵✿✵✳✵✶✿✺❀

❢♦r ✐❂✶✿❧❡♥❣t❤✭t✮

✐❢ t✭✐✮❃✶

②✭✐✮❂✶✴t✭✐✮❀

✷✺



✷✻ ❊✳ ▼✐❥❛♥❣♦s ✭❖❈❲✲✷✵✶✹ ♣r♦✐❡❦t✉❛✮

❡❧s❡

②✭✐✮❂✶❀

❡♥❞

❡♥❞

✐❢ ✭❜❛❧❞✐♥t③❛✮

✭❛❞✐❡r❛③♣❡♥❛❦✮

❡♥❞

✐❢ ✭❜❛❧❞✐♥t③❛✮

✭❛❞✐❡r❛③♣❡♥❛❦✮

❡❧s❡

✭❛❞✐❡r❛③♣❡♥❛❦✮

❡♥❞

❇❛❧❞✐♥t③❛ ❜❛t ❜❛✐♥♦ ❣❡❤✐❛❣♦ ❞❛✉❞❡♥❡❛♥✱ ✐❢✳✳✳❡❧s❡✐❢✳✳✳❡❧s❡✳✳✳❡♥❞ ❡❣✐t✉r❛ ❡r❛❜✐❧t③❡♥
❞✉❣✉✿

✐❢ ✭❜❛❧❞✐♥t③❛✮

✭❛❞✐❡r❛③♣❡♥❛❦✮

❡❧s❡✐❢ ✭❜❛❧❞✐♥t③❛✮

✭❛❞✐❡r❛③♣❡♥❛❦✮

❡❧s❡✐❢ ✭❜❛❧❞✐♥t③❛✮

✭❛❞✐❡r❛③♣❡♥❛❦✮

✳

✳

✳

❡❧s❡

✭❛❞✐❡r❛③♣❡♥❛❦✮

❡♥❞

✷✻



✷✳✽✳ ▼❆❚▲❆❇❡③ ♣r♦❣r❛♠❛t③❡♥✿ ▼✲✜t①❛t❡❣✐❛❦ ✭❖❈❲✲✷✵✶✹ ♣r♦✐❡❦t✉❛✮ ✷✼

✏❡rr♦r✑ ❢✉♥t③✐♦❛ ❡r❛❜✐❧t③❡❦♦✱ ✐❢ ♦s♦ ❡❣♦❦✐❛ ❞❛✳ ❆❞✐❜✐❞❡③✱ ❤❛✉ ❞✉❣✉✿

❢✉♥❝t✐♦♥ ❢❂❡rr♦rt❡st✭①✮

✐❢ ①❂❂✵

❡rr♦r✭✬③❡r♦ ❜❛❧✐♦❛ ❛✉r❦✐t✉ ❞✉✬✮❀

❡♥❞

❢❂✶✴①

❍❛✉ ❞❛✱ ③❛t✐❦❡t❛ ❦❛❧❦✉❧❛t✉❦♦ ❞❛✱ ❛r❣✉♠❡♥t✉❛ ③❡r♦ ❡③ ❞❡♥❡❛♥ ❜❛❦❛rr✐❦✳

❃❃ ❡rr♦rt❡st✭✶✵✮

❛♥s ❂

✵✳✶✵✵✵

❇❡st❡❧❛✱ ♠❡③✉ ❤❛✉ ❡♠❛♥❣♦ ❞✐❣✉✿

❃❃ ❡rr♦rt❡st✭✵✮

❄❄❄ ❊rr♦r ✉s✐♥❣ ❂❂❃ ❡rr♦rt❡st

③❡r♦ ❜❛❧✐♦❛ ❛✉r❦✐t✉ ❞✉

s✇✐t❝❤ ❡❣✐t✉r❛ ✐❢✳✳✳❡❧s❡✐❢✳✳✳❡❧s❡✳✳✳❡♥❞ ❡❣✐t✉r❛r❡♥ ❛♥t③❡❦♦❛ ❞❛✳ ❍❛❧❛ ❡r❡✱ ❜❛♥❛❦❛❦♦
❜❛❧❞✐♥t③❛❦ ❥❛rr✐ ❜❡❤❛rr❡❛♥ ❛❞❛r❦❛t③❡❛ t❡st✲❛❞✐❡r❛③♣❡♥ t①✐❦✐❛❣♦❡t❛♥ ♦✐♥❛rr✐t③❡♥ ❞❛✿

s✇✐t❝❤ ✭t❡st✲❛❞✐❡r❛③♣❡♥❛✮

❝❛s❡ ✭❜❛❧✐♦❛✮❀

✭❛❞✐❡r❛③♣❡♥❛❦✮

❝❛s❡ ✭❜❛❧✐♦❛✮❀

✭❛❞✐❡r❛③♣❡♥❛❦✮

✳

✳

✳

♦t❤❡r✇✐s❡

✭❛❞✐❡r❛③♣❡♥❛❦✮

✷✼



✷✽ ❊✳ ▼✐❥❛♥❣♦s ✭❖❈❲✲✷✵✶✹ ♣r♦✐❡❦t✉❛✮

❡♥❞

❆❞✐❜✐❞❡③✱

❦❛❧✐❢✐❦❛③✐♦❛ ❂ ✬❇✬❀

s✇✐t❝❤ ❦❛❧✐❢✐❦❛③✐♦❛

❝❛s❡ ✬❆✬

❞✐s♣✭✬❇✐❦❛✐♥✬✮

❝❛s❡ ✬❇✬

❞✐s♣✭✬❖s♦ ♦♥❞♦✬✮

❝❛s❡ ✬❈✬

❞✐s♣✭✬❖♥❞♦✬✮

❝❛s❡ ✬❉✬

❞✐s♣✭✬◆❛❤✐❦♦✬✮

❝❛s❡ ✬❊✬

❞✐s♣✭✬❚①❛rt♦✬✮

♦t❤❡r✇✐s❡

❞✐s♣✭✬❖s♦ t①❛rt♦✬✮

❡♥❞

❑♦❞❡ ❤♦r✐ ❡①❡❦✉t❛t③❡♥ ❜❛❞✉❣✉✱ ✏❖s♦ ♦♥❞♦✑ ❡♠❛♥❣♦ ❞✐❣✉✳

✇❤✐❧❡ ❡❣✐t✉r❛♥ ❜❡❣✐③t❛ ❜❛t ❡rr❡♣✐❦❛t③❡♥ ❞❛✱ ❜❛❧❞✐♥t③❛ ❧♦❣✐❦♦❛ ❡❣✐❛ ❜❛❞❛✱ ❤♦ts✿

✇❤✐❧❡ ✭❜❛❧❞✐♥t③❛✮

✭❛❞✐❡r❛③♣❡♥❛❦✮

❡♥❞

❆❞✐❜✐❞❡③✱

①❂✽

✇❤✐❧❡ ①❃✵

①❂①✲✸❀

❞✐s♣✭①✮

❡♥❞

❑♦❞❡ ❤♦r✐ ❡①❡❦✉t❛t③❡♥ ❞❡♥❡❛♥✱ ❡♠❛✐t③❛ ❤❛✉ ❞❛✿

①❂

✽

✷✽



✷✳✽✳ ▼❆❚▲❆❇❡③ ♣r♦❣r❛♠❛t③❡♥✿ ▼✲✜t①❛t❡❣✐❛❦ ✭❖❈❲✲✷✵✶✹ ♣r♦✐❡❦t✉❛✮ ✷✾

✺

✷

✲✶

❍✉rr❡♥❣♦ ❛❞✐❜✐❞❡❛♥ ❡r❛❦✉st❡♥ ❞❛ ♥♦❧❛ s❛r ❞✐t③❛❦❡❣✉♥ ❜❡❣✐③t❛ ❜❛t③✉❦ ❡❧❦❛rr❡♥ ❣❛✐♥❦❛✱
♠❛tr✐③❡ ❜❛t s♦rt③❡❦♦✳ ❚❡st✉✲❧❡rr♦❛❦ ❤❛❜✐❛✳♠ ✜t①❛t❡❣✐ ❜❛t❡❛♥ ❣♦r❞❡③✱ ♦r❞✉❛♥✱ ▼❆❚▲❆❇
♣❛❦❡t❡❦♦ ❧❛♥✲❧❡✐❤♦❛♥ ❤❛❜✐❛ ✐❞❛③t❡♥ ❞✉❣✉♥ ❜❛❦♦✐t③❡❛♥✱ ❆ ♠❛tr✐③❡❛ ❧♦rt✉❦♦ ❞✉❣✉✳ ❖❤❛r✲
t❛r❛③✐❦♦ ❞✉❣✉ ❆ ♠❛tr✐③❡❦♦ ❣❛✐❡❦✱ ❣♦✐❦♦ ❡③❦❡rr❡❦♦ ✐③❦✐♥❛t✐❦ ❤❛s✐③✱ P❛s❝❛❧❡♥ tr✐❛♥❣❡❧✉❛ s♦rt③❡♥
❞✉t❡❧❛✳

✷✳✷✺✳ ❛❞✐❜✐❞❡❛✳

❢♦r ✐❂✶✿✺

❆✭✐✱✶✮❂✶❀

❆✭✶✱✐✮❂✶❀

❡♥❞

❢♦r ✐❂✷✿✺

❢♦r ❥❂✷✿✺

❆✭✐✱❥✮❂❆✭✐✱❥✲✶✮✰❆✭✐✲✶✱❥✮❀

❡♥❞

❡♥❞

❆

❜r❡❛❦ ✐♥str✉❦③✐♦❛ ❛③❦❡♥ ✭❢♦r ❡❞♦ ✇❤✐❧❡✮ ❜❡❣✐③t❛t✐❦ ❛t❡r❛t③❡❦♦✱ ❤❛✉ ❜❡t❡ ❜❛✐♥♦ ❧❡❤❡♥
❡r❛❜✐❧✐❦♦ ❞✉❣✉✳

✷✳✷✻✳ ❛❞✐❜✐❞❡❛✳

❢♦r ❦❂✶✿✶✵✵

①❂sqrt✭❦✮❀

✐❢ ✭✭❦❃✶✵✮✫✭①✲❢❧♦♦r✭①✮❂❂✵✮✮

❜r❡❛❦

❡♥❞

❡♥❞

❦

❞✐s♣ ✐♥str✉❦③✐♦❛ ❡r❛❜✐❧✐❦♦ ❞✉❣✉ t❡st✉✲❧❡rr♦ ❜❛t ❡❞♦ ♠❛tr✐③❡ ❜❛t ❡r❛❦✉st❡❦♦✳

✷✾



✸✵ ❊✳ ▼✐❥❛♥❣♦s ✭❖❈❲✲✷✵✶✹ ♣r♦✐❡❦t✉❛✮

✷✳✷✼✳ ❛❞✐❜✐❞❡❛✳

♥❂✶✵❀

❦❂✵❀

✇❤✐❧❡ ❦❁❂♥

①❂❦✴✸❀

❞✐s♣✭❬① ①❫✷ ①❫✸❪✮❀

❦❂❦✰✶❀

❡♥❞

♣❛✉s❡ ✐♥str✉❦③✐♦❛ ❡r❛❜✐❧t③❡♥ ❞❛✱ ♣r♦❣r❛♠❛ ❜❛t❡♥ ❡①❡❦✉③✐♦❛ ❣❡❧❞✐t✉ ♥❛❤✐ ❜❛❞✉❣✉ ❧❡❦✉
❡❣♦❦✐ ❜❛t❡r❛ ❤❡❧t③❡♥ ❞❡♥❡❛♥✳ ♣❛✉s❡✭♥✮ ✐❞❛③t❡♥ ❜❛❞✉❣✉✱ ♥ s❡❣✉♥❞♦t❛♥ ③❡❤❛r ❣❡❧❞✐ ❡❣♦♥❣♦ ❞❛✳
t✐❝ ✐♥str✉❦③✐♦❛❦ ♦r❛✐♥❣♦ ❞❡♥❜♦r❛ ❣♦r❞❡t③❡♥ ❞✉✱ ❡t❛ t♦❝ ✐♥str✉❦③✐♦❛❦ ♠♦♥✐t♦r❡❛♥ ❡r❛❜✐❧✐t❛❦♦
❞❡♥❜♦r❛ ❡♠❛♥❣♦ ❞✐❣✉✳ ❜❡❡♣ ✐♥str✉❦③✐♦❛❦✱ ❜❡rr✐③✱ ♦r❞❡♥❛❣❛✐❧✉❛r❡♥ ✏❜❡❡♣✑ s♦✐♥✉ ❜❛t ❡♠❛♥❣♦
❞✐❣✉✳ ❆❞✐❜✐❞❡③✱

t✐❝

❜❡❡♣

♣❛✉s❡✭✺✮

❜❡❡♣

t♦❝

❑♦❞❡ ❤❛✉ ❡①❡❦✉t❛t③❡♥ ❞❡♥❡❛♥✱ ✏❜❡❡♣✑ ❜❛t ❡♠❛♥❣♦ ❞✐❣✉✳ ❇♦st s❡❣✉♥❞♦ ❣❡r♦❛❣♦ ❜❡st❡
✏❜❡❡♣✑ ❜❛t ❡♥t③✉♥❣♦ ❞✉❣✉✱ ❡t❛ ♠♦♥✐t♦r❡❛♥ ♠❡③✉ ❤❛✉ ✐③❛♥❣♦ ❞✉❣✉✿

❊❧❛♣s❡❞ t✐♠❡ ✐s ✺✳✵✵✻✸✵✻ s❡❝♦♥❞s✳

Pr♦❣r❛♠❛ ❜❛t❡♥ ❡①❡❦✉③✐♦❛ ♠♦③t✉ ♥❛❤✐ ❜❛❞✉❣✉✱ ♥❛❤✐❦♦❛ ❞❛ ❈tr❧✰❈ ❥♦t③❡❛✳

✷✳✷✽✳ ❛❞✐❜✐❞❡❛✳ ❊❣✐t✉r❛ ❤❛❜✐❛r❛t✉❛❦✳ ❆❞✐❡r❛③♣❡♥ ❤♦♥❡♥ ❜✐❞❡③ ❦❛❧❦✉❧❛ ❞✐t③❛❦❡❣✉ f(x) =
ax2 + bx+ c ❡❦✉❛③✐♦ ❦♦❛❞r❛t✐❦♦❛r❡♥ ❡rr♦❛❦✿

x =
−b±

√
b2 − 4ac

2a

●❛r❛t✉ ❢✉♥t③✐♦ ❜❛t✱ ❢♦r♠✉❧❛ ❤♦r✐ ✐♥♣❧❡♠❡♥t❛t③❡❦♦ ❦♦❡✜③✐❡♥t❡❡♥ ❜❛❧✐♦❛❦ ✜♥❦❛t✉ ❡t❛ ❣❡r♦✳

❊❜❛③♣❡♥❛✿

✸✵
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❢✉♥❝t✐♦♥ ❡rr♦❦♦❛❞✭❛✱❜✱❝✮

✪ ❡rr♦❦♦❛❞✿ ❡❦✉❛③✐♦ ❦♦❛❞r❛t✐❦♦❛r❡♥ ❡rr♦❛❦

✪ ❡rr♦❦♦❛❞✭❛✱❜✱❝✮✿ ❡❦✉❛③✐♦ ❦♦❛❞r❛t✐❦♦❛r❡♥ ❡rr♦ ❡rr❡❛❧ ❡t❛ ❦♦♥♣❧❡①✉❛❦

✪ ✐♥♣✉t✿

✪ ❛❂✷✳ ♠❛✐❧❛❦♦ ❦♦❡❢✐③✐❡♥t❡❛

✪ ❜❂✶✳ ♠❛✐❧❛❦♦ ❦♦❡❢✐③✐❡♥t❡❛

✪ ❝❂✵✳ ♠❛✐❧❛❦♦ ❦♦❡❢✐③✐❡♥t❡❛

✪ ♦✉t♣✉t✿

✪ r✶❂✶✳ ❡rr♦❛r❡♥ ③❛t✐ ❡rr❡❛❧❛

✪ ✐✶❂✶✳ ❡rr♦❛r❡♥ ③❛t✐ ✐r✉❞✐❦❛r✐❛

✪ r✷❂✷✳ ❡rr♦❛r❡♥ ③❛t✐ ❡rr❡❛❧❛

✪ ✐✷❂✷✳ ❡rr♦❛r❡♥ ③❛t✐ ✐r✉❞✐❦❛r✐❛

✐❢ ❛❂❂✵

✪ ❦❛s✉ ❜❡r❡③✐❛❦

✐❢ ❜⑦❂✵

✪ ❡rr♦ ❡rr❡❛❧ ❜❛❦✉♥❛

r✶❂✲❝✴❜

❡❧s❡

✪ s♦❧✉③✐♦ ♥❛❜❛r✐❛

❡rr♦r✭✬❙♦❧✉③✐♦ ♥❛❜❛r✐❛✳ ❙❛✐❛t✉ ❜❡rr✐r♦✬✮

❡♥❞

❡❧s❡

✪ ❢♦r♠✉❧❛ ❦♦❛❞r❛t✐❦♦❛

❞❂❜❫✷✲✹✯❛✯❝❀ ✪ ❞✐s❦r✐♠✐♥❛♥t❡❛

✐❢ ❞❃❂✵

✪ ❡rr♦ ❡rr❡❛❧❛❦

r✶❂✭✲❜✰sqrt✭❞✮✮✴✭✷✯❛✮

r✷❂✭✲❜✲sqrt✭❞✮✮✴✭✷✯❛✮

❡❧s❡

✪ ❡rr♦ ❦♦♥♣❧❡①✉❛❦

r✶❂✲❜✴✭✷✯❛✮

✐✶❂sqrt✭❛❜s✭❞✮✮✴✭✷✯❛✮

r✷❂r✶

✐✶❂✲✐✶

❡♥❞

❡♥❞

❖r❛✐♥✱ ❦❛❧❦✉❧✉ ❤❛✉❡❦ ❡❣✐♥ ❞✐t③❛❦❡❣✉✿

❃❃ ❡rr♦❦♦❛❞✭✶✱✶✱✶✮

r✶❂

✲✵✳✺✵✵✵

✐✶❂

✸✶



✸✷ ❊✳ ▼✐❥❛♥❣♦s ✭❖❈❲✲✷✵✶✹ ♣r♦✐❡❦t✉❛✮

✵✳✽✻✻✵

r✷❂

✲✵✳✺✵✵✵

✐✷❂

✲✵✳✽✻✻✵

❃❃ ❡rr♦❦♦❛❞✭✶✱✺✱✶✮

r✶❂

✲✵✳✷✵✽✼

r✷❂

✲✹✳✼✾✶✸

❃❃ ❡rr♦❦♦❛❞✭✵✱✺✱✶✮

r✶❂

✲✵✳✷✵✵✵

❃❃ ❡rr♦❦♦❛❞✭✵✱✵✱✵✮

❄❄❄ ❊rr♦r ✉s✐♥❣ ❂❂❃ ❡rr♦❦♦❛❞

❙♦❧✉③✐♦ ♥❛❜❛r✐❛✳ ❙❛✐❛t✉ ❜❡rr✐r♦

✷✳✽✳✼✳ ▼✲✜t①❛t❡❣✐❡✐ ❢✉♥t③✐♦❛❦ ✐❣♦rr✐

▼✲❢✉♥t③✐♦ ❜❛t ❣❛r❛t✉ ❞❛✐t❡❦❡ ❡❦✉❛③✐♦ ❜❡rr✐ ❜❛❦♦✐t③❡r❛❦♦✱ ❜❛✐♥❛ ❛✉❦❡r❛ ❤♦❜❡❛ ❞❛ ❢✉♥t③✐♦
❣❡♥❡r✐❦♦ ❜❛t ❞✐s❡✐♥❛t③❡❛ ❡t❛ ❛♥❛❧✐③❛t✉ ♥❛❤✐ ❞✉❣✉♥ ❡❦✉❛③✐♦❛ ❛r❣✉♠❡♥t✉ ❣✐s❛ ♣❛s❛t③❡❛✳ ▼❆❚✲
▲❆❇❡♥ ❤✐③❦❡r❛♥✱ ❤♦rr❡❧❛❦♦ ❢✉♥t③✐♦❡❦ ❢✉♥t③✐♦ ❢✉♥t③✐♦❛❦ ✐③❡♥❛ ❞✉t❡✳

❋✉♥t③✐♦ ❛♥♦♥✐♠♦❛❦

❋✉♥t③✐♦ ❛♥♦♥✐♠♦❛❦ ❡r❛❜✐❧✐③ ❢✉♥t③✐♦ s♦✐❧ ❜❛t s♦r ❞❡③❛❦❡❣✉✱ ▼✲✜t①❛t❡❣✐ ❜❛t s♦rt✉ ❣❛❜❡✳ ❆❣✐♥✲
❞✉❡♥ ❧❡✐❤♦ ❜❛t❡♥ ❜❛r♥❡❛♥ ❞❡✜♥✐ ❞❛✐t❡③❦❡ ❤❛✐❡❦✱ ❤♦♥❡❧❛❦♦ s✐♥t❛①✐ ❜❛t❡♥ ❜✐❞❡③✿

❢❡s❦✉❧❡❦✉ ❂ ❅✭❛r❣✉♠③❡rr❡♥❞❛✮ ❛❞✐❡r❛③♣❡♥❛

♥♦♥ ❢❡s❦✉❧❡❦✉ ❂ ③✉❦ ❡r❛❜✐❧ ❞❡③❛❦❡③✉♥ ❢✉♥t③✐♦✲❡s❦✉❧❡❦✉❛ ❜❛✐t❛✱ ❛r❣✉♠③❡rr❡♥❞❛ ❢✉♥t③✐♦❛r❡♥
❛r❣✉♠❡♥t✉❡♥ ③❡rr❡♥❞❛✱ ❦♦♠❡❦✐♥ ❜❡r❡✐③✐t❛✱ ❡t❛ ❛❞✐❡r❛③♣❡♥❛ ▼❆❚▲❆❇❡❦♦ ❛❞✐❡r❛③♣❡♥ ❜❛t✳
❆❞✐❜✐❞❡③✱

❃❃ ❢✶❂❅✭①✱②✮ ①❫✷ ✰ ②❫✷❀

❃❃ ❢✶✭✸✱✹✮

❛♥s ❂

✷✺

✸✷



✷✳✽✳ ▼❆❚▲❆❇❡③ ♣r♦❣r❛♠❛t③❡♥✿ ▼✲✜t①❛t❡❣✐❛❦ ✭❖❈❲✲✷✵✶✹ ♣r♦✐❡❦t✉❛✮ ✸✸

❇❡st❡ ❛❞✐❜✐❞❡ ❜❛t✿

❃❃ ❛❂✹❀

❃❃ ❜❂✷❀

❃❃ ❢✷❂❅✭①✮ ❛✯①❫❜❀

❃❃ ❢✷✭✸✮

❛♥s ❂

✸✻

❛ ❡t❛ ❜✲r❛❦♦ ❜❛❧✐♦ ❜❡rr✐❛❦ s❛rt③❡♥ ❜❛❞✐t✉❣✉✱ ❡③ ❞❛ ❛❧❞❛t③❡♥ ❢✉♥t③✐♦ ❛♥♦♥✐♠♦❛r❡♥ ❜❛❧✐♦❛✿

❃❃ ❛❂✸❀

❃❃ ❢✷✭✸✮

❛♥s ❂

✸✻

❇❛✐♥❛✱ ❣✉❦ ❜✐rs♦rt③❡♥ ❜❛❞✉❣✉ ❢✉♥t③✐♦ ❜❡r❛✱ ❜❛❧✐♦❛ ❛❧❞❛t✉❦♦ ❞❛✿

❃❃ ❢✷❂❅✭①✮ ❛✯①❫❜❀

❃❃ ❢✷✭✸✮

❛♥s ❂

✷✼

❆♥t③❡❦♦ ❡♠❛✐t③❛❦ ❧♦rt③❡❦♦ ❜❡st❡ ❜✐❞❡ ❜❛t ✐♥❧✐♥❡ ❢✉♥t③✐♦❛ ❡r❛❜✐❧t③❡❛ ❞❛✳ ❍❛✉ ❞❛✿

❃❃ ❢✶❂✐♥❧✐♥❡✭✬①❫✷ ✰ ②❫✷✬✱✬①✬✱✬②✬✮❀

❋✉♥t③✐♦ ❢✉♥t③✐♦❛❦

❋✉♥t③✐♦ ❢✉♥t③✐♦❛❦ ❜❡st❡ ❢✉♥t③✐♦ ❜❛t③✉❡t❛♥ ❡r❛❣✐t❡♥ ❞✉t❡♥ ❢✉♥t③✐♦❛❦ ❞✐r❛ ❡t❛ ❢✉♥t③✐♦❛❦ ❛r❣✉✲
♠❡♥t✉ ❣✐s❛ ♣❛s❛t③❡♥ ❞✐r❛✳ ❆❞✐❜✐❞❡ ❛r❣✐ ❜❛t ❢♣❧♦t ❢✉♥t③✐♦❛r❡♥❛ ❞❛❀ ❤♦♥❡❦ ❢✉♥t③✐♦❡♥ ❣r❛✜❦♦❛❦
♠❛rr❛③t❡♥ ❞✐t✉✳ ❍❛✉ ❞❛ ❜❡r❡ ✐❞❛③❦❡r❛ ❧❛❜✉r ❜❛t✿

❢♣❧♦t✭❢✉♥✱❧✐♠s✮

♥♦♥ ❢✉♥ ❢✉♥t③✐♦ ♠❛t❡♠❛t✐❦♦❛ ♠❛rr❛③t✉❦♦ ❜❛✐t❛ ❧✐♠s❂❬①♠✐♥✱①♠❛①❪ ♠✉❣❡♥ ❛rt❡❛♥✳ ❆❞✐❜✐❞❡③✿

❃❃ ✈❡❧❂❅✭t✮ ✳✳✳

sqrt✭✾✳✽✶✯✻✽✳✶✴✵✳✷✺✮✯t❛♥❤✭sqrt✭✾✳✽✶✯✵✳✷✺✴✻✽✳✶✮✯t✮

❃❃ ❢♣❧♦t✭✈❡❧✱❬✵ ✶✷❪✮

✸✸



✸✹ ❊✳ ▼✐❥❛♥❣♦s ✭❖❈❲✲✷✵✶✹ ♣r♦✐❡❦t✉❛✮

❍♦♥❡❦ t = 0✲t✐❦ t = 12✲r❛❦♦ ♠❛rr❛③❦✐ ❜❛t s♦rt✉❦♦ ❞✉✳

✷✳✷✾✳ ❛❞✐❜✐❞❡❛✳ ❙♦rt✉ ❢✉♥t③✐♦ ❢✉♥t③✐♦❛r❡♥ ▼✲✜t①❛t❡❣✐ ❜❛t✱ t❛rt❡ ❜❛t❡❦♦ ❢✉♥t③✐♦ ❜❛t❡♥ ❜❛❧✐♦❡♥
❜❛t❡③❜❡st❡❦♦❛ ❦❛❧❦✉❧❛t③❡❦♦✳ ❍❛✉ ✐❦✉s✐❦♦ ❞✉❣✉ t >= 0✲t✐❦ t = 12✲r❛❦♦ t❛rt❡❦♦ ♣✉❡♥t✐♥❣✲
❥❛✉③✐❧❛r✐❛r❡♥ ❛❜✐❛❞✉r❛ ❡r❛❜✐❧✐③✳

❊❜❛③♣❡♥❛✳ ❍❛✉ ❞❛ ❤♦r✐ ❧♦rt③❡❦♦ ❜✐❞❡ ❜❛t✿

❃❃ t❂❧✐♥s♣❛❝❡✭✵✱✶✷✮❀

❃❃ ✈❂sqrt✭✾✳✽✶✯✻✽✳✶✴✵✳✷✺✮✯t❛♥❤✭sqrt✭✾✳✽✶✯✵✳✷✺✴✻✽✳✶✮✯t✮❀

❃❃ ♠❡❛♥✭✈✮

❛♥s ❂

✸✻✳✵✽✼✵

❇❡st❡ ❜✐❞❡ ❜❛t✿

❢✉♥❝t✐♦♥ ❢❜❜ ❂ ❢✉♥❝❜❜✭❛✱❜✱♥✮

✪

✪ ❢✉♥❝❜❜✿ ❜❛t❡③❜❡st❡❦♦❛ ❦❛❧❦✉❧❛t③❡♥ ❞✉

✪ ✐♥♣✉t✿

✪ ❛ ❂ t❛rt❡❛r❡♥ ❡③❦❡r ♠✉t✉rr❛

✪ ❜ ❂ t❛rt❡❛r❡♥ ❡s❦✉✐♥ ♠✉t✉rr❛

✪ ♥ ❂ t❛rt❡❛r❡♥ ♣✉♥t✉❡♥ ❦♦♣✉r✉❛

✪ ♦✉t♣✉t✿

✪ ❢❜❜ ❂ ❢✉♥t③✐♦❛r❡♥ ❜❛❧✐♦❡♥ ❜❛t❡③❜❡st❡❦♦❛

① ❂ ❧✐♥s♣❛❝❡✭❛✱❜✱♥✮❀

② ❂ ❢✉♥❝✭①✮❀

❢❜❜ ❂ ♠❡❛♥✭②✮❀

❡♥❞

❢✉♥❝t✐♦♥ ❢ ❂ ❢✉♥❝✭t✮

❢❂sqrt✭✾✳✽✶✯✻✽✳✶✴✵✳✷✺✮✯t❛♥❤✭sqrt✭✾✳✽✶✯✵✳✷✺✴✻✽✳✶✮✯t✮❀

❡♥❞

❡t❛ ❣❡r♦✱

❃❃ ❢✉♥❝❜❜ ✭✵✱✶✷✱✻✵✮

❛♥s ❂

✸✻✳✵✶✷✼

✸✹



✷✳✽✳ ▼❆❚▲❆❇❡③ ♣r♦❣r❛♠❛t③❡♥✿ ▼✲✜t①❛t❡❣✐❛❦ ✭❖❈❲✲✷✵✶✹ ♣r♦✐❡❦t✉❛✮ ✸✺

❊♠❛✐t③❛ ❜❡r❞✐♥❛ ❧♦rt③❡❦♦ ❜❡st❡ ❡r❛ ❜❛t ❞❛ ❛❜✐❛❞✉r❛ ❦❛❧❦✉❧❛t③❡❦♦ ❢✉♥t③✐♦❛ ❛r❣✉♠❡♥t✉ ♠♦❞✉❛♥
s❛rt③❡❛❀ ❤❛✉ ❞❛✿

❢✉♥❝t✐♦♥ ❢❜❜ ❂ ❢✉♥❝❜❜✭❢✱❛✱❜✱♥✮

✪

✪ ❢✉♥❝❜❜✿ ❜❛t❡③❜❡st❡❦♦❛ ❦❛❧❦✉❧❛t③❡♥ ❞✉

✪ ✐♥♣✉t✿

✪ ❢ ❂ ❜❛❧✐♦③t❛t✉ ♥❛❤✐ ❞✉❣✉♥ ❢✉♥t③✐♦❛

✪ ❛ ❂ t❛rt❡❛r❡♥ ❡③❦❡r ♠✉t✉rr❛

✪ ❜ ❂ t❛rt❡❛r❡♥ ❡s❦✉✐♥ ♠✉t✉rr❛

✪ ♥ ❂ t❛rt❡❛r❡♥ ③❛t✐❡♥ ❦♦♣✉r✉❛

✪ ♦✉t♣✉t✿

✪ ❢❜❜ ❂ ❢✉♥t③✐♦❛r❡♥ ❜❛❧✐♦❡♥ ❜❛t❡③❜❡st❡❦♦❛

① ❂ ❧✐♥s♣❛❝❡✭❛✱❜✱♥✮❀

② ❂ ❢✭①✮❀

❢❜❜ ❂ ♠❡❛♥✭②✮❀

❡♥❞

●❡r♦✱ ❤❛✉ ✐❞❛t③✐❦♦ ❞✉❣✉✿

❃❃ ❛❜✐❂❅✭t✮ ✳✳✳

sqrt✭✾✳✽✶✯✻✽✳✶✴✵✳✷✺✮✯t❛♥❤✭sqrt✭✾✳✽✶✯✵✳✷✺✴✻✽✳✶✮✯t✮❀

❃❃ ❢✉♥❝❜❜✭❛❜✐✱✵✱✶✷✱✻✵✮

❛♥s ❂

✸✻✳✵✶✷✼

❋✉♥t③✐♦❡♥ ♣❛r❛♠❡tr♦❛❦ ❛❧❞❛t③❡❛

■❦❡rt③❡❦♦ ♦r❞✉❛♥ ♦s♦ ❛rr✉♥t❛ ❞❛ ✐❦✉st❡❛ ♥♦❧❛ ❛❧❞❛t③❡♥ ❞❡♥ ♠❡♥♣❡❦♦ ❛❧❞❛❣❛✐❛r❡♥ ❜❛❧✐♦❛
❢✉♥t③✐♦❡♥ ♣❛r❛♠❡tr♦❛❦ ❛❧❞❛t③❡♥ ❞✐t✉❣✉♥❡❛♥✳ P❛r❛♠❡tr♦❡✐ ❜✉r✉③❦♦ ✐❦❡r❦❡t❛ ❤♦rr✐ ❡r❡❞✉❛r❡♥
s❡♥ts✐❜✐❧✐t❛t❡❛r❡♥ ✐❦❡r❦❡t❛ ❞❡r✐t③♦❣✉✳

❆✉rr❡❦♦ ✷✳✷✾✳ ❛❞✐❜✐❞❡❦♦ ❢✉♥❝❜❜ ❢✉♥t③✐♦❛r❡♥ s❡♥ts✐❜✐❧✐t❛t❡✲❛♥❛❧✐s✐ ❜❛t ❡❣✐♥ ♥❛❤✐ ❜❛❞✉❣✉✱
▼✲✜❧❡ ❤❛✉ ✐❞❛t③ ❞❡③❛❦❡❣✉✿

❢✉♥❝t✐♦♥ ❢❜❜❂❢✉♥❝❜❜✭❢✱❛✱❜✱♥✱✈❛r❛r❣✐♥✮

① ❂ ❧✐♥s♣❛❝❡✭❛✱❜✱♥✮❀

② ❂ ❢✭①✱✈❛r❛r❣✐♥✭✿✮✮❀

❢❜❜ ❂ ♠❡❛♥✭②✮❀

●❡r♦❛❣♦✱ ❢✉♥t③✐♦ ❛♥♦♥✐♠♦ ❤❛✉ ✐❞❛t③✐❦♦ ❞✉❣✉✿

✸✺



✸✻ ❊✳ ▼✐❥❛♥❣♦s ✭❖❈❲✲✷✵✶✹ ♣r♦✐❡❦t✉❛✮

❃❃ ❛❜✐❂❅✭t✱♠✱❝❞✮ sqrt✭✾✳✽✶✯♠✴❝❞✮✯t❛♥❤✭sqrt✭✾✳✽✶✯❝❞✴♠✮✯t✮❀

❡t❛ ❣❡r♦✱ ♠ ❡t❛ ❝❞ ♣❛r❛♠❡tr♦❡♥ ❜❛❧✐♦ ❞❡s❜❡r❞✐♥❡t❛r❛❦♦ ❛❜✐❛❞✉r❛ ❦❛❧❦✉❧❛ ❞❡③❛❦❡❣✉✳ ❆❞✐❜✐❞❡③✱
m = 68.1 ❡t❛ cd = 0.25 ❜❛❞✐r❛✱ ❤❛✉ ❡♠❛t❡♥ ❞✉✿

❃❃ ❢✉♥❝❜❜✭❛❜✐✱✵✱✶✷✱✻✵✱✻✽✳✶✱✵✳✷✺✮

❛♥s ❂

✸✻✳✵✶✷✼

●❡r♦✱ m = 100 ❡t❛ cd = 0.28 ❜❛❞✐r❛✱ ❤❛✉ ❡♠❛t❡♥ ❞✉✿

❃❃ ❢✉♥❝❜❜✭❛❜✐✱✵✱✶✷✱✻✵✱✶✵✵✱✵✳✷✽✮

❛♥s ❂

✸✽✳✾✸✹✺

✸✻


