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1. RESUMEN

Se describen las técnicas mas usuales para estimar la
media, la varianza y otros parametros poblacionales
con valores aislados (estimacion puntual) o mediante
intervalos de confianza.

Palabras clave:
» estimador puntual
» metodo de los momentos
» méetodo de maxima verosimilitud
» intervalo de confianza
» nivel de confianza
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2. INDICE DEL TEMA
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3. INTRODUCCION

» en Estadistica, una estimacion consiste en la reali-

zacion de una inferencia sobre el valor del parametro

de una poblacion usando la informacion obtenida a
través de una muestra

» en Estadistica hay tres formas de inferir un valor de
un parametro de una poblacion:

e estimacion puntual: regla 6 formula que permite calcular un

valor concreto de ese parametro basandose en la informacion
contenida en una muestra

e estimacion por intervalos de confianza: regla 6 formula
que usa la informacion muestral para hallar un intervalo 6
region de confianza para el valor de dicho parametro

e contraste de hipotesis: tomando una decision sobre un
valor hipotético del parametro



3. INTRODUCCION
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3. INTRODUCCION

» ejemplo: el rendimiento de un equipo de trabajo en una
cadena de produccion puede estar representado por el nimero
medio de componentes producidas.

Supongase que un ingeniero quiere proporcionar informacion
acerca de este promedio en su equipo. Posibilidades:

e tratar de estimar el promedio de componentes producidas a
través de un unico valor estimado

e proporcionar un intervalo de valores en el que tenga mucha
confianza de que se encuentre el valor promedio

e comparar el valor promedio de su equipo con un valor
hipotético para, por ejemplo, demostrar que tiene un mejor
rendimiento que el promedio general de la empresa

» notacion:
e pardametro de la poblacidn que se quiere estimar: &

e estimador puntual de dicho pardmetro: &






4. ESTIMACION PUNTUAL

Estimador puntual: regla que indica como calcular
una estimacion numeérica de un parametro poblacional
desconocido, 6, a partir de los datos de una muestra

~

» notacion: g

Estimacion puntual: numero concreto que resulta
del calculo de la regla para una muestra dada

» ejemplo: si se desea obtener estimaciones de la media de

una v.a. parece lo mas légico utilizar como estimador la media
muestral

e cada media muestral (una por muestra) es una estimacion
puntual de la media poblacional




4. ESTIMACION PUNTUAL

» entonces, un estimador puntual

e usa la informacion aportada por una muestra para calcular
un Unico valor que se utiliza para estimar el parametro de
una poblacion

e como se calcula a partir de una muestra tiene una distribucion
muestral que describe por completo sus propiedades

» Ejemplo. Segun el teorema central del limite, bajo

ciertas hipotesis:
= o
X =N , ——
[” ﬁ]

e L/: media de la poblacién

e 0. desviacion tipica de la poblacion
e N1: tamano de la muestra



4. ESTIMACION PUNTUAL

> Ejemplo. xw[ﬂ;f]
n

e por la simetria de la grafica de la distribucidon normal, la media
muestral tiene la misma probabilidad de quedar “por encima”
0 “por debajo” de la media poblacional

. — 20
e ademas: P(X—,u<ﬁ]=0.95

Funcidon de
densidad de X
|
~950, | FA/

p—20_ ,u p+20

X




4. ESTIMACION PUNTUAL

Propiedades

» Las caracteristicas mostradas en la figura anterior
identifican las dos propiedades mas deseables de los
estimadores puntuales

» Propiedad 1

e aunque el estimador no proporcione siempre el valor exacto
del parametro, al menos debe equivocarse en igual medida por
exceso que por defecto

e |lo ideal es que la distribucion muestral de un estimador esté
centrada en el parametro que se desea estimar

e este tipo de estimadores se denominan insesgados



4. ESTIMACION PUNTUAL

Propiedades

» Propiedad 1

e un estimador, 9, de un parametro 0 se dice insesgado si la
media de la distribucion muestral de dicho estimador puntual es
igual que el parametro de la poblacion que estima, 6

AAEY;

e en caso contrario, el estimador se dice sesgado: | E [9];& 6

e el sesgo B de un estimador puntual, @, se define como la di-
ferencia entre la media de la distribucion muestral del estimador

puntual y el parametro estimado, 6 en valor absoluto

B (0)=E|8]-6 | i | B (5)=| E|8]-0




4. ESTIMACION PUNTUAL

Propiedades

» Propiedad 1

distribucidon muestral de _
un estimador insesgado @,
de un parametro 6

distribucidn muestral de _
un estimador sesgado &
de un parametro 6

7

Sesgo




4. ESTIMACION PUNTUAL

Propiedades

» Propiedad 2

e ademas de la falta de sesgo, es deseable que la distribucion
muestral de un estimador tenga varianza minima

e es decir, que la dispersion de la distribucion muestral sea lo
mas pequena posible con lo que las estimaciones tiendan a ser
cercanas al valor del parametro 6 que se estima

e estimador insesgado de minima varianza de un parametro
O es aquél estimador, @, que tiene la varianza mas pequena de
entre todos los estimadores insesgados

e error estandar de un estimador: desviacion tipica de dicho
estimador



4. ESTIMACION PUNTUAL

Propiedades

» Propiedad 2

e no siempre es facil encontrar este estimador y, en ocasiones,

se admite un ligero sesgo con tal de que la varianza del esti-
mador sea minima

e en casos asi, se elige el estimador que minimiza el error cua-
dratico medio




4. ESTIMACION PUNTUAL

Propiedades

» Propiedad 2

e error cuadratico medio de un estimador (9 ): media del
cuadrado de la desviaciones entre el estimador puntual y el
parametro estimado, 6

vse (8)=k|(6-6) |

e se puede demostrar que: | MSE (9):Var [9]+(B (9))2

e entonces, si € es un estimador puntual insesgado se tiene:

MSE (8)=Var ||




4. ESTIMACION PUNTUAL

Propiedades

» Ejemplo. Para estimar la cantidad media reclamada por incen-
dio en pisos de tamano medio se ha muestreado los ficheros de
una compania de seguros y se han obtenido las siguientes canti-
dades reclamadas en 10 incendios medidas en miles de euros:

12.1,5.5,6.3,1.2,8.0, 14.1, 4.2, 5.1, 6.6, 10.3

Solucion

e estimador (insesgado) de la media de cantidades reclamadas:

12.1+55+6.3+1.2+8.0+14.1+4.2+5.1+6.6 +10.3 _ 73.4
10

e se estima que la cantidad media reclamada por incendio es de
7340€ ya que, como se ha visto:| E|X |= u

X = =7.34




4. ESTIMACION PUNTUAL

Propiedades

» Ejemplo. Para estimar la cantidad media reclamada por incen-
dio en pisos de tamano medio se ha muestreado los ficheros de
una compania de seguros y se han obtenido las siguientes canti-
dades reclamadas en 10 incendios medidas en miles de euros:

12.1,5.5,6.3,1.2,8.0, 14.1, 4.2, 5.1, 6.6, 10.3

Solucion

e error estandar: SD[)?]:U% -9

n

e {cOmo puede reducirse el error estandar a la mitad?

¢ multiplicando por 4 el tamano de la muestra



4. ESTIMACION PUNTUAL

Estimacion de la media de una v.a.

» sea X1, X2, ..., Xn una muestra aleatoria de un v.a. X
normal con media y y desviacion tipica o

» como ya se ha visto:

e |la media muestral es un estimador insesgado de la media de X

"0 E|X|=p

X+ X+ 4

X =
n

e el error estandar es:

SD[X]:JY:—E—

n




4. ESTIMACION PUNTUAL

Estimacion de la varianza de una v.a.

» sea X1, X2, ... , Xn una muestra aleatoria simple de una
v.a. X normal con media y y desviacion tipica o

» se demuestra que:

e |la cuasivarianza muestral es un estimador insesgado de la
varianza de la v.a. X

i=n

1
n-14=

s?=s2,=S%= (%, -X)? m £|s?|=0?




4. ESTIMACION PUNTUAL

Estimacion de la varianza de una v.a.

» Ejemplo (ejercicio 1). Sea X1, X2, ... , Xn una muestra alea-
toria simple de una poblacion normal con media U y varianza O ?

1. demostrar que la cuasivarianza muestral es un estimador
insesgado de la varianza de la poblacion

2. ées la varianza muestral un estimador insesgado de la varianza
de la poblacion?

Solucion

e en el tema Distribuciones muestrales se vio: | P>

§2=_" (g2 (h-1)52 _ ,
n-1 0_2 ~Xn—1




4. ESTIMACION PUNTUAL

Estimacion de la varianza de una v.a.

» Ejemplo (ejercicio 1).

Solucion
-1)$°
1. (n 0.2 :/\/nz—l
i _ 22
. (n ;2&
- _ 22
. (n 12&
o




4. ESTIMACION PUNTUAL

Estimacion de la varianza de una v.a.

» Ejemplo (ejercicio 1).

Soluciéon

~-1)5°2
(n 2 :an_l 2
2. g nis®
§2:LE2 o’ ~ A
n-1 _
) - -
E ”UEE =€ [x2,]=n-1 n
:n|_—$2: . "» ?[E[SZ
E_ — _:?[E[sz] ] ‘

La varianza muestral NO es un
estimador insesgado de O




4. ESTIMACION PUNTUAL

Estimacion de una proporcion poblacional

» se desea estimar una proporcion desconocida, p, que
representa la probabilidad de un suceso dentro de un
espacio muestral

» sea X1, X2, ... , Xn una muestra de resultados del expe-
rimento asociado al espacio muestral denotando Xi=1
el exito del suceso en el i-ésimo experimento y Xi=0
el fracaso

» en este caso: e
e estimador insesgado de p: I5=H > X

e error estandar: s.e.(f)):SD[p]:\/




4. ESTIMACION PUNTUAL

Estimacion de una proporcion poblacional

» error estandar:

s-e-(ﬁ):SD[ﬁ]=Jp(l‘p)

n

e N0 puede evaluarse ya que p es desconocido

e si el tamano de la muestra, n, es grande se utiliza el valor del
estimador en lugar de p en la expresion que da el error estandar

e cota superior:

si 0sp<l: pll-p)<sd __AS/:L: 1
( )4~5e(p) an 2\/F




4. ESTIMACION PUNTUAL

Estimacion de una proporcion poblacional

» Ejemplo. En una muestra de 1000 individuos de una poblacidn
el nUmero de varones es de 510.

e estimacion de la proporcidn de varones en la poblacion total:

510

p=—— =0.51
1000

e cota superior del error estandar: | se.(p)< L =0.01581139

2 ,/1000

e estimacion del error estandar:

se. (ﬁ)zJ 'a(ln_'a) =0.0158082




5. OBTENCION DE ESTIMADORES
PUNTUALES: METODOS

» se ha estimado |la media y |la varianza de una v.a.
(poblacion) con una distribucidon normal mediante la
media muestral y la cuasivarianza muestral, respec-
tivamente

» sin embargo, hay distribuciones tedricas que no de-
penden directamente de |la media o la varianza:

e |la binomial depende de p

e lagammade ky A

» existen varias maneras de estimar estos parametros,
se van a ver dos de los mas sencillos:

e método de los momentos

e Mmétodo de maxima verosimilitud



6. METODO DE LOS MOMENTOS

» se va a explicar el método solo para distribuciones de
uno o dos parametros poblacionales, que son del tipo
de las que se han visto

» sea X1, X2, ... , Xn una muestra aleatoria simple de una
v.a. X

1. si la distribucion de X depende de un parametro, 6

e la media poblacional de X es funcién 6: | E[ X |=u=f(6)

e el estimador del parametro 6, 2 , propuesto por el metodo de
los momentos se obtiene despejandolo (si es posible) de la
ecuacion:

x=f(6)




6. METODO DE LOS MOMENTOS

» sea X1, X2, ..., Xn una muestra aleatoria simple de una
v.a. X

1. si la distribucion de X depende de un solo parametro 6

e ejemplo: sea X~B(n;p)
¢ media de la poblacién binomial: | E[ X |= g=nip=f(p)

¢ estimador de p propuesto por el método:

x=np=f(p) = p=

e ejemplo: sea X~&(A)

, . 1
¢ media de la poblacién exponencial: E[X]:u:; =f(A)

¢ estimador de A propuesto por el método:

x===tl1) = 2=2




6. METODO DE LOS MOMENTOS

» sea X1, X2, ... , Xn una muestra aleatoria simple de una
v.a. X

2. si la distribucion de X depende de dos parametros, 61 y 62
e |la media poblacional de X es funcién de ambos:
E[X]=u=f(6,,6,)

e igualmente, la varianza poblacional de X esta expresada como
funcion de esos parametros:

Var[x]:azzg(el,gz)

e segun este método, los estimadores de 61y 62, 91y 92 , Se
obtienen despejandolos (si es posible) del sistema de ecuaciones:




6. METODO DE LOS MOMENTOS

» sea X1, X2, ... , Xn una muestra aleatoria simple de una
v.a. X

2. si la distribucion de X depende de dos parametros, 61 y 62

e ejemplo: sea X~Gamma(k;A)
k
¢ media de la poblacion: E[X]:#:;:f(k,/‘)

¢ varianza de la poblacién: |var[ X | = o2 :%:g(k,/])

¢ estimadores de k y A propuestos por el metodo:

X

R ol ERE . R

2 2
Sn—l Sn—l




7.METODO DE MAXIMAVEROSIMILITUD

» el metodo obedece a un principio muy logico: dada
una muestra se escogen como estimadores aquellos
valores de los parametros que hagan mas creibles (o
mas verosimiles) los datos de la muestra

» en el siguiente ejemplo se ven las ideas basicas del
meétodo de maxima verosimilitud que nos llevaran a
la definicion general

» Ejemplo. Se sabe que en una urna hay 4 bolas (que
pueden ser blancas o negras). La proporcion de bolas
blancas, 6, es desconocida y puede tomar los valores:

9=1{0,%,2,3 1]

4




7.METODO DE MAXIMAVEROSIMILITUD

» Ejemplo. Para obtener mas informacion, se extraen
de la urna 2 bolas con reemplazamiento (con lo que
se garantiza la independencia de las observaciones).
Supongase que la primera bola es blanca y la segunda
negra, denotandolo como BN.

6={0,4 2 3 1}

’4’414’

e |la probabilidad de obtener, precisamente, esa muestra depende
de la proporcion de bolas blancas en la urna, 6

e |la idea del método de maxima verosimilitud es muy sencilla y
razonable; tomar como estimacion de 6 aquel valor que da la
mayor probabilidad a la muestra obtenida



7.METODO DE MAXIMAVEROSIMILITUD

» Ejemplo. 9:{0 1,23 1}

1414141

e se calcula la probabilidad de obtener la muestra BN

si =0

Mayor probabilidad
para la muestra
obtenida

P (BN6)=4

Si la muestra obtenida
es BN el estimador de
maxima verosimilitud es

E
2

Aw AN M

g =




7.METODO DE MAXIMAVEROSIMILITUD

» sea xi, X2, ... , Xn Una muestra aleatoria simple con n
observaciones de una v.a. X

e Si X es discreta:

¢ funcidn de masa de probabilidad: p(x)
¢ funcion de probabilidad de la muestra:

p(xl’XZ’ ,Xn)Zp(Xl)[p(Xz)[ [p(Xn)

e Si X es continua:
¢ funcidon de densidad de probabilidad: f(x)
¢ funcion de densidad de la muestra:

f(xl,xz, ,xn):f(xl)[ﬂ(xz)D [ﬂ(xn)




7.METODO DE MAXIMAVEROSIMILITUD

» sea x:, X2, ... , Xn una muestra aleatoria simple con n
observaciones de una v.a. X

» la funcion de probabilidad (masa 6 densidad) depende
de k parametros denotados:

9:(91,92, ’9k)

» estimador de maxima verosimilitud de 0 es el
formado por los valores:

~ ~ ~

2 :(31,(92, ,gk)

» ese estimador maximiza la funcion de verosimilitud



7.METODO DE MAXIMAVEROSIMILITUD

» funcion de verosimilitud, L(0): funcion de proba-
bilidad de la muestra (masa 6 densidad)

e Si X es discreta:

e si X es continua:
L(8) =1 (x,)if (x,)0 - f(x,)

e Nota. Como la estimacion de 6 es el valor que da la mayor
probabilidad a la muestra, sera aquel valor que maximice la
funcion de verosimilitud.




7.METODO DE MAXIMAVEROSIMILITUD

Procedimiento

1. escribir la funcion de verosimilitud, L(8)

e si X es discreta: |L(g)= Ili‘l p(Xi)

e si X es continua: L(9)= Ilzj f(xi)




7.METODO DE MAXIMAVEROSIMILITUD

Procedimiento

2. maximizar la funcion de verosimilitud, L(6)

e Nota. Dado que el maximo de una funcion coincide con el de
su logaritmo para el mismo valor de la variable resulta muy
util, en general, maximizar el logaritmo de la funcion L(8) en
lugar de la propia funcion de verosimilitud

e si X es discreta: |In (L(H)):i In (D(Xi))

i=1

e si X es continua:| In ('—(9)):2 In (f (Xi))




7.METODO DE MAXIMAVEROSIMILITUD

Ejemplo
Obtener el estimador de maxima verosimilitud del
parametro A de una distribucion de Poisson

Solucion

e X es discreta: X~P(A)
e funcion de masa de probabilidad:

P(X:i):e_?lmi (i=0.1.2, ..)

e sea x1, X2, ... , Xn una muestra aleatoria simple de la v.a. X con
n observaciones



7.METODO DE MAXIMAVEROSIMILITUD

Ejemplo
Obtener el estimador de maxima verosimilitud del
parametro A de una distribucion de Poisson

Solucion

e funcion de verosimilitud, L(A):

e—/l D"Xi

v (i:1,2, n)

P(X:xi):p(xi):

L(A):ﬁp(xi):e-m =
= I:J(Xi!)




7.METODO DE MAXIMAVEROSIMILITUD

Solucion
e logaritmo neperiano de la funcion de verosimilitud, In[L(A)]:

i=n

n[L (1)]=-nA +(Z xij[ﬂnﬁ—ln “‘J(x l)}

e maximizacion de la funcion, In[L(A)]:

e estimador de maxima verosimilitud:

A:%Z]:xizi




ESTIMACION POR INTERVALOS




8. ESTIMACION POR INTERVALOS

» cuando se estima un parametro mediante un estima-
dor puntual no se puede esperar que el estimador sea
exactamente igual al parametro sino que esté proximo

» en la practica, ademas de dar una estimacion puntual
de un parametro, interesa facilitar un intervalo que
permita precisar la incertidumbre existente en la esti-
macion

» un estimador por intervalo es una regla 6 formula
que, usando la informacion muestral, permite hallar
dos valores que definen un intervalo utilizado como
estimacion del parametro poblacional (se predice que
el parametro esta contenido en €l) con cierto grado
de confianza




9. INTERVALOS DE CONFIANZA

» sea xi, X2, ... , Xn Una muestra aleatoria simple con n
observaciones de una v.a. X cuya distribucion depende
de un parametro desconocido 6

Un intervalo de confianza para 0 con un nivel de
significacion a, I(x1,x2, ..., Xn), €S un intervalo real
que depende de la muestra, pero que no depende de
6, tal que:

P oo (x,,x,, - ,xn)_:l—a"

» nivel (o coeficiente) de confianza: 1-a

» para cada muestra particular se tiene un intervalo de
confianza:

I(X1’X2’ ’Xn):(Tl(X1’X2’ ’Xn)’T2 (Xl’x2’ ’Xn))




9. INTERVALOS DE CONFIANZA

» Observacion:

e el objetivo de un intervalo de confianza es proporcionar, en
base a los datos de la muestra, una region en la que se tenga

un determinado nivel de confianza de que se encuentre el
parametro

e como en el caso de los estimadores puntuales, el intervalo de

confianza es aleatorio ya que depende de los valores de la
muestra

e ademas, se da por hecho que existe la posibilidad de que el
verdadero parametro 6 no quede situado dentro del intervalo
de confianza, algo que ocurre con probabilidad a



9. INTERVALOS DE CONFIANZA

» Procedimiento:

e identificar un estadistico pivotal, es decir, un estadistico
que depende de los valores muestrales y del parametro que
se esta estimando

e seleccionar un coeficiente de confianza (denotado 1-a)

¢ normalmente: a=0.05 6 a=0.01
¢ suele considerarse en tanto por ciento: (1-a)x100%

e construir el intervalo de confianza



10. NIVEL DE CONFIANZA

» Nota:

e adoptando una interpretacion frecuentista de la probabilidad,
un intervalo de confianza al 95%, por ejemplo, garantiza que
si se toman 100 muestras el parametro poblacional estara en
el interior del intervalo en, aproximadamente, 95 de intervalos
construidos

e en la practica, esto resulta absurdo porque no se tienen 100
muestras sino solamente una

e entonces, a partir de los datos de una muestra se construye
un intervalo de confianza; caben dos posibilidades:

¢ el parametro esta dentro del intervalo o no lo esta

e el parametro es constante y el intervalo también (no se repite
el experimento); por ello, se habla de intervalos de confianza
interpretando que se tiene una confianza del 95% en que el
parametro estara dentro del intervalo



10. NIVEL DE CONFIANZA

EJEMPLO: intervalo de confianza para una media

nivel de confianza nivel de confianza nivel de confianza
(1-a)1100% = 68% (1-a)1100% = 90% (1-)1100% = 99%

Confidence intervals based on z distribution Confidence Intervals based on z distribution Confidence intervals based on z distribution
8 i
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4 ‘._,_{.___
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11. ESTIMACION DE LA MEDIA

Intervalo de confianza para la media poblacional

» Hipotesis adicionales
e poblacion normal
e media, y, desconocida
e desviacion tipica, o, conocida
e nivel de confianza: 1-a

)

-

/

X

~
~

()

» Sea X1, X2, ..., Xn una muestra de tamano n de la

poblacion
X—y_z

7

» Tipificando:

=N (0;1)




11. ESTIMACION DE LA MEDIA

Intervalo de confianza para la media poblacional

» se verifica Oa0[0,1] (ver figura): P(|Z|szg):1—a

e ¥ Ross, M.S.; Introduccion a la Estadistica;
P{lZ i:Za/z} = P{ *ZQ/ZEZSZQJQ} =1 =a Ed. Reverté S.A. (2005)




11. ESTIMACION DE LA MEDIA

Intervalo de confianza para la media poblacional

» multiplicando ambos miembros de la desigualdad por

Tn
l

Plz|sz. |=1-a

a
2

1z

» por tanto, con probabilidad 1-a la media poblacional
u esta en el intervalo:

P[X—,usza Gijzl—a
2 /n

X+z, 3—

U




11. ESTIMACION DE LA MEDIA

Intervalo de confianza para la media poblacional

» se denomina estimador por intervalo al 100(1-a)% de
confianza al intervalo:

— g — g
X=-z,[—, X . —
[ T ﬁj

» si el valor observado de la media muestral es X el
intervalo de confianza para la media poblacional, u,
es, con una confianza del 100(1-a)%:

{ 1T s ELJ

‘z’\/ﬁ’ Z\/F




11. ESTIMACION DE LA MEDIA

Intervalo de confianza para la media poblacional

» Ejemplo. Si se quiere obtener un estimador por intervalo con
95% de confianza

P(z|<z, |29 .

Excel: =DISTR.NORM.ESTAND.INV((0,975))=1.95996398~1.96

P(|Z|SZQ):O.95 = P(—z
2

xﬁl

P[X—,u 51.96%]=0-95




11. ESTIMACION DE LA MEDIA

Intervalo de confianza para la media poblacional

» Ejemplo. Si se quiere obtener un estimador por intervalo con
95% de confianza

Area=0,025 _ Area=0,025

P{]ZI = 1’96} — P{ _1,96 =P 1,96} i 0’95 Ed. Reverté S.A. (2005)



11. ESTIMACION DE LA MEDIA

Intervalo de confianza para la media poblacional

» Ejemplo. Si se quiere obtener un estimador por intervalo con
95% de confianza

P[X—,usl.96giJ=0.95
n

i
. !

P(X—l.%t—lis,us X+1.96|Z—Ii}20.95
n n

Vn Vn

e entonces, con un 95% de confianza, la media poblacional, u,
se encuentra en el intervalo:

[X—1.96E—Ii | x+1.96GiJ

Jn Jn




11. ESTIMACION DE LA MEDIA

Intervalo de confianza para la media poblacional

» Ejemplo. Una sefial de intensidad py emitida desde un punto A

se registra en un punto B con una intensidad que se distribuye
segun una normal de media y y 0=3 (esto es, debido al “ruido”
la intensidad registrada difiere de |la real en una cantidad que
sigue la distribucion normal indicada). Para reducir el error, la

misma senal se registra, independientemente, 10 veces tal que
los valores registrados son:

17, 21, 20, 18, 19, 22, 20, 21, 16, 19

Construir intervalos al 90%, 95% y 99% de confianza para la
intensidad real u




11. ESTIMACION DE LA MEDIA

Intervalo de confianza para la media poblacional

» Ejemplo.

Solucion

. _ 17+21+20+18+19+22+20+21+16+19
e media muestral : X = T =19.3

e confianza del 95%:

{19.3—1.96@3—, 19.3 +1.96E—I3—J=(19.3—1.86, 19.3+1.86)=(17.44, 21.16)

10 J10

e confianza del 90%:
Excel: =DISTR.NORM.ESTAND.INV(0,95)=1.64485363~1.645

(19.3—1.645@3—, 19.3 +1.645E—I3—j:(17.74, 20.86 )

J10 J10



11. ESTIMACION DE LA MEDIA

Intervalo de confianza para la media poblacional

» Ejemplo.

Solucion

e confianza del 99%:
Excel: =DISTR.NORM.ESTAND.INV(0,995)=2.5758293~2.576

[19.3—2.576Gi, 19.3+2.576 3> =(16.86 , 21.74)

Intervalo al 90%

Intervalo al 95%

Estimador por intervalo al 99%

Ross, M.S.; Introduccién a la Estadistica;
Ed. Reverté S.A. (2005)

19,3

Estimadores por intervalo, con confianzas del 90, el 95 y el 99 por ciento.




11. ESTIMACION DE LA MEDIA

Intervalo de confianza para la media poblacional

» Hipodtesis adicionales |

e poblacion normal
e media, y, desconocida - | X :(ﬂ? %)

n

e desviacion tipica, o, desconocida

e tamano muestral pequeno: n<30 |
e nivel de confianza: 1-a

» en la practica es poco probable que se desconozca u

y se conozca o con lo que la aplicacion del teorema es
limitada

» el siguiente resultado responde a |la necesidad de ex-
tender el resultado anterior cuando no se conoce o



11. ESTIMACION DE LA MEDIA

Intervalo de confianza para la media poblacional

» cuando el valor de o es desconocido, en la anterior
formula de un intervalo de confianza para la media,

puede utilizarse para aproximarlo la cuasidesviacion
tipica muestral, S

» esa aproximacion es bastante buena siempre que n
sea suficientemente grande; si el tamano muestral
es pequeno la aproximacion de la desviacion tipica
poblacional por la cuasidesviacion tipica muestral no
es buena

» para compensar esa mala aproximacion se tipifica
para utilizar la distribucion t de Student: | x-,

§ :tn—l
Jfw




11. ESTIMACION DE LA MEDIA

Intervalo de confianza para la media poblacional

» sea X1, X2, ..., Xn una muestra de tamano n de la
poblacion indicada

» entonces: |p | y0| x-t . 0>, X+t . 0> ||=1-a
< n < n

: media muestral

: cuasidesviacion tipica muestral

X
e n : tamano muestral
S
t ;e es el valor de una variable aleatoria t, con distribucion

de Student con n-1 grados de libertad, que deja a su derecha

un area igual a a/2; es decir: _a
P tn—l >tn_1;£ —E

2




11. ESTIMACION DE LA MEDIA

Intervalo de confianza para la media poblacional

» |los dos resultados que se han enunciado se basan en
que es conocida la distribucion de la muestra (normal,
0 que permite deducir que la media muestral sigue
una distribucion normal de media v y varianza o°/n)

» teorema central del limite: sea cual sea la distribucion
de las variables de la muestra aleatoria simple, la me-
dia muestral sigue, aproximadamente, una distribu-
cion normal de media y y varianza o%/n

» por tanto, se puede obtener un intervalo de confianza

aproximado para cualquier media de cualquier distri-
bucion




11. ESTIMACION DE LA MEDIA

Intervalo de confianza para la media poblacional

» sea X1, X2, ... , Xn una muestra de tamano n de una
v.a. X que sigue una distribucion cualquiera con una
media, y, desconocida y con una desviacion tipica o

» siendo X la media muestral, si n es suficientemente
grande (n>30) entonces:

P [,L{D[x—za 3% x+z, Ginzl—a

ST

» Si 0 es desconocida puede sustituirse por la cuasides-
viacion tipica muestral, S




11. ESTIMACION DE LA MEDIA

Intervalo de confianza para la media poblacional

» tabla resumen

Estimador| Intervalo de confianza: (1-a)100% | Hipotesis adicionales

X _ g _ o ¢ poblaciéon normal
X_Zg[\/ﬁ’X’LZ:[\/ﬁ ¢ 0 conocida

— _ S  _ S ¢ poblacién normal

X [X_t”—l;‘z’g\/ﬁ’ X+t”—12G\/ﬁJ ¢ o desconocida

= _ g _ o & n>30

X [X_Z;’G\/F’X’LZ;’G\/FJ & o conocida

_ = S = S o n>100
X—2Z, , X T Z, ;

X [ = /n 2 \/FJ ¢ o desconocida




11. ESTIMACION DE LA MEDIA

Intervalo de confianza para la media poblacional

» Ejemplo. El tiempo de fallo de una componente electrénica
sigue una distribucion exponencial de parametro A desconocido.
Se toma una muestra de 50 tiempos de fallo y su media mues-
tral es de 17,5 siendo la cuasidesviacion tipica muestral de 19, 2.
Calcular un intervalo de confianza para A con un nivel de signifi-
cancia a=0,1

Solucion

e nivel de confianza del 90%: 1-a=1-0.1=0.9
e 0/2=0.05

e media muestral: x =17.5

e cuasidesviacidn tipica muestral: S =19.2

e tamano muestral: n=50




11. ESTIMACION DE LA MEDIA

Intervalo de confianza para la media poblacional

» Ejemplo.
Solucion / Z, =Zpgs — Zpgs —1.645
_ S = S 9.2 9.2
X=2,30=,X+z, 3= | s | 175-1.645 ,17.5+1.645E|1—
( Cn 2 ﬁJ ( \ 50 V50 J
e entonces: 4 =E[X]0(13.033,21.967)
1

e por otra parte: ,u:E[x]:;

e intervalo de confianza al 90% de A:

A0(5s, 1 )=(0.0455,0.0767)




12. DIFERENCIA DE MEDIAS

Estimacion de la diferencia de medias: muestras
independientes

» se consideran dos poblaciones:
e poblacion 1: media y: y desviacion tipica Oz
e poblacion 2: media Uz y desviacion tipica 02

» se seleccionan dos muestras aleatorias simples de
forma independiente:

_ g
e poblacion 1: tamano muestral n: =% | X, =N | yy; =
\ M

, o — g
e poblacidn 2: tamaro muestral N2 =% | X, =N [,uz; \/nL]
2




12. DIFERENCIA DE MEDIAS

Estimacion de la diferencia de medias: muestras
independientes

» se va a utilizar la informacion suministrada por las
dos muestras (seleccionadas independientemente)
para estimar la diferencia de las medias poblacionales

Hi— H>
» se sabe que:
° Eli1_>?2J:,U1_,U2
° Var[)?l—)fz]:alz+05
n, Ny




12. DIFERENCIA DE MEDIAS

Estimacion de la diferencia de medias: muestras
independientes

» tabla resumen. Intervalo de confianza para

Hi— s

Estimador

Intervalo de confianza: (1-a)100%

Hipotesis adicionales

012 022
(_ - X )+z +
X1=Xp |22,

¢ poblaciones normales
0 ni, n2>15

X1~ Xy
n, N, ¢ 01, 02 conocidas
_ L §12 §§ ¢ ni, n2>30
X~ X (x - X )tza —+— .
1 2 1 2 2 & 01, 02 desconocidas




12. DIFERENCIA DE MEDIAS

Estimacion de la diferencia de medias: muestras
independientes

» tabla resumen. Intervalo de confianza para |L; — U,

Estimador

Intervalo de confianza: (1-a)100%

()Yl—iz)itnﬁnz_z ” \/r111+r112

Hipotesis adicionales

¢ poblaciones normales
& 01, 02 desconocidas
O 01=02

¢ ni1, N2 pequenos

/

S

(nl _1)E12 +(n2 _1)[§§

n,+n, -2




12. DIFERENCIA DE MEDIAS

Estimacion de la diferencia de medias: muestras
independientes

» tabla resumen. Intervalo de confianza para |L; — U,

e en el ultimo caso, como se supone que las varianzas de ambas
poblaciones son iguales aunque desconocidas, se utiliza la
informacion proporcionada por las dos muestras para construir
un estimador de 0 °

. 2
e ese estimador se denota como: SP

2 . o
o SP : media ponderada de las dos cuasivarianzas muestrales
con pesos proporcionales a sus respectivos tamanos muestrales

(n:y n2)



12. DIFERENCIA DE MEDIAS

Estimacion de la diferencia de medias: datos pa-
reados (6 pares coincidentes)

» muestras dependientes e independientes

e si la seleccion de los datos de una poblacion no esta relacio-
nada con la de los datos de la otra se trata de muestras inde-
pendientes

e Si las muestras se seleccionan de manera que cada medida en
una de ellas pueda asociarse naturalmente con una medida en
la otra muestra se llaman muestras dependientes

» diferencia de medias en muestras independientes

e se estudia la diferencia de medias de dos muestras indepen-
tes extraidas aleatoriamente de poblaciones normales



12. DIFERENCIA DE MEDIAS

Estimacion de la diferencia de medias: datos pa-
reados (0 pares coincidentes)

» diferencia de medias con datos pareados

e se estudia la diferencia de medias antes y después de cierto
tratamiento al que son sometidos los mismos sujetos que cons-
tituyen una muestra extraida aleatoriamente de una poblacion
normal

e si dos medidas se obtienen de la misma fuente se puede pen-
sar que las medidas estan pareadas; por tanto, dos medidas
que se obtienen de la misma fuente son dependientes

e si dos muestras son dependientes entonces, necesariamente,
tienen el mismo tamano



12. DIFERENCIA DE MEDIAS

Estimacion de la diferencia de medias: datos pa-
reados (0 pares coincidentes)

» ejemplo 1

e se quiere estudiar el efecto de una dieta al cabo de 6 meses;
para ello, se mide el peso de los sujetos antes de iniciar la
dieta y después de realizarla durante los 6 meses

e en este caso ambos pesos no son variables independientes
ya que es claro que el peso al cabo de los 6 meses de dieta
dependera del peso que se tenia anteriormente




12. DIFERENCIA DE MEDIAS

Estimacion de la diferencia de medias: datos pa-
reados (0 pares coincidentes)

» ejemplo 2

e se quiere comparar la velocidad de ejecucion computacional
de dos algoritmos

e se podria hacer ejecutando los algoritmos sobre dos conjuntos
aleatorios de problemas independientes pero, en este caso, el
experimento podria verse afectado por la naturaleza de los
problemas escogidos para cada algoritmo

e este problema puede evitarse si a cada tipo de problema se
le aplica un algoritmo y después el otro midiendo los tiempos
de ejecucion correspondientes



12. DIFERENCIA DE MEDIAS

Estimacion de la diferencia de medias: datos pa-
reados (0 pares coincidentes)

» procedimiento

e se estudia el caso en el que X e Y son dos variables aleatorias
gue representan caracteristicas diferentes de la misma pobla-
cion y tales que:

X:N(,Ux;ax) Y:N(ﬂv;av)

e para analizar sus diferencias se toman muestras pareadas:

¢ se obtienen los valores de X e Y sobre los mismos sujetos
de la poblacidn

¢ el tamano de la muestra, n, es igual para X e Y



12. DIFERENCIA DE MEDIAS

Estimacion de la diferencia de medias: datos pa-
reados (0 pares coincidentes)

» procedimiento

e se define la variable aleatoria diferencia, D = X-=Y, que sigue
un modelo de distribucion normal:

D=N (/'ID;JD) donde  pp =y — Hy

e el problema se convierte en una estimacion por intervalo para
la variable D:

¢ D, =X,-Y, (i=12, - ,n): es una muestra aleatoria simple

de la variable diferencia D
D = X =Y : es la media muestral de la variable diferencia D
S

$2 =S; : es la cuasivarianza muestral de la variable D



12. DIFERENCIA DE MEDIAS

Estimacion de la diferencia de medias: datos pa-
reados (0 pares coincidentes)

» procedimiento

e estimacion por intervalo para la variable D:

¢ estimador: D =X -Y
¢ tamano muestral grande (n>30), O conocida

D - up
¥

¢ tamano muestral pequeno (n<30), O desconocida

=7z =N (0;1)

D - up

Vi

=T :tn—l




12. DIFERENCIA DE MEDIAS

Estimacion de la diferencia de medias: datos pa-
reados (0 pares coincidentes)

» Ejercicio (Junio 2012).
Para contrastar la efectividad de una herramienta
nueva en la realizacion de una tarea se ha pedido a
O operarios que realicen la tarea con la herramienta
nueva y la antigua. Se han medido los tiempos de
realizacion en minutos y el resultado es le siguiente

Operario

1 2 3 4 5 6 7 8 9

Herramienta

Antigua 39.5 35.4 35 41.3 44 32.9 37.7 41 38

Nueva 43.2 30.5 31.5 38 44.5 33 36.2 38.4 35




12. DIFERENCIA DE MEDIAS

Estimacion de la diferencia de medias: datos pa-
reados (0 pares coincidentes)

» Ejercicio (Junio 2012).

(19) Encuentre un intervalo de confianza de 95 %
para la diferencia media de tiempos de realizacion
de la tarea con ambas herramientas,suponiendo que
las diferencias de tiempos se distribuyen aproxima-
damente de forma normal.

(29) ¢Cual tendria que ser el numero de operarios si
se desea que la desviacion tipica del estimador sea
como maximo de 0.5 minutos?




12. DIFERENCIA DE MEDIAS

Estimacion de la diferencia de medias: datos pa-
reados (0 pares coincidentes)

» Ejercicio (Junio 2012).

(39) éEs el resultado de la prueba evidencia suficien-
te de que la herramienta nueva reduce al menos en
un minuto el tiempo medio de realizacion de la tarea
con un nivel de significacion a=5%"?

NOTA. Este apartado se podra resolver cuando se
estudie el tema relativo a los Contrastes de hipotesis




12. DIFERENCIA DE MEDIAS

Estimacion de la diferencia de medias: datos pa-
reados (0 pares coincidentes)

» Ejercicio (Junio 2012).

e estadisticos muestrales:

A B C D E = G H | J { L
_ Operario Estadisticos
Herramienta

1 2 3 4 o) 6 7 8 9 | MEDIA S
Antigua: A | 3951354 | 35 |413] 44 |329]37,7] 41 | 38 |38,3111] 3,5201
Nueva:N 1432 |1305|315] 38 445 33 |36,2]138,4| 35 [36,7000] 48731

o= 374035 33]-05[]-01]15]26] 3 [1.6111[26398

e Excel:
¢ X, =D =PROMEDIO(B5:]5)=1.6111
¢ s, =DESVEST(B5:15)=2.6398



12. DIFERENCIA DE MEDIAS

Estimacion de la diferencia de medias: datos pa-
reados (0 pares coincidentes)

» Ejercicio (Junio 2012). Apartado 1°.

e se trata de un problema de muestras pequenas (n<30) y pares
coincidentes ya que la herramienta se mide para cada operario

e estimacion por intervalo para la variable D:
¢ estimador insesgado de varianza minima:

D =X, -X, =1.6111

¢ error probable:




12. DIFERENCIA DE MEDIAS

Estimacion de la diferencia de medias: datos pa-
reados (0 pares coincidentes)

» Ejercicio (Junio 2012). Apartado 1°.

e como se ha de estimar una media poblacional se utiliza la dis-
tribucion de probabilidad t de Student
¢ nivel de confianza: a =0.95 = 95%
¢ grados de libertad: gl =y =n-1=38
¢ valor de la variable (dos colas): t,.. =lg.qgs5 = 2.3060
¢ Excel: =DISTR.T.INV(0,05;8)=2.3660

e Intervalo de confianza: IC =D #*t,. 4, [, =1.611+2.3060 [0.8799

IC =(-0.4180, 3.6403)




12. DIFERENCIA DE MEDIAS

Estimacion de la diferencia de medias: datos pa-
reados (0 pares coincidentes)

» Ejercicio (Junio 2012). Apartado 2°.

e |la desviacion tipica del estimador viene dada por:

5o
— V,% \/F max

e por lo tanto:

N[

e

max

~ 2
S
n> (tv_ E—I—DJ =148.2267 = | n__ =149 operarios




12. DIFERENCIA DE MEDIAS

Estimacion de la diferencia de medias: datos pa-
reados (0 pares coincidentes)

» Ejercicio (Junio 2012). Apartado 3°.

e Se propone como ejercicio para el alumno cuando se estudie
el tema relativo a Contrates de hipotesis




13. ESTIMACION DE LA VARIANZA

Intervalo de confianza para la varianza poblacional

» analogamente a lo ya estudiado, pueden obtenerse
intervalos de confianza para la varianza, con la media
conocida 6 desconocida, pero solo cuando la variable
aleatoria observada sigue una distribucion gaussiana

» en el capitulo anterior se vio que:

n-1)82
( 02) :Xr?—l

e n: tamano muestral
e 0°: varianza de la poblacién normal que se desea estimar

e S : cuasivarianza muestral



13. ESTIMACION DE LA VARIANZA

Intervalo de confianza para la varianza poblacional

u u n 7 2 u V4 u
» la distribucion X no es simetrica respecto al O




13. ESTIMACION DE LA VARIANZA

Intervalo de confianza para la varianza poblacional

> se tiene que: P x2, . sxZ sx2, ., )=1-a

. . s — 2
> sustitucién: (N-YB3°_ 2
02 n-1
» operando:
_ 2 _ 2
5 (n 21)@ Sazs(nzl)ﬁ 1y
/Yn—l,‘z’ Xn—l 1-2




13. ESTIMACION DE LA VARIANZA

Intervalo de confianza para la varianza poblacional

» tabla resumen. Intervalo de confianza para o?

Estimador |Intervalo de confianza: (1-a)100% | Hipotesis adicionales

X (n-1)3% (n-1)32 ¢ poblacion normal
X Xl ¢ w desconocida
> (e -uf 3 -
_ P -4 X; - [
Z ( ! ,u) 2:1: | ; | & poblaciéon normal

Ap-1-a ¢ u conocida




13. ESTIMACION DE LA VARIANZA

Intervalo de confianza para el cociente de dos
varianzas poblacionales

» se consideran dos poblaciones:
e poblacién 1: varianza 07

P 4 - 2
e poblacion 2: varianza 02

» para comparar las varianzas de las dos poblaciones
realizan inferencias sobre su cociente: |g?

2
0,

» la distribucion muestral del anterior estimador es muy
conocida cuando las muestras son aleatorias simples
y extraidas de dos poblaciones normales independien-
tes



13. ESTIMACION DE LA VARIANZA

Intervalo de confianza para el cociente de dos
varianzas poblacionales

» bajo las hipotesis indicadas, se utiliza la distribucion
F de Fisher-Snedecor para obtener un intervalo de
confianza para el estimador: | o;

2
g,

u»
N

l—‘QN

~ Fnl—l, n,-1; 1-a

m»
N N

NQN




13. ESTIMACION DE LA VARIANZA

Intervalo de confianza para el cociente de dos
varianzas poblacionales

» para establecer los limites del intervalo de confianza
del estimador debe recordarse que:

1

n,,n,;l-a — =

F n,,n,; a

n,,n,




13. ESTIMACION DE LA VARIANZA

Intervalo de confianza para el cociente de dos
varianzas poblacionales

> setieneque: PIF, . 410 SFy 10 <F, 4, .. )51-a
2
1

2
» sustitucion: §2 =Fp 1011
2
2
g,
» operando:
St S;
A2 2 A2
S o S
P - - < > < > |=1-a
Fotn-12 05 Foana 1-2




13. ESTIMACION DE LA VARIANZA

Intervalo de confianza para el cociente de dos
varianzas poblacionales
0,

» tabla resumen. Intervalo de confianza para
Hipotesis adicionales

Estimador | Intervalo de confianza: (1-a)100%

¢ poblaciones normales

a2 a2
S1 S1
a2 a2
S» S»
F = o M1, U2 desconocidas

n,-1,n,-1; 1—%

m»
Lol V)

- a
nl_l, nz_l, E

m
NN




14. ESTIMACION DE UNA PROPORCION

Intervalo de confianza para una proporcion

» estimacion de la proporcion p de éxitos, es decir, la
proporcion p de individuos de una poblacion que
presentan una determinada caracteristica

» sea p la probabilidad desconocida de un determinado

suceso, denominado éxito, que puede ocurrir en un
experimento binomial

» sea cierta muestra {x:, xz, ... , Xn} de realizaciones
independientes del experimento, donde

e Si se da el éxito: Xi=1

, -y NIEES
e proporcion de exitos de la muestra: P :H E X;
=1




14. ESTIMACION DE UNA PROPORCION

Intervalo de confianza para una proporcion

» tabla resumen. Intervalo de confianza para p

Estimador | Intervalo de confianza: (1-a)100% | Hipotesis adicionales

=13 x, ﬁizaq/la(l‘f’) n(p=z4
n 4= (_

2 n

)= 4

o>




14. ESTIMACION DE UNA PROPORCION

Intervalo de confianza para la diferencia de
proporciones de dos poblaciones

» sean dos experimentos binomiales independientes
» sea considera una muestra de cada uno :

e muestra 1: tamano Nz

e muestra 2: tamano Nz

i=n,

- , .1
e proporcion de éxitos de la muestra 1: p,=-— > x,

., - - 1 '
e proporcion de exitos de la muestra 2: P> :n—z X




14. ESTIMACION DE UNA PROPORCION

Intervalo de confianza para la diferencia de
proporciones de dos poblaciones

» tabla resumen. Intervalo de confianza para p

Estimador| Intervalo de confianza: (1-a)100% Hipotesis adicionales

A 5 (1-p.) p,(1-p,) >4 ,n,01-p,)=4
P1 =P (ﬁl‘ﬁz)iza \/pl(l p.) Po1-D,) [© nl[Aﬁl nliﬁ F,)\l)
M N, on,p,=24,n,0(1-p,)=4






