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0. RECORDATORIO

Estadistica inferencial. Rama de la Estadistica que
estudia procedimientos para hacer inferencias, esto
es, para deducir propiedades de una poblacion a par-
tir de la informacion obtenida de una muestra

Objetivos basicos. A partir de la informacion propor-
cionada por una muestra:

» estimacion: estimar (evaluar) un parametro desco-
nocido de la poblacion

» contraste de hipotesis: realizacion de una prueba
estadistica cuyo objeto es estudiar si una determi-

nada afirmacion sobre una poblacion se confirma o
se rechaza
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EL PROBLEMA QUE TIENE EL MUNDO REAL ES QUE LOS CONJUNTOS DE COSAS
SON TAN GRANDES QUE RESULTA MUY DIFICIL CONSEGUIR LA INFORMACION QUE

QUEREMOS:

UNA POBLACION EN ELECCIO-
NES: jQUE PORCENTATE ESTA A
FAVOR DE CADA CANDIDATO?

L
pﬁgﬂ@ g

2

PRODUCTOS MANUFACTURA-
DOS: ;QUE PROPORCION
RESULTARA DEFECTUOSA?

PEPINILLOS: ;CUAL ES 5U
TAMARNO MEDIO?

iLOS ENVASADORES DE PEPINI-
LLOS NECESITAN SABERLO!

—
ELPROCEDIMIENTO
COMPLETO, LABORIO-

50, CONCIENZUDO,
COMO LO HARIA UN
CASTOR, DE CONTES-

TAR A TODAS ESTAS
PREGUNTAS SERIA

MEDIR TODOS Y CADA 2
UNO DELOS PEPINI-

LLOS DEL MUNDO

(POR ETEMPLO) Y
HACERLOS CALCU-

LOS,

G

La estadistica en comic
L. Gocking, W. Smith
(2002)

NUESTRO METODO ES
TOMAR UNA MUESTRA..
UNSUBCONJUNTO
RELATIVAMENTE PEQUENO
DE LA POBLACION TOTAL,
|GUAL QUE CUANDO

6E HACE UN SONDEQ

DE OPINION DURANTE
UNAS ELECCIONES.

¢QUE PLENSA DELOS
SONDEOS DE OPLNTON?




Pocas observaciones y mucho razonamiento conducen
al error; muchas observaciones y poco razonamiento,
a la verdad.




1. RESUMEN

Se llama la atencion acerca de que los estadisticos
muestrales son, en realidad, variables aleatorias. Asi,
se analiza la distribucion de probabilidad de la media
muestral y de |la varianza muestral en diversas situa-
ciones.

Palabras clave:
» distribuciones en el muestreo
» t de Student
» F de Snedecor
» chi-cuadrado




2. INDICE DEL TEMA

5.1. Introduccion

5.2. Muestreo

5.3. Muestreo aleatorio: tipos
5.3.1. simple
5.3.2. estratificado
5.3.3. por conglomerado
5.3.3. sistematico

5.4. Distribuciones en el muestreo
5.5. Media muestral
5.6. Teorema central del limite



2. INDICE DEL TEMA

5.7. Distribuciones asociadas a la normal
5.7.1. chi-cuadrado
5.7.2. t de Student
5.7.3. F de Snedecor



3. INTRODUCCION

» poblacion: conjunto de todos los elementos objeto
de un estudio

» muestra: subconjunto de una poblacion

letras griegas

o

> Qaréniétro: es una magnitud numeérica obtenida de
una poblacion (es una cantidad fija, generalmente

desconocida)
o

» estadistico: es una magnitud numerica cuyo valor
viene determinado por la muestra (media muestral

y varianza muestral, por ejemplo); se utilizan para
estimar los parametros de una poblacion
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3. INTRODUCCION

Diferentes ambitos
de la vida real

4

Experiencia

e correcta
e significativa

Aprendizaje

N
N

e fiables

Estadistica

. 2

Muestras de una
variable

e representativas

B

Aprendizaje e
inferencia




3. INTRODUCCION

» |la mayor parte de las veces, la distribucion de la
poblacion no es conocida completamente

» se usara una muestra para realizar inferencias sobre
ella

» Ejemplo. Se fabrica un nuevo tipo de baterias para
coches eléctricos

e duraran un numero aleatorio de kilometros siguiendo una
distribucion de probabilidad desconocida

e para averiguar cual es esa distribucion de probabilidad se
puede fabricar un cierto nimero de baterias y probarlas en
carretera

e los datos resultantes (niumero de kms. recorridos con cada
bateria) constituyen una muestra extraida de la distribucion



4. MUESTREO

Muestreo : conjunto de técnicas empleadas para la
seleccion de una muestra a partir de una poblacion

» al seleccionar una muestra, se espera que sus pro-
piedades se puedan extrapolar a la poblacidn

» este proceso permite ahorrar recursos, obteniéndose
resultados parecidos a los que se tendrian en el caso
de realizar un estudio de toda la poblacion

» tipos
e muestreo no aleatorio o de juicio: se emplea el conocimiento

y la opinidn personal para identificar aquellos elementos de la
poblacion que deben incluirse en la muestra

e muestreo aleatorio o de probabilidad: todos los elementos de
la poblacion tienen la oportunidad de ser escogidos




5. MUESTREO ALEATORIO: TIPOS

Muestra aleatoria simple: recopilacion de datos de
una v.a. X de una determinada poblacion mediante la
repeticion del experimento al que esta asociada.

Dos condiciones basicas:

e todos los elementos de la poblacion deben tener la misma
probabilidad de estar en la muestra

e las distintas observaciones de la muestra deben ser indepen-
dientes entre si

» ventajas

e sencillo y de facil comprension, calculo rapido de media y
varianza, existen paquetes informaticos para su analisis

» desventajas

e debe conocerse de antemano el listado de toda la poblacion,
muestras pequefnas pueden no ser representativas




5. MUESTREO ALEATORIO: TIPOS

Muestreo estratificado: la poblacion se divide en
grupos homogéneos (estratos) y después se toma
una muestra aleatoria simple de cada estrato cuyo
tamano depende de un numero o cuota asignado.

Criterios para la eleccion de la cuota:
e proporcional al tamafo relativo del estrato en la poblacidn

e proporcional a la variabilidad del estrato , de forma que los
mas variables estan mas representados

» ventajas

e tiende a asegurar que la muestra represente a la poblacion de
forma adecuada, estimaciones mas precisas

» desventajas

e debe conocerse la distribucion en la poblacidon de las variables
usadas para la estratificacion



5. MUESTREO ALEATORIO: TIPOS

Muestreo por conglomerado: la poblacion se divide
en conglomerados (clusters) de elementos vy, luego, se
selecciona una muestra aleatoria de estos clusters.

e la variabilidad dentro de cada grupo es grande y entre los
grupos es pequefa

e es como si cada grupo fuese un pequena representacion de la
poblacion en si misma

» ventajas

e eficiente cuando la poblacion es grande y dispersa, reduce
costes, no es necesario el listado completo de la poblacion

» desventajas

e el error estandar es mayor que en el muestreo estratificado 0
en el aleatorio y, ademas, su calculo es complejo



5. MUESTREO ALEATORIO: TIPOS

Conglomerado vs. estratificacion

muestreo por conglomerado

e en la muestra sodlo esta representado un subconjunto de todos
los conglomerados

e variabilidad grande en cada grupo y pequena entre los grupos

e funciona si hay pocas diferencias entre los clusters y son muy
heterogéneos

muestreo estratificado

e en la muestra estan representados todos los estratos
e variabilidad pequena en cada estrato y grande entre ellos

e funciona tanto mejor cuanto mayor sean las diferencias entre
los estratos y mas homogeéneos sean internamente



5. MUESTREO ALEATORIO: TIPOS

Muestreo sistematico: los elementos de la muestra
se seleccionan de la poblacion de una forma uniforme
medida respecto al tiempo, al orden, al espacio, ...

» procedimiento:

e listado de los NV elementos de |la poblacidn
e determinar el tamano, n, de la muestra

. . N

e definir un intervalo de salto, k tal que: k=— donde k0OZ
n

e arranque aleatorio, r: 1<r<k

e hasta completar la muestra, se toman los elementos:

r+k, r+2k, r+3k, ...




5. MUESTREO ALEATORIO: TIPOS

Muestreo sistematico: los elementos de la muestra
se seleccionan de la poblacion de una forma uniforme
medida respecto al tiempo, al orden, al espacio, ...

» ventajas

e facil de aplicar, no siempre es necesario tener un listado de
toda la poblacion, cuando la poblacion esta ordenada segun
una tendencia conocida se asegura una cobertura de elemen-
tos de todos los tipos

» desventajas

e sensible a las posibles periodicidades en el listado de los ele-
mentos de la poblacion con lo que puede obtenerse una mues-
tra que no sea representativa de la poblacion



5. DISTRIBUCIONES MUESTRALES

» para obtener informacion sobre un parametro de la
poblacion:

e se selecciona una muestra representativa de la poblacion
e se obtiene el estadistico adecuado de la muestra
e con ese estadistico se estima el parametro de la poblacion

» |los valores que toma el estadistico en cada una de las
muestras de tamano n (Xi, Xz, ... , Xn) SON, @ SuU vez,
v.a. independientes que siguen la misma distribucion
de probabilidad (distribucion poblacional)

» |la muestra se usara para inferir sobre esa distribucion
y, al menos, aproximar su forma



5. DISTRIBUCIONES MUESTRALES

» para valorar el grado de validez de las inferencias es
necesario conocer la distribucion de probabilidad del
estadistico considerado

» esa distribucion de probabilidad se denomina distribu-
cion muestral

» |la distribucion muestral depende de:

e |la distribucion de la poblacion
e el estadistico utilizado

e el tamano muestral



5. DISTRIBUCIONES MUESTRALES

» se observa una v.a. X

e muestra aleatoria simple 1:

{ . 1 . media : X,
x,x,---,x} > N
1172 n desviacién tipica: s,

e muestra aleatoria simple 2:

{Xlz X2, .. xz} =) {median_(2
1 , JEAN?

desviacion tipica: s,

e muestra aleatoria simple n:

n n n
{xl XD, e ,xn} >

media : X,
desviacion tipica: s,




5. DISTRIBUCIONES MUESTRALES

» |os valores resultantes en cada muestra son resultado
del azar; entonces, generalmente, no coinciden

» para cada muestra se obtienen diferentes medias y
desviaciones tipicas

» por tanto, la media muestral y la varianza muestral
(en general, cualquier estadistico de una muestra
aleatoria simple) son, en realidad variables aleatorias
y, como tales, tienen su distribucion, su media, su

varianza, ...

X1, Xy, =, X, {s;.s,, .5, |

N— -
—

muestras de dichas variables




5. DISTRIBUCIONES MUESTRALES

» Recordatorio

Estadistico muestral: valor referido a una muestra
de una variable aleatoria (media, varianza, ...)

Parametro poblacional: valor referido a la distribu-
cion poblacional de una variable aleatoria (media,

varianza, ...)

» Asociados a estos dos conceptos se tiene:

Distribucion muestral de un estadistico muestral es
su distribucion de probabilidad

Error estandar de un estadistico muestral es la des-
viacion tipica de su distribucion muestral




5. DISTRIBUCIONES MUESTRALES

» Problema

e bastante dificil conocer la distribucion en el muestreo de los
estadisticos muestrales

» Solucion

e si la variable que se observa sigue una distribucion normal se
conocen de forma exacta las distribuciones en el muestreo de
los dos parametro mas importantes: la media y la varianza
(es el caso mas sencillo y, a su vez, el mas importante)

e si la variable observada no sigue una distribucion normal: el
teorema central del limite indica que si una variable es suma de
otras variables su distribucion es aproximadamente normal con
lo que, todavia, se puede confiar en que lo que hagamos para
variables normales pueda ser valido




6. MEDIA MUESTRAL

» sea una muestra de tamano n (X1, X2, ..., Xn) de una
poblacion de tamano N

e media poblacional: U

e varianza poblacional: O
X1+X2+ +Xn

2

e media muestral: | X =

n

» X : también es una v.a.; se demuestra que:

La dispersion disminuye a medida

® €S5peranza. E |_X J - H que aumenta el tamano muestral,|n
. — 0-2 \/n=10
® Va rla nza : Var [X ] - — Ross, M.S.; Introduckion a la Estadistica; ¥
n Ed. Reverté S.A. (20D5) / \ iy
//\\\/ i
. i
. 4 V4 - . o 0 \\; /n:
e desviacion tipica: | SD | X =0, =—— A\
' NI =S : ;

Densidades de las medias muestrales procedentes de una poblacién normal estdndar.



6. MEDIA MUESTRAL

» Ejemplo de comprobacidn. Sea una poblacién formada
por los numeros:

{X1:2,X2:4,X3:6,X4:8} mm)p N=4
1 4 2+4+6+8 1=4
U= X = =5 o= |t x> -x? =.,/5 =2.236

e se consideran todas las muestras posibles de tamano n=2

- EEENEHEEELDEE vmenaZ==°Z FEEENCHEEENEE! MEDIA |
MUESTRA 1 2 2 2 MUESTRA 9 6 2 4
MUESTRA 2 2 4 3 MUESTRA 10 6 4 5
MUESTRA 3 2 5 4 MUESTRA 11 6 6 5
MUESTRA 4 2 8 5 MUESTRA 12 6 g 7
MUESTRA 5 4 2 3 MUESTRA 13 8 2 5
MUESTRA B 4 4 4 MUESTRA 14 8 4 5
MUESTRA 7 4 5 5 MUESTRA 15 8 6 7
MUESTRA 8 4 8 6 MUESTRA 16 8 g 8




6. MEDIA MUESTRAL

» Ejemplo de comprobacion.

e |la media de las medias muestrales es:

= +3+4+5+ .- +6+
1 Xi:234516 648 . wmp

X]
1
kS

e la desviacion tipica de las medias muestrales es:

\/ _Zlijx -X? \/§21.581 j

= @ =1.581

NN

Og =




6. MEDIA MUESTRAL

» Ejemplo de comprobacion.

e funcion de masa de probabilidad de la distribucion muestral

de la media muestral:

X; 5 - "
p( i):P(Y:)TI) %=0.0625%:0_125 3 =0.1875




6. MEDIA MUESTRAL

» Ejemplo de comprobacion.

e representacion grafica de la funcion de masa de probabilidad
de la distribucion muestral de la media muestral:

Masa de probabilidad de la distribucion muestral de la media

0.2
0,25 - - /’f‘-‘:-‘"’“‘\ —
02 +— —
: A1 T
o 0,15 OZ345878
-E_ ' / h,2 \‘_
0,1 / / \\
0,05 j/ ' \;
-4 .3 u -22 3 1 4 T 6 1 7 E 3 4

edia muestral




6. MEDIA MUESTRAL

» en la afirmacion: sb [f]:ai =

g

n

S€ asume que.

e |la poblacidn es infinita (suficientemente grande), 6

e el muestreo se realiza con reemplazamiento

» en caso contrario, se debe utilizar un factor de
correccion para poblaciones finitas:

sD [X]= o, :\/‘%q/ ':__2

e \: tamano de la poblacion
e n: tamano de la muestra



7. TEOREMA CENTRAL DEL LIMITE

» sea Xi:, Xz, ..., Xn una muestra aleatoria procedente
de una poblacion de media y y desviacion tipica o

» si n tiende a infinito (para valores suficientemente
grandes de n) la suma:

I=n
Y :Z X
=1
sigue aproximadamente una distribucion normal

Y =N(nu; Jn )




7. TEOREMA CENTRAL DEL LIMITE

» Ejemplo. Una compafiia aseguradora de automoviles tiene
10000 asegurados. Si el gasto anual que un asegurado ocasiona
a la compainia tiene por media 260 euros con una desviacion
tipica de 800 euros, aproximar la probabilidad de que el gasto
total que la compania debe afrontar en un ano sobrepase los
2,8 millones de euros

Solucion
e Xi: gasto ocasionado por el asegurado / (i=1,2, ..., 10000)

e por el teorema central del limite

=2.6x10°
23?—82104}: IZn: Xi=Y :N(2-6X106;8><1O4)

=1




7. TEOREMA CENTRAL DEL LIMITE

» Ejemplo. Una compafiia aseguradora de automoviles tiene
10000 asegurados. Si el gasto anual que un asegurado ocasiona
a la compainia tiene por media 260 euros con una desviacion
tipica de 800 euros, aproximar la probabilidad de que el gasto
total que la compania debe afrontar en un ano sobrepase los
2,8 millones de euros

Solucion
e entonces: tipificacion
6 _ 6 6
P(Y>2.8><106):P Z>2.8><10 2;16><10 -p Z>O.2X1(31 _
8x10 8x10

=P (z2>25)=1-P (Z<25)=1-0.9938 = 0.0062
tablas

Excel: =1-DISTR.NORM(2800000,2600000;80000;1)




7. TEOREMA CENTRAL DEL LIMITE

» generalizacion

e se puede demostrar que, aunque las v.a. Xz, X2, ... , Xn sigan
distribuciones distintas, la variable Y sigue aproximadamente
una distribucion normal siendo, como antes:

Y:i X,
i=1

e es mas, si todas las variables aleatorias tienden a ser, mas 6
menos, de la misma magnitud, de forma que ninguna de ellas
domine el valor de la suma, se puede demostrar que la suma
de un gran numero de variables aleatorias independientes si-
gue, aproximadamente, una distribuciéon normal



7. TEOREMA CENTRAL DEL LIMITE

Distribucion de la media muestral

sea X1, Xz, ... , Xn una muestra aleatoria procedente
de una poblaciéon de media p y desviacion tipica o

. o i
sea la media muestral: |x=1 1.y
n n

=n
i=1

1
el producto de una normal, Y, por una constante, Py
sigue siendo normal: X =N (u; 0)=kI[X =N(klu;klo)

entonces, si el tamano muestral es grande, por el
teorema central del limite se tiene: _ o j

X=N| p——=




7. TEOREMA CENTRAL DEL LIMITE

Distribucion de la media muestral

» tipificacion

X:N[ﬂ;&] =) M:z=|\|(o;1)




7. TEOREMA CENTRAL DEL LIMITE

Distribucion de la media muestral

» Ejemplo. El nivel de colesterol en la sangre de una poblacién
de trabajadores tiene media 202 mg/dl y desviacion tipica 14.

a. si se selecciona una muestra de 36 trabajadores, aproximar
la probabilidad de que la media muestral de sus niveles de
colesterol esté comprendida entre 198 y 206 mg/dI

b. repetir el apartado anterior para un tamano muestral de 64

Solucion
a. del teorema central del limite se deduce, como n=36:

_ 7 X —202
X =N| 202; — =7 = :
( 3) > o =Z=N (0;1)




7. TEOREMA CENTRAL DEL LIMITE

Distribucion de la media muestral

» Ejemplo.
Solucion /{ tipificacién
a.  p(198< X <206)<p £198—202 _ X-202 _ 206—202}2
7 7 7

=P (-1.714<7<1.714) = ®(1.714) - ©(-1.714) =
=o(1.714)-[1-®(1.714)] = 21®(1.714)-1=0.9128

tablas
b. procediendo de forma analoga para n=64:

P (198 < X <206)=0.9780

Nota. Al aumentar el tamafo muestral también aumenta la probabilidad de que la
media muestral difiera de la poblacional en menos de 4 unidades




7. TEOREMA CENTRAL DEL LIMITE

Distribucion de la media muestral

» Ejemplo.

Solucion. Sin tipificar, usando Excel

a. P (198 < X < 206)=0,91352373 =
—DISTR.NORM(206;202;7/3;1)-DISTR.NORM(198;202;7/3;1)

b. P (198 < X <206)=0,97772902 =
=DISTR.NORM(206;202;7/4;1)-DISTR.NORM(198;202;7/4;1)




7. TEOREMA CENTRAL DEL LIMITE

Tamano de la muestra

» el teorema central del limite deja abierta la cuestion
de cuan grande debe ser el tamano, n, de la muestra
para que la aproximacion normal sea valida

» respuesta: depende de la distribucion de la poblacion
que subyace a los datos muestrales

e si la distribucion subyacente es normal, la media muestral es
siempre normal independientemente del tamano de la muestra

e regla empirica: puede usarse la aproximacion normal siempre
que el tamafio muestral sea, como minimo, 30 (n=30)

e en la mayoria de los casos la aproximacion normal es valida
para tamanos muestrales mucho mas reducidos



8. RESUMEN

YTy
I Ny
: gt . 8
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Chtencidn de una muestra
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8. RESUMEN
A

Muestrai= (¥, , o .. Bip)

Muestra 1

Muestra 2

Muestra 3 - - "R L TR
£, = Tk
Muestra k K
-5 +5
GO 2k

/ I I
Poblacion % T X,= 1
¢ v !

= o o
g = —

Poblacidn 1 TN

Independientemente de |a
Poblacion 2 £ > distribucion poblacional hY
la distribucion muestral de medias.

Poblacian 2 :| ~ si n>30, es5 siempre "normal”

/
i

[




8. RESUMEN

Poblacion con distribucidn
normal ( [n )

Poblacion con distribucion
*no normal” (n =30 )

Jn IN-1 o

Muestreo con
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Distribucion muestral de
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8. RESUMEN

» Ejemplo. En un municipio, el consumo medio por vivienda
de energia eléctrica es de 25Kwh con una desviacion tipica de
6kwh. Se toma una muestra de 50 viviendas:

a. obtener la distribucion muestral de las medias de consumo
de la muestra en Kwh

b. calcular la probabilidad de que el consumo medio del grupo
de viviendas sea superior a 26Kwh

Solucion

a. del teorema central del limite se deduce, como n=50:

o y=25 | 8 -

e N=50

/




8. RESUMEN

» Ejemplo. En un municipio, el consumo medio, por vivienda,
de energia eléctrica es de 25Kwh con una desviacion tipica de
6kwh. Se toma una muestra de 50 viviendas:

a. obtener la distribucion muestral de las medias de consumo
de la muestra en Kwh

b. calcular la probabilidad de que el consumo medio del grupo
de viviendas sea superior a 26Kwh

Solucion

b. del teorema central del limite se deduce, como n=50:

X —-25 _26-25
0.849 0.849

P (X >26)=p =P (2>1.178)=
| ]

=1-P (2<1.178)=1-0.881=0.119

Excel: =1-DISTR.NORM(26:25:6/RAIZ(50):1)~ 0,11929641




8. RESUMEN

» Ejemplo. El peso del azlcar envasado en paquetes es una
variable aleatoria normal de media 400gr. y desviacion tipica
30gr. Se toma una muestra aleatoria simple de 25 paquetes.

Calcular la probabilidad de que el promedio quede fuera del
intervalo (390,410).

Solucion

e del teorema central del limite se deduce, como n=25:

X:N(,L/;\/JF]:NLMO;\/S%j:N (400; 6)

¢ media poblacional: y=400
¢ desviacion tipica de la poblacion: 0=30
¢ tamano de la muestra: n=25




8. RESUMEN

» Ejemplo. El peso del azlcar envasado en paquetes es una
variable aleatoria normal de media 400gr. y desviacion tipica
30gr. Se toma una muestra aleatoria simple de 25 paquetes.

Calcular la probabilidad de que el promedio quede fuera del
intervalo (390,410).

Solucion /\

e se pide calcular: P (YD(390,410))

P(X 0(390,410))=1-P(X 0(390, 410))=

_ _ _ 390 400 410
:1—P(390<X<410):1—P(390 40O<Z<41O 400):

6 6
=1-P(-1.66666667 < Z < 1.666666667) = 0.0955807



8. RESUMEN

» Ejemplo. El peso del azlcar envasado en paquetes es una
variable aleatoria normal de media 400gr. y desviacion tipica
30gr. Se toma una muestra aleatoria simple de 25 paquetes.

Calcular la probabilidad de que el promedio quede fuera del
intervalo (390,410).

Solucion /\

e se pide calcular: P (YD(390,410))

390 400 410

P (X 0(390,410))=1-P (X 0(390, 410)) = 0,0955807

Excel: =1-(DISTR.NORM(410:400:6:1)-DISTR.NORM(390:400:6:1))



8. RESUMEN

» Ejemplo. El peso del azlcar envasado en paquetes es una
variable aleatoria normal de media 400gr. y desviacion tipica
30gr. Se toma una muestra aleatoria simple de 25 paquetes.

Calcular la probabilidad de que el promedio quede fuera del
intervalo (390,410).

Solucion

e se pide calcular: P (YD(390,410))

390 400 410

P (X 0(390,410)) = 2P (X <390)= 0,0955807

Excel: =2*DISTR.NORM(390;400;6;1)




9. DISTRIBUCIONES ASOCIADAS A LA NORMAL

» cuando se va a hacer inferencia estadistica se ha
visto que la distribucion normal aparece de forma

casi inevitable.

» dependiendo del problema, se pueden encontrar

otras (asociadas):
e ji-cuadrado
e t de Student

/

e [ de Fisher-Snedecor

Sus funciones de densidad son muy poco
tratables por lo que los célculos se
realizan con ordenador (también,

muchos valores de sus funciones de
distribucidon estan tabulados)

» resultan directamente de operar con distribuciones

normales

» tipicamente aparecen como distribuciones de ciertos

estadisticos



10. DISTRIBUCION JI-CUADRADO

Si Z1,Z2, ... ,Zk son variables aleatorias normales estan-
dar e independientes entonces se dice que la variable

i=k
X :Z Zi2 :Zf+222+ +ZE

i=1

es una variable aleatoria ji-cuadrado (6 chi-cuadrado)
con k grados de libertad

i=k
» notacidn:| xi=> z7=z2+z;+ - +27| O |X=x;

i=1

» parametro: k (numero de grados de libertad)

» es una de las distribuciones mas utilizadas en esta-
distica inferencial (describe la distribucion muestral
de la varianza muestral)



10. DISTRIBUCION JI-CUADRADO

» iqué son los grados de libertad?

e se pueden definir como el numero de valores que se pueden
elegir libremente

e ejemplo: sea una muestra de tamano n=2, los valores de la
muestra son x e y, y se sabe que tienen una media de 10

(x=0=y =20
X=1=y =19
XTY 10 sfx+y =20/= - Y
y no es libre de
| X =20=vy =0 tomar cualquier

valor

\ 4

Si xX=5=y=15

e este ejemplo se puede generalizar para cualquier n en donde
dada la media de los valores sélo quedan (n-1) elementos que
pueden definirse libremente y uno es funcion de la media vy el
resto de los elementos



10. DISTRIBUCION JI-CUADRADO

» funcion de densidad

x: g

2° 1 (§)

f(x)=

e funciéon gamma: F(X):I t* et dt
0

e funcion asimétrica positiva, solo tienen densidad los valores
positivos (suma de cuadrados)

® se hace mas simétrica, incluso casi gaussiana, al aumentar
el numero de grados de libertad.

® normalmente se consideran andmalos aquellos valores de la
variable de la cola de la derecha



10. DISTRIBUCION JI-CUADRADO

» funcion de densidad
1.0 "

http://es.wikipedia.org/wiki/Distribucidén_x?



10. DISTRIBUCION JI-CUADRADO

» funcion de densidad

 WEL
B =10
W k=15
B k=20

P> | simulacion




10. DISTRIBUCION JI-CUADRADO

» funcion de distribucion acumulada

0] e e e e e B —

0.8 _
0.6 _

0.4} — k=2 =

0.2 —k= -

0.0 / : . | . ' " I ; " : | ; . .
0 2 4 6 8

http://es.wikipedia.org/wiki/Distribucion_x?




10. DISTRIBUCION JI-CUADRADO

» esperanza matematica (media):

Ly [=x

» varianza:

Var [XKZJ:Zk

» desviacion tipica:

SD{XkZJ:M




10. DISTRIBUCION JI-CUADRADO

» propiedades:

® |la suma de dos v.a. independientes y continuas ji-cuadrado es
también una v.a. continua ji-cuadrado cuyo numero de grados
de libertad es la suma de los grados de libertad de las dos
variables:

2 2 _ 2
/Yk +/Yn _/Yk+n

e por el teorema central del limite, cuando k>30:

J2ox =N (J2k-1 ;1)




10. DISTRIBUCION JI-CUADRADO

» ejemplo
2

* P(x2 <2354183)=0.90

n

0.30 o) | ain

1 | 1.07420 | 164238 | 2.70554 _
2 2.40794 3.21888 460518
3 3.66487 4.64163 6.23139

4 4.87843 5.98862 7.71943

5 6.06443 7.28927 9.23635

6 7.23113 8.55806 10.64464 .
7 8.38343 9.80325 12.01703

3 9.52446 11.03009 13.36156

9 10.65637 12.24214 14.63366
10 11.78072 13.44196 15.98717
11 12.89867 14.63142 17.27501
12 14.01110 15.81199 18.54934
13 1541872 16.98479 19.8{1193
14 16.22209 18.15077 21.06414
15 | 17.32169 | 19.31065 | 22.3D71

o007 -

006

005

Hhie WY

03

o0l

23.54

P(y2 >23.54183)=0.10




10. DISTRIBUCION JI-CUADRADO

> ejemplo. Calcular: P(y2 <20)

e tablas

P(x2 <18.54934)=0.900

P(x2 <21.02606 )=0.950

n o
0.30 0.20 Q0>
1 | 107420 | 1.64238 | 2.70554 | 3.84146
2 | 240794 | 321888 | 4.60518 | 5.99148
3 3.66487 | 4.64163 | 6.29139 | 7.81472
4 | 487843 | 598862 | 7.77943 | 9.44773
5 6.06443 | 7.28927 | 923635 | 11.0§048
6 723113 | 8.55806 | 10.64464 .| 12.5p158
7 838343 | 9.80325 | 12.0§703 | 14.0p713
8 952446 | 11.03009 | 13.36156 | 15.5p731
9 10.65637 | 12.24214 | 14.68366 | 16.9[1896
10 | 11.78072 | 13.44196 | 15.98717 | 18.3D703
11 | 12.89867 | 14.63142 | 17.2f501 | 19.6f/515
(42> 1401110 15.94199—| (18.564934 | 21.02600)

4 ———

A am o s

4 A an

ﬂﬂﬂﬂﬂﬂﬂ

e el valor pedido no se encuentra en las tablas, por
tanto, debe realizarse una interpolacion lineal

e Excel:

=1-DISTR.CHI(20;12)=0,93291404



10. DISTRIBUCION JI-CUADRADO

> ejemplo. Calcular: P(y2 <20)

e interpolacion lineal: parte de dos puntos conocidos de una
funcion y determina los valores intermedios con la recta que
une estos dos puntos

_ VA
f(x)= f (bb)_;(a) [(x-a)+f(a) (a<x<b)
® en este caso: I
(a,f(a))=(18.54934,0.900)) )
(b,f (b)) = (21.02606,0.950 ) o s
X =20 ) = _
® operando:
X b
P (Xlzz < 20): f (X) =0.929286 http://:wikipedia,org/wiki/lnterpoladénmea




10. DISTRIBUCION JI-CUADRADO

» ejemplo. Calcular: x¢ tal que P(,YZZOZ)(OZ):O.lOO

Xo tal que P()(223S)(02):O.95O

e tablas ) )
e R 0.20 0.10 Q0>

1 | 1.07420 | 164238 | 2.70554 3.8!146

) 5 2 240794 | 321888 | 4.60518 | 599148

XO = )(20_ 0.100 = 28.41197 3 366487 | 464163 | 625139 | 7.81472

» e 4 | 487843 | 598862 | 7.77943 | 9.48773

5 6.06443 | 7.28927 | 9.23635 | 11.07048

6 723113 | 855806 | 10.64464 .| 12.59158

7 8.38343 | 9.80325 | 12.01703 | 14.06713

[ ta b I as 8 9.52446 | 11.03009 | 13.36156 | 15.50731
9 | 1065637 | 12.24214 | 14.68366 | 16.9(1896

10 | 11.78072 | 13.44196 | 15.98717 | 18.3D703

) 5 5 5 11 | 12.89867 | 14.63142 | 17.27501 | 19.67515

— — 12 | 14.01110 | 1581199 | 18.54934 | 21.00606

P (X23 = XO ) 0.950 =P (X23 > XO )_ 0.05 13 | 1511872 | 16.98479 | 19.81193 | 22.35203
14 | 16.22209 | 18.15077 | 21.06414 | 23.6B478
) ) 15 | 17.32169 | 19.31065 | 22.30712 | 24.99580 -

— — 16 | 18.41789 | 2046507 | 23.54182 | 26.20622

)(o - )(23; 0.050 — 35.17246 17 | 1951102 | 21.61456 | 24.76903 | 27.58710

18 | 20.60135 | 22.75955 | 2598942 | 28.85932

19 | 21.68913 | 23.90042 | 27.20356 | 30.14351

20 | 22.77454 | 25.03750 | 28.41197 | 31.41042

21 | 23.85779 | 26.17109 | 29.61509 | 32.67056

22 | 24.93901 | 27.30145 | 30.81329 | 33.92446

(3| 26.01837 2842679 3200685 Las.%w 46

na N7 AACNC AN CCnan 292 40804 a0 AdRN2



10. DISTRIBUCION JI-CUADRADO

» ejemplo. Calcular: P(x2>32)

e aproximacion con la normal (k=41)

J20v2 =N (\/2(41)—1 ;1):N (9;1)
P()(fl>32)=P(1/2)(fl > ./ 2(32) :8j:

=P (z>-1)=0.8413

e Excel:

=DISTR.CHI(32;41)~0,84194476



11.DISTRIBUCION t DE STUDENT

SiY,Z1,72, .. ,Zn son n+1 variables aleatorias normales
estandar e independientes entonces se dice que la v.a.

=Y . Y

[(52 [Tz
i=1

sigue una distribucion t de Student con n grados de
libertad

» notacion: | X =t

n

» parametro: n (numero de grados de libertad)

» es una distribucion que surge al estimar la media
de una poblacion con un tamano muestral pequeno



11.DISTRIBUCION t DE STUDENT

» es una distribucion que surge al estimar la media
de una poblacion con un tamafno muestral pequeno

» ademas, normalmente se desconoce la desviacion
tipica o

» William Gosset “"Student” define una nueva variable
aleatoria, la t, utilizada en estos supuestos

® en la variable: z = ;(_'u =N (0;1)
7

e estima (y sustituye) o utilizando la desviacion tipica muestral




11.DISTRIBUCION t DE STUDENT

» funcion de densidad

e funciéon gamma: F(X):I t* et dt
0

e simétrica con respecto al cero

e grafica parecida a la de la normal estandar pero presenta
mayor dispersion con lo que es mas aplanada
e a medida que aumentan los grados de libertad, su grafica

mas se acerca a la de la normal estandar N(0,1); para n=30
la distribucion t tiende a N(0,1) [P>

® se consideran valores andmalos los que se alejan de cero
(positivos o negativos)




11. DISTRIBUCION t DE STUDENT

» funcion de densidad

]

]

-
>

S|muIaC|on




11.DISTRIBUCION t DE STUDENT

» esperanza matematica (media):| E|t, =0

» varianza: | Var [tn ]:%




12. DISTRIBUCION F DE SNEDECOR

SiY:, Y, ..., Yn, 21,22, .., Zm SOn n+m v.a. nhormales
estandar e independientes entonces se dice que la v.a.

liYiZ %(le +Y22 P +Yn2)
X = =
_ZZZ 1(Z +Z2+ - +Z§,)

sigue una distribucion F de Snedecor (0 F de Fisher 6
F de Fisher-Snedecor con n grados de libertad en el

numerador y m grados de libertad en el denominador

» notacidn: | X =F

» parametros: n, m (grados de libertad)

» es una distribucion que surge al estimar el cociente
de varianzas de dos poblaciones normales




12. DISTRIBUCION F DE SNEDECOR

» funcion de densidad

e funcion gamma: B(x,y):zj cos™tgisen®t6dg

® solo toma valores positivos
® es asimeétrica

® normalmente, se consideran valores andmalos los de la cola
de |la derecha

.7 ‘e —- 2
® relacidn con ji-cuadrado: | Fn.w = Xn




12. DISTRIBUCION F DE SNEDECOR

» funcion de densidad




12. DISTRIBUCION F DE SNEDECOR

m

» esperanza matematica (media): E[Fn;m]:m (m>2)

. 2m?(n+m-2)
. |var|F, .. |= 4
> varianza: |Var[F,.,] =27 - 4) (m>4)

» propiedades:

® relacion con la distribucion ji-cuadrado: Frniw =Xn

® relacion con la distribucion t de Student;

® Si Fn;m;1-a €S el valor que deja a su
derecha una probabilidad a:

1
F = I:)(Fn;m>|:n;m;a):a

n:m;a
|:n;m;l—a i




13. DISTRIBUCIONES ASOCIADAS A LA NORMAL

» propiedad reproductiva de la distribucion normal:
si X1, Xz, ... , Xn son variables aleatorias normales

independientes, con E[X/]=U:y Var[Xi]=0i; entonces:

i=n I=n
a, [X,+a,[X,+ - +a, [X, :YzN[Z a, Ly, \/Z aZlo? ]
i=1 =1




13. DISTRIBUCIONES ASOCIADAS A LA NORMAL

» sea X:, X2, ..., Xn una muestra aleatoria simple de

una poblacidon normal con media U/ y varianza 0°y
sea la cuasivarianza muestral:

i=n
~ 1
S?=s’, =S*=—"—
n-14

» |a variable aleatoria -

sigue una distribucion ji-cuadrado con n-1 grados de
libertad

- —_ 2
2 - 2 ~/Yn—1




