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ENEL CAPITULO 2. VIMOS QUE LAS OBSERVACIONES BASADAS
EN DATOS NUMERICOS. COMO LOS PESOS DE LOS ESTUDIANTES,
SE PUEDEN REPRESENTAR MEDIANTE GRAFICOS ¥ RESUMIR

EN TERMINOS DE PUNTO MEDIO, DISPERSION.
OBSERVACIONES ATIPICAS, ETC. EN EL CAPITULO 3. HEMOS
VISTO COMO SE PUEDEN ASIGNAR PROBABILIDADES ALOS

RESULTADOS DE UN EXPERIMENTO ALEATORIO.

p——

iIVAMOS
A JUNT AR
LAS DOS COSAS!

La estadistica en comic
L. Gocking, W. Smith
(2002)

SIIMACSCINAMOS QUE UN EXPERIMENTO ALEATORIO SE REPITE
MUCHAS VECES, ESPERAMOS QUE LOS RESULTADOS ACABEN
OBEDECIENDO A SUS PROBABILIDADES. LA PROBABILIDAD
CONFORMA UN MODELO PARA EXPERIMENTOS REALES.. ASI QUE.
LPOR QUE NO HACEMOS CON EL MODELO LO QUE YA HEMOS HECHO
CONLOS DATOS QUE DESCRIBE?




Mas a pesar de todo, aunque la mala suerte exista,
muy pocos reporteros veteranos creen de verdad en
ella. En la guerra, las cosas suelen discurrir mas bien
segun la ley de las probabilidades: tanto va el cantaro
a la fuente que al final hace bang




1. RESUMEN

Se continuda con el estudio de la probabilidad, usando
el concepto de variable aleatoria para hacer referencia
a experimentos donde el resultado se caracteriza por
un valor numeérico.

Se presentan, ademas, algunos de los modelos mas
habituales de asignacion de probabilidades y sus pro-
piedades mas relevantes.




1. RESUMEN

Palabras clave:
» variable aleatoria: discreta y continua
» funcion de masa de probabilidad
» funcion de densidad de probabilidad

» funcion de distribucion
» media y varianza

» modelos de distribucion de probabilidad: uniforme
(discreta y continua), binomial, hipergeométrica,
Poisson, geomeétrica, exponencial, Gamma, normal
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2. INTRODUCCION

Ciencia E— Estadistica
Tecnologia (probabilidad)

Espacio '
' muestral \
T Experimentos
Analisis - Resultados -

aleatorios
$ ,
magnitudes numeéricas de interés

Variables . .
. - { determinadas por el experimento
aleatorias

asignacion de probabilidades a sus valores

\.

Los resultados de un experimento aleatorio no son necesariamente
numeéricos pero, normalmente, interesa cuantificarlos




2. INTRODUCCION

» EJEMPLO

e experimento: lanzamiento de una moneda dos veces

e espacio muestral: Q={CC,CX,XC, XX}

e el resultado CX significa que sale cara en la primera tirada
y cruz en la segunda

e si Z denota el numero de caras obtenido, su valor queda
determinado por el resultado del experimento; es una
variable aleatoria que puede tomar los valores 0, 1y 2

e si los cuatro resultados son equiprobables:

P(XX) = P(Z=0) = 0.25
P({XC,CX}) = P(Z=1) = 0.5
P(CC) = P(Z=2) = 0.25




3. DEFINICION

Se considera un experimento aleatorio en cuyo espacio
muestral, 2, esta definida una funcion de probabilidad,
P. Una variable aleatoria (v.a.) es una funcion que
hace corresponder un numero real a cada uno de los
sucesos elementales del espacio muestral Q.

X: QIR

» notacion

® mayusculas para las variables: X, Y, Z, ... (para hacer
referencia a la v.a. antes de observar su valor)

® minusculas para sus valores: x, y, z, ... (cuando se observa
el valor de la v.a. deja de ser algo aleatorio)




3. DEFINICION

variable aleatoria

» notacion (ejemplo)

e experimento: lanzamiento de un dado

e espacio muestral: Q={1,2,3,4,5,6}
e variable aleatoria X: “puntuacion obtenida”
e valores de X: x=1,2,3,4,5,6

e cabe preguntarse sobre |la probabilidad de que X tome el valor
x=1 o de que X<4

e una vez lanzado el dado si se observa que ha salido un 5 se
indica que x=5




3. DEFINICION

variable aleatoria

» notacion (ejemplo)
e experimento: lanzamiento de una moneda tres veces

e espacio muestral: Q={CCC,CCX,CXC,XCC,CXX,XCX,XXC, XXX}

e variable aleatoria Y: “nUmero de cruces”

e argumentos de Y: los sucesos elementales de 2 (y=CCC)
e valores de Y: {0,1,2,3}

e Y(CCC)=0; Y(CCX)=Y(CXC)= Y(XCC)=1
o Y(XXX)=3: Y(CXX)=Y(XXC)= Y(XCX)=2




3. DEFINICION

variable aleatoria

» notacion (ejemplo)
e experimento: lanzamiento de una moneda tres veces

e espacio muestral: Q={CCC,CCX,CXC,XCC,CXX,XCX,XXC, XXX}
e otra variable aleatoria Z: Z: Q [1] - R

Z( )_ 1 el tercer lanzamiento es cruz
! 0 el tercer lanzamiento NO es cruz

o Z(XXX)=1; Z(CXX)=1: Z(XXC)=0; Z(XCX)=1




3. DEFINICION

variable aleatoria

» El objeto de la Estadistica respecto a la observacion
de fendmenos aleatorios es medir la incertidumbre o
la certidumbre asociada a sus posibles resultados

» Al describir estos resultados con variables aleatorias
se logran valores numeéricos sujetos a incertidumbre

» Como el resultado de la variable aleatoria depende
del resultado del experimento se pueden asignar
probabilidades a sus posibles valores

» El objetivo, ahora, es cuantificar de alguna manera
la probabilidad de esos resultados numeéricos




Asociarlas con
el verbo
contar

4. CLASIFICACIC')NO

o
Una variable aleatoria es discreta si el conjunto de
todos los valores que puede tomar es, a lo sumo,
numerable; es decir, puede tomar un numero finito
o infinito numerable de valores

» ejemplos:

e numero de caras (0 cruces) al lanzar 3 veces una moneda

e numero de piezas defectuosas encontradas al examinar una
muestra de 100 unidades

e numero de e-mails recibidos en un dia

e numero de accidentes laborales anuales en una empresa
e numero de dias de baja de un trabajador al mes

e numero de errores en un mensaje transmitido



Asociarlas con
el verbo
medir

4. CLASIFICACIC')NO

o
Una variable aleatoria es continua si el conjunto de
todos los valores que puede tomar no es numerable;
es decir, puede tomar cualquier valor en uno o varios
intervalos de la recta real (acotados o no)

» ejemplos:

e altura de una persona seleccionada aleatoriamente

e tiempo de espera (en minutos) entre la llegada de dos buses
a una determinada parada

e consumo eléctrico (en megawatios) de una empresa al mes

e tension de fractura (en megapascales) de una mezcla de
asfalto






5. EJEMPLOS

EJEMPLO 1: se lanza 2 veces de forma sucesiva una
moneda

e espacio muestral: Q ={CC, CX, XC, XX}

e el resultado CX significa que sale cara en la primera tirada
y cruz en la segunda, CC dos caras, etc.

e variable aleatoria Z: “numero de caras obtenido”

e valores de Z: {0,1,2}
o Z(CO)=2; Z(XO)=Z(CX)= 1; Z(XX)=0

Z: QM -R
CC-2
CXII-1
XC -1
XX -0




5. EJEMPLOS

EJEMPLO 1

e /=7 denota todos los resultados del experimento aleatorio a
los que la variable aleatoria Z asocia el valor z

e “Z=0" ™= syceso {XX}
e "Z=1" ™) syceso {XC, CX}
o 'Z=2" mm) gsyceso {CC}

e puede asignarse probabilidades a los sucesos "Z=z" sumando
las probabilidades de todos los sucesos elementales a los que
la v.a. asocia el valor z

e sean equiprobables los 4 posibles resultados
e P(Z=0)=0.25 |
e P(Z=1)=0.5 [ ™= | P(Z=0)+ P(Z=1)+ P(Z=2)=1
e P(Z=2)=0.25 |




5. EJEMPLOS

EJEMPLO 2: se lanza un dado vy se
define una v.a. del siguiente modo.
Describase dicha variable aleatoria.

X:QMO-R

1 J - -100
[I1 - 100
11 - =100
[ - 100
11 - =100
[ - 100

O O A WODN

e v.a. X: “ganancia en el juego (par gana 100 e

impar pierde 100)”

e espacio muestral: Q ={1,2, 3,4, 5, 6}
e valores de X: {-100,100}

e X(1)=X(3)=X(5)= -100

e X(2)=X(4)=X(6)= 100




5. EJEMPLOS

EJEMPLO 2

e X=x denota todos los resultados del experimento aleatorio a
los que la variable aleatoria X asocia el valor x

e "X=-100" == suceso {1,3,5}
e "X=100" ™= suceso {2,4,6%}
e puede asignarse probabilidades a los sucesos "X=x" sumando

las probabilidades de todos los sucesos elementales a los que
la v.a. asocia el valor x

e Si son equiprobables los 6 posibles resultados
e P(X=-100)=0.5 }
e P(X=100)=0.5

P(X=-100)+ P(X=100)= 1




5. EJEMPLOS

EJEMPLO 3: familias con tres hijos de los que se
quiere conocer el sexo

e |los 8 posibles resultados se consideran equiprobables
(h:hombre, m:mujer)

e espacio muestral: Q={hhh,hhm,hmh,hmm,mhh,mhm,mmh,mmm}
e variable aleatoria Y: "numero de hijas de la familia”

e valores de Y: {0,1,2,3}

e Y(hhh)=0; Y(hhm)=Y(hmh)= Y(mhh)=1

e Y(mmm)=3; Y(hmm)=Y(mhm)= Y(mmh)=2




5. EJEMPLOS

EJEMPLO 3

e Y=y denota todos los resultados del experimento aleatorio a
los que la variable aleatoria Y asocia el valor y

e 'Y=0" wm) suceso {hhh}
e "'Y=1" wmm) suceso {hhm, hmh, mhh}
e 'Y=2" wm) suceso {hmm, mhm, mmh}

e "Y=3" mm) suceso {mmm}

e Si son equiprobables los 8 posibles resultados

e P(Y=0)=P(Y=3)=0.125
} P(Y=0)+P(Y=1)+P(Y=2)+P(Y=3)= 1

o P(Y=1)=P(Y=2)=0.375




5. EJEMPLOS

EJEMPLO 4: se extraen de forma sucesiva dos bolas,
sin reemplazo, de una urna que contiene cuatro bolas
rojas (R) y tres blancas (B)

e espacio muestral: Q ={RR, RB, BR, BB}

e variable aleatoria X: “numero de bolas rojas extraidas”

e valores de X: {0,1,2}
| | X: QU SR
e X(RR)=2; X(RB)=X(BR)= 1; X(BB)=0 RR 1] 2
RB [ -1
BRI -1
BB [ -0




5. EJEMPLOS

EJEMPLO 4

e X=x denota todos los resultados del experimento aleatorio a
los que la variable aleatoria X asocia el valor x

e "X=0" =) suceso {BB}
e "'X=1" wm)p suceso {BR, RB}
e "X=2" w=p gsyceso {RR}

e puede asignarse probabilidades a los sucesos "X=x" sumando
las probabilidades de todos los sucesos elementales a los que
la v.a. asocia el valor x




5. EJEMPLOS

EJEMPLO 4

e X=x denota todos los resultados del experimento aleatorio a
los que la variable aleatoria X asocia el valor x

P(x:o):gal:%
P(X=1)= pa el
3 72 7




6. DISTRIBUCION DE PROBABILIDAD

Distribucion de probabilidad discreta: conjunto de
todos los posibles valores que toma una variable alea-

toria asociada a cierto experimento aleatorio junto con
las probabilidades para cada uno de esos sucesos (lista
0 tabla 6 grafico 6 formula)

» sea una v.a. X que toma los valores xi,xz2, ... ,Xn

» como los valores de X son numeros reales, interesa
calcular las probabilidades de todos y cada uno de
los sucesos X=x

» notacidn: P(X=x;) representa la probabilidad de que

X=Xi -
> P(x=x)=1




6. DISTRIBUCION DE PROBABILIDAD

EJEMPLO 1

0 1 2
0.25 0.5 0.25

EJEMPLO 2

X -100 100
P( X=x) 05 05

EJEMPLO 3

y 0 1 2 3
P({Y=y) 0.125 0.375 0.375 0.125




7. FUNCION DE PROBABILIDAD

Dada una v.a. discreta X, su funcion de masa de
probabilidad 6 funcion de probabilidad se define

como: p(x,)=P (X =x,)| Ox,

» Nota. Una funcion masa de una v.a. discreta esta
definida en todos los puntos de la recta real pero
solo vale distinto de cero en un conjunto, a lo sumo
numerable, que corresponde con los Unicos valores
que pueden darse de la variable

» una v.a. discreta queda caracterizada por su funcion
de masa de probabilidad



7. FUNCION DE PROBABILIDAD

» sea una v.a. X que toma los valores xi,x2, ... ,Xn

» su funcion de masa de probabilidad cumple:

p(xi):P(X :xi) e

e Iplx,)2z0 Oi (i=1,2, - ,n)

iI=n

=1

» generalmente, la funcion de masa de probabilidad
(f.m.p.) se representa graficamente con un diagrama
de barras



7. FUNCION DE PROBABILIDAD

EJEMPLO: sea X un v. a. que puede tomar los valores
1,20 3. Si P(X=1)=0.1y P(X=2)=0.3 hallar P(X=3)

¢ <
Il
X
0.6} &
03] p(1)+p(2)+p(3)=1= p(3)=0.6
0.1] y




8.FUNCION DISTRIBUCION ACUMULADA

Dada una v.a. discreta X, se define su funcion de
distribucion acumulada como:

F(x)=P(x<x)=Y p(x;) OxOR

X <X

» el dominio de esta funcion es todo el conjunto de
los numeros reales y hace corresponder a todo xOR
la probabilidad de que la variable aleatoria tome un

valor menor o igual que x

» una v.a. discreta, también, queda caracterizada por
su funcion de distribucion



8.FUNCION DISTRIBUCION ACUMULADA

EJEMPLO 2: obtener la funcion masa de probabilidad
y la funcion de distribucion de la v.a. X del ejemplo 2.
Representarlas graficamente.

Funcion de masa Funcion de distribucion
100 100 (0 x<-100
05 05 F(x)={1 -100<x<100
AR | 1 x=100
051 % S
il IS
0.5
|—:
X > —’é i X >
-100 100 -100 100




8.FUNCION DISTRIBUCION ACUMULADA

EJEMPLO 1: obtener la funcion masa de probabilidad
y la funcion de distribucion de la v.a. Z del ejemplo 1.
Representarlas graficamente.

Funcion de masa Funcion de distribucion

[l 1 E ( O 7 <O
0.25 05 0.25 L g .

1 <z<
F (Z) =4

2 1<z<2

A 1 z=22

N
1 | >
0.75 >




8.FUNCION DISTRIBUCION ACUMULADA

Propiedades

> | 0<F(x)<1

» | lim F(x)=0]| lim F(x)=1

X - —00 X —» 00

» F(x) es una funcion no decreciente
» Relacion con p(x): sila v.a. X toma los valores
F(x,)=plx,) X1<X2< ... <Xn< ...

F(XZ):p(X1)+p(X2) i=k
‘ F(Xk):z p(xi)

(0, )=plx)spl. )+ - +pl,)




8.FUNCION DISTRIBUCION ACUMULADA

Propiedades

> sia<b, entonces: |P(a<X<b)=F(b)-F(a)

» F(x) es una funcion escalonada con saltos en los
puntos de probabilidad no nula cuya magnitud es

igual a la probabilidad en dicho punto

0 1 2
0.25 0.5 0.25

Cuidado con los
extremos de los

AS EJEMPLO 1 intervalos y con _]
1 | > los simbolos (Z) ) 9 1<z<2
0.75 .
1 O o, ﬁ 222
0.25 |
= 1 2 z, 1025 p(1<x gZ):F(Z)—F(l): —0.75=0.25



9. MEDIA O VALOR ESPERADO

Media, valor esperado 0 esperanza matematica:

,u:E[X]:E(X):iZ::n: X, (x, )

» sea una v.a. X que toma los valores xi,x2, ... ,Xn

» el valor esperado de X es una media ponderada de
los posibles valores de X en la que el peso de un va-
lor determinado coincide con |la probabilidad de que
X tome ese valor

» si g(X) es una funcion real de una v.a. X también es

una v.a.; entonces:
E[g(X)]:Z Q(Xi)ﬂ)(xi)




9. MEDIA O VALOR ESPERADO

EJEMPLO 1

E[X]:ii X, Eb(xi):O[—lLlI+1B;—+2E—l}:1

EJEMPLO 2

E[ X ]= Zx (x, )=(-100) gl+1ooal 0

EJEMPLO 3

e[x)=Y % plx )=0d n1d+28 +3c G2

Interpretacion: valor medio de X en un gran nimero de repeticiones del experimento
(no entenderlo como el valor de X que se espera obtener)




9. MEDIA O VALOR ESPERADO

PROPIEDADES

» sea una v.a. X y sean las constantesay b

\

E[bX]|=bE[X]

. | ElatbX|=a+bE[X]

Ela+X]|=za+E[X]

» |la media de la suma de dos v.a., X e Y, es la suma
de sus medias

E[X+Y]=E[X]|+E[Y]




10. VARIANZA

Varianza de una v.a. con valor esperado u:

o’ :Var[X]zvar(X):E{(X_'u)ZJ

» |la varianza de una v.a. discreta X es el valor esperado
del cuadrado de las desviaciones a la media de X

» como X es una v.a. discreta, operando:

o7 =[x |= 3 (o -aF ol )= 3 (i —2ux, o4 ool )=

=N

5% el )+ 5% (42 ~20x ool )=l 4 -2ute ]

i=1 i=1

o =E[x?|-(E[x])




10. VARIANZA

PROPIEDADES

» sea una v.a. X y sean las constantesay b

\

Var[bX]=b? War [ X]

. |var[a+bX]|=b2Var[X]

Var[a+X]:Var[X]

J

» dos v.a., X e Y, son independientes cuando el cono-
cimiento del valor de una de ellas no cambia la pro-
babilidad de |la otra; en ese caso:

Var[X +Y |=Var[X]+Var[Y]| |Var[X =Y ]=Var[X]+Var|Y]




11. DESVIACION TIPICA

Desviacion tipica de una v.a. X:

o=y0o? =Var[X]

» sea una v.a. X con media y y desviacion tipica o; se
denomina forma estandarizada de X a la v.a.:

y=2"F

y la varianza de v.a.

9) /‘ Propiedades de la media

E[Y]=0 oy ]=1




12. DESIGUALDAD DE TCHEBYCHEV

Sea una v.a. X con media y y desviacion tipica o; para
cualquier numero positivo k se verifica:

P(X -p|<k@)21->

k2

» sustituyendo k=2 en la desigualdad:

P(,u—20<X <,u+20)2%

e al menos, el 75% de la distribucion de probabilidad debe estar
contenida en el intervalo (u-20, u+20)

(,u—30,,u+3a) =) | 88 8%

e de forma analoga |

(u-40,u+40) = | 93 750

\




13. EJEMPLOS

Ejemplo: ejercicio 3

Calcular la esperanza de beneficios para una compania
de seqguros al hacer un seguro cuya prima anual es r,
la probabilidad de siniestro p y la cantidad asegurada
M

Solucion
» Resultados posibles para la empresa:

Siniestro Ganancia Probabilidad

ol M p
NO r 1-p

» X="beneficios”: [E[X]|=ri(1-p)+(r-M)ip=r-pIM




13. EJEMPLOS

Ejemplo: ejercicio 4

Sea X una v.a. discreta con la siguiente funcion de

probabilidad: > 3 n
0.08 0.84 0.08

Se pide:

1. calcular la media y la desviacion tipica de X

2. calcular P(2<X<4)

3. usando la acotacion de Tchebychev, hallar la pro-

porcion de la distribucion que cae, al menos, en el
intervalo (u-2.50, u+2.50)

4. comparar los resultados de los apartados 2 y 3




13. EJEMPLOS

Ejemplo: ejercicio 4

Solucion

1.

E[x]:ii X, p(x,)=20.08+3M.84+40.08=3 =y
=1

E|x? ]:i x 2 [p(x, )= 40.08+910.84+16(D.08 =9.16
i=1

o= Var[X] = E[x?]-(E[X])? =/9.16-9 =0.4

2. |[P(2<X<4)=P(3)=0.84




13. EJEMPLOS

Ejemplo: ejercicio 4

Solucion

1

3. P(u-250,u+250)21-
(k=250 p+250)21--2;

=0.84

Al menos el 84% de la distribucion se encuentra en ese intervalo

4- ,Ll:3

04 }:>(,u—2.50,,u+2.50):(2,4)

Se observa que, exactamente, el 84% de la distribucion esta en
ese intervalo




MODELOS DE DISTRIBUCIONES




14. INTRODUCCION

Distribucion de
probabilidad

e para determinar la distribucién de probabilidad de una
v.a. basta con dar la funcién de masa
e a priori no puede conocerse la funcion de masa de una v.a.

formulas tedricas de funciones de masa Modelos teoricos de

que pueden resultar adecuadas para distribucion de
determinadas variables aleatorias probabilidad




15. DISTRIB. UNIFORME DISCRETA

» sea una v.a. X que toma los valores x:,xz, ... ,Xn

» |la v.a. X sigue una distribucion uniforme discreta si
cada uno de los n valores que puede tomar X tiene
la misma probabilidad

» notacion: | X ~ UD(n)

» funcion de masa de probabilidad:

tx 1
—~ O (i=1,2, - ,n)

o [Ph)=rlxex)s

X1 X2 X3 ... Xi ... Xn



15. DISTRIB. UNIFORME DISCRETA

» ejemplos:

e en un dado equilibrado todos los resultados tienen la misma
probabilidad

e en una moneda perfecta la cara y la cruz tienen la misma
probabilidad

» esperanza matematica (media):

I=n iI=n

E[X]:Z X Eb(xi):% Z X :%[6)(1"')(2 +oe +Xn)
=1 =1

e si X toma los valores 1,2, ... ,n

E[x]=2 3k = 2ifaeae o an)=2nr e 0
i=1




15. DISTRIB. UNIFORME DISCRETA

» ejemplo

e X: “numero que sale al lanzar un dado equilibrado”
e valores: 1,2,3,4,5,6
e funcion de masa:

p(x;)=P (X :xi):% (x, =1,2,3,4,5,6)

e funcion de distribucion: (0 x<1
AR I+ 1sx<2
1 | = > 6
1
5/6 > 3 2<Xx<3
2/3 > F(x)=11 3<x<4
1/2 > 2 4<x<5
1/3 > 2
1/6 > y 3 5<x<6
> >
0 1 2 3 4 5 6 |1 x=6




16. DISTRIBUCION BINOMIAL

PRUEBA DE BERNOUILLI

» experimento aleatorio en el que sdlo pueden darse
dos resultados (sucesos) posibles:

e S : denominado “éxito” =) | P (S): P

e F : denominado “fracaso” == |p (F):l— P

» se define la variable aleatoria X que toma el valor 1
si ocurre S y 0 en caso contrario

» su funcidon de masa es:

p(1)=P(X=1)=p
p(0)=P(X=0)=1-p




16. DISTRIBUCION BINOMIAL

PRUEBA DE BERNOUILLI

» |la esperanza matematica es:

E[X]=0P(X=0)+1P(X =1)=01(1-p)+1lp=p

» |la varianza es:

Var[ X |=(0-p)*P(X =0)+(1-p)° P (X =1)=
=p*(1-p)+(1-pf mp=pi-p)

» distribucion de probabilidad denominada binomial
0 de Bernouilli; se denota:
B(Lp)




16. DISTRIBUCION BINOMIAL

PRUEBA DE BERNOUILLI

» ejemplos:
e lanzamiento de una moneda (cruz: éxito; cara: fracaso)
e lanzamiento de un dado ('6": éxito; otro resultado: fracaso)

e contestacion al azar de una pregunta tipo test de multiple
eleccidn con cuatro opciones y una Unica correcta



16. DISTRIBUCION BINOMIAL

» sea el experimento aleatorio que consiste en repetir
n veces, de forma independiente, |la misma prueba
de Bernoulli tal que, se verifica que la probabilidad
de que ocurra el suceso S permanece constante

» se considera la v.a. X : “"numero de éxitos en las n

repeticiones”
» |la v.a. X sigue una distribucion binomial:

B(

I/

p)~X

p(S)

\ 4
n° de pruebas

» los valores que toma una v.a. binomial X dependen
del numero de pruebas independientes de Bernouilli

realizadas: {0,1,2,3, ... ,n}




16. DISTRIBUCION BINOMIAL

EJEMPLOS

» Ejemplo 1. Se estima que 4000 de los 10000 residentes con
derecho a voto de una ciudad se oponen a cierta ordenanza. Si
se seleccionan al azar 15 de los posibles votantes y se pregunta
su opinion, écual es la probabilidad de que, como maximo, siete

estén a favor de la nueva ordenanza municipal?

e S (éxito): a favor de la ordenanza = | p(S)=06

o F (fracaso): en contra de la ordenanza == | p (F)=0.4




16. DISTRIBUCION BINOMIAL

EJEMPLOS

los términos éxito y
fracaso son solo
etiquetas

[ENHORABUENA POR EL
[EXITOITU COCHE NO HA
° PASADOLAITV

La estadistica en comic
L. Gocking, W. Smith
(2002) =




16. DISTRIBUCION BINOMIAL

EJEMPLOS

» Ejemplo 2. Al realizar pruebas en los neumaticos que se van
a utilizar en cierto tipo de vehiculo se observa que en el 15%
de los ellos se ha producido un pinchazo en algun neumatico.
Se prueban 20 vehiculos. Hallar la probabilidad de que, al menos,
en 3 vehiculos se produzca un pinchazo.

p(S)=015
p(F)=085

e S (éxito): hay pinchazo

m—)
e [ (fracaso): no hay pinchazo —>




16. DISTRIBUCION BINOMIAL

EJEMPLOS

» Ejemplo 3. Hay 5 vuelos diarios de Bilbao a Paris. Suponiendo
que la probabilidad de que un avion tenga retraso es 0.35, écual
es la probabilidad de que ninguno de los vuelos de hoy venga con
retraso?, {cual es la probabilidad de que exactamente dos vuelos
de hoy tengan retraso?

e S (éxito): hay retraso en un vuelo == |p(S)=035

e f (fracaso): no hay retraso = [ (F): 0,65




16. DISTRIBUCION BINOMIAL

EJEMPLOS

» Ejemplo 4. Una compafiia aérea ha observado que el 4% de las
plazas reservadas en cierto trayecto no se cubren. Suponiendo
independencia entre distintos vuelos y sabiendo que la companhia
ha vendido 150 billetes para uno de esos vuelos, hallar la proba-
bilidad de que, al menos, 5 de las plazas reservadas no se cubran

e S (éxito): reserva no cubierta = p(S)=004

e F (fracaso): reserva cubierta = | p(F)=0,96




16. DISTRIBUCION BINOMIAL

RESUMEN

» una variable X sigue una distribucion binomial cuando
cumple las siguientes condiciones:

e el experimento consiste en n pruebas idénticas

e cada prueba soblo tiene dos posibles resultados denominados
éxito (S) y fracaso (F) de forma arbitraria

e probabilidad de éxito constante en cada una de las pruebas:
P(S)=p ) P(F)=1-p

e las pruebas son independientes

e la v. a. binomial X, de parametros n y p, se define como “el
numero de éxitos en las n pruebas”: X~B(n;p)



16. DISTRIBUCION BINOMIAL

Funcion de masa de probabilidad

» sea una v.a. binomial X~B(n;p)
» X toma los valores: {0,1,2,3, ... ,n}

» se trata de calcular:|p (X =i) (i=0,1,2,3, ... ,n)

e S (éxito): se repite i veces
e [ (fracaso): se repite (n-i) veces
» se calcula la probabilidad del siguiente suceso:
P(sNsn - NS NFNFN - NF)=

i veces (n-i) veces

- PO b [{1- p)E(l—;)E..- {1-p)=p' fa-p)"




16. DISTRIBUCION BINOMIAL

Funcion de masa de probabilidad

» el numero total de maneras posibles de obtener j
exitos en n pruebas es:

SR

» entonces, la funcic’deo IQasa de prokE

; (x:»:[f‘] I f-p)| (i1=0.1.2.3, ... .n)

n: numero de pruebas
i: n° de éxitos en n pruebas
p: probabilidad de éxito en cadag

g=1-p

abilidad es:

NUmero de todas las formas Probabilidad de cada
posibles de obtener i éxitos secuencia individual de i

en n pruebas éxitos y (n-i) fracasos



16. DISTRIBUCION BINOMIAL

Funcion de masa de probabilidad

» ejemplo: hallar la probabilidad de obtener exactamente dos
cuatros al lanzar 5 veces un dado equilibrado

e S: “obtener 4 (éxito)”

e [: "no obtener 4 (fracaso)”

e X: “numero de cuatros en las 5 tiradas”
e X ~B(5;1/6)

e se debe calcular: P(X=2)

5 2 3 | 3
P(X=2)= 1 21 =2 2 201607500 - 16075%
21 3!

216 6 6°




16. DISTRIBUCION BINOMIAL

Funcion de masa de probabilidad

» |la funcion de masa de probabilidad de una v.a. dis-
creta debe verificar:

I=n

> p(x,)=1

=1

» por tanto, para la distribucion binomial:

Z p(i):i_i P (X :i):ii [?jﬂb‘ {1-p)"G(p+(1-p))" =1

desarrollo del binomio
de Newton




16. DISTRIBUCION BINOMIAL

Funcion de masa de probabilidad

» calculo de probabilidades asociadas a una distribucion
binomial:

e mediante aplicaciones informaticas

e aproximaciones mediante otro tipo de distribuciones cuyas
probabilidades son mas sencillas de calcular

e utilizacion de|tablas|; en este caso, conviene saber:

O

) . O X ~ B(n;p)

85>5% } P(X=i)=P(Y=n-i)
52285/ | Y~ B(n;1-p)

mBr—U'QE




16. DISTRIBUCION BINOMIAL

EJEMPLO: utilizacion de tablas

» ejemplo: se dispone de una moneda trucada con la que la proba-
bilidad de obtener cara es del 30%.

Si se lanzase 10 veces la

moneda de forma consecutiva, calcular:

1. la probabilidad de obtener 6 caras o menos

Solucion

e X: “nUmero de caras obtenidas” == X~-B(10;0.30)

e A: “obtencidn de 6 caras o menos”

e S: “obtener cara (éxito)”

e [: "no obtener cara (fracaso)”

P(A)=P (X <6) (=) 0.9894

- TABLAS ’/




16. DISTRIBUCION BINOMIAL

EJEMPLO: utilizacion de tablas

» ejemplo: se dispone de una moneda trucada con la que la proba-
bilidad de obtener cara es del 30%. Si se lanzase 10 veces la
moneda de forma consecutiva, calcular:

2. la probabilidad de obtener 7 caras o mas

Solucion

e X: “nUmero de caras obtenidas” == X~-B(10;0.30)

e A: “obtencion de 7 caras o mas”

P(A)=1-P (X <6)=1-0.9894 =0.0106




16. DISTRIBUCION BINOMIAL

EJEMPLO: utilizacion de tablas

» ejemplo: se dispone de una moneda trucada con la que la proba-
bilidad de obtener cara es del 30%. Si se lanzase 10 veces la
moneda de forma consecutiva, calcular:

3. la probabilidad de que salgan exactamente 6 caras

Solucion

e X: “nUmero de caras obtenidas” == X~-B(10;0.30)

10
6

P(X:6):(

i

3
10

T[ﬁlo

v

4
j = (0.03676 L] - 3,676%
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EJEMPLO: utilizacion de tablas

» ejemplo: se dispone de una moneda trucada con la que la proba-
bilidad de obtener cara es del 30%. Si se lanzase 10 veces la
moneda de forma consecutiva, calcular:

4. la probabilidad de obtener 4 cruces o menos

. p>0.5
Solucion no esta en las tablas

e Y: “nimero de cruces obtenidas” == Y-.B(10;/0.70)
e X: “nUumero de caras obtenidas” == X-B(10;0.30)

P(Y<4)=P (X=6)=1-P (X s5)@1—0.9527 =0.0473

Sucesos \ TABLAS -
complementarios
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Algunas graficas

0.4

0.3

0.2

0.1

La asimetria se corrige para
valores de p préoximos a 0.5

0.4

0.3

0.2

0.1

T

Simetria: p=0.5

[ B(10,0.25) | Asimetria a la derecha

Maximo: X=2

0.4 T T T T T T T T T I
[l B(10,0.5) |
0.3+ 1
0.2+ k
01 5l
O L i k 1
Bl - & % 5 & T B "W 1§
T T T 1 |
[ B(10,0.75) |
Asimetria a la izquierda
X Maximo: X=8
10

http://www4.ujaen.es/~ajsaez/recursos/Estadisticalngenieros.pdf



16. DISTRIBUCION BINOMIAL

Caracteristicas de B(n;p)~X

» media: |#=E[X]=nlp

e X: n° de éxitos en n pruebas independientes de Bernouilli

X:::Z:Xi donde {z& ;)) . p:>E[X] p mmp E[X]= ZE[X] n Cp

=1

» varianza:|o? :Var[X]= np{1-p)

> desviacién tipica: o=,/ np{1-p)




16. DISTRIBUCION BINOMIAL

Ejemplo: ejercicio 5
Supdngase un sistema con 9 componentes que, para
su funcionamiento, requiere que, al menos, seis estén
disponibles. Si la probabilidad de funcionamiento de

un componente es de 0.95, calcular la fiabilidad del
sistema (probabilidad de que funcione)

Soluciéon

e solo son posibles dos resultados en cada prueba: que funcione
el componente analizado o que no funcione

e se trata de una repeticion de pruebas de Bernouilli

e X: “nimero de componentes que funcionan” == X..B(9;0.95)




16. DISTRIBUCION BINOMIAL

Ejemplo: ejercicio 5

Solucion
e |a distribucion X~B(9;0.95) no figura en las tablas
e Y: “nimero de componentes que no funciona” == Yy-.B(9:0.05)

e A: “el sistema funciona”

|

slololaloal |




17. DISTRIBUCION HIPERGEOMETRICA

» muestreo con reemplazamiento

e el modelo binomial exige la misma probabilidad de éxito en
las n pruebas que se realizan

e si se toma una muestra de una poblacidn finita de éxitos y
fracasos (por ejemplo, la produccion total de cierta pieza que
puede clasificarse como defectuosa o no defectuosa) el modelo
binomial no se satisface salvo que una vez observado un ele-

mento se devuelva a la poblacion antes de realizar la siguiente
observacion



17. DISTRIBUCION HIPERGEOMETRICA

» muestreo sin reemplazamiento

e es el que se realiza normalmente

e se seleccionan, aleatoriamente, n elementos diferentes de una
poblacion formada por N elementos

e se puede extraer un conjunto de n elementos 6 seleccionarlos
de uno en uno sin reemplazamiento

e ejemplo: se tiene una urna con N bolas de las cuales r son
negras y el resto, N-r, son blancas. Se toma una muestra
aleatoria simple (es decir, sin reemplazamiento) de tamanfo
ny se cuenta el numero de bolas negras, X, en la muestra

e la v.a. X del ejemplo sigue una distribucion hipergeométrica

X~H(N;n;r/N)




17. DISTRIBUCION HIPERGEOMETRICA

» definicion
e el experimento consiste en seleccionar de forma aleatoria n

elementos sin reemplazamiento de un conjunto de /N elementos

e / elementos presentan una caracteristica determinada (éxito)
y N-r no presentan esa caracteristica (fracaso)

N
e numero de casos posibles de seleccionar la muestra: [ n

e numero de casos posibles de seleccionar / “éxitos” r
entre los r “éxitos” de la muestra: i

e numero de casos posibles de seleccionar n-i “fracasos” N -
entre los NV-r “fracasos” de la muestra: n-—i




17. DISTRIBUCION HIPERGEOMETRICA

» definicion

e sea X la v.a. que representa el niUmero de éxitos de la muestra

e X sigue una distribucion hipergeométrica:

XzH(

N;n;Lj
N

e generalmente, se toman muestras sin reemplazamiento de
poblaciones de tamafo relativamente pequeno

e |as distintas observaciones no son independientes



17. DISTRIBUCION HIPERGEOMETRICA

Funcion de masa de probabilidad

» sea una v.a. hipergeométrica X~H(N;n;r/N)

» con lo visto anteriormente en la definicion, la funcion
de masa de probabilidad es:

r

P(X=i)= |

N —r

n—I

|

N
n

4

J\

R

e N: numero de elementos
e n: tamano de la muestra

Casos favorables al
suceso X=j (i éxitos)

Casos posibles

e I nUmero de elementos clasificados como éxitos



17. DISTRIBUCION HIPERGEOMETRICA

Funcion de masa de probabilidad

» una v.a. hipergeometrica X~H(N;n;r/N) puede tomar
valores del siguiente intervalo

max{0,n-(N-r)}<i<min{n,r}

e si n<r (el numero de elementos de la muestra es menor que
el nUmero de éxitos): el mayor valor que puede tomaries n

e si n>r (el numero de elementos de la muestra es mayor que
el nUmero de éxitos): el mayor valor que puede tomar i es r

e si n<N-r (numero de elementos de la muestra menor que el
numero de fracasos): menor valor que puede tomaries 0

e si n>N-r (numero de elementos de la muestra mayor que el
numero de fracasos): menor valor que puede tomar i es n-(N-r)



17. DISTRIBUCION HIPERGEOMETRICA

Funcion de masa de probabilidad

» ejemplo: nimero de bolas blancas (6 negras) que pueden
salir al extraer sin reemplazamiento 20 bolas de una urna que
contiene 15 bolas blancas y 85 negras

e bolas blancas
N=100

n=20 }‘ max{ 0, —65} <i <min{ 20,15 ‘ 0<i<15

r=15

e bolas negras
N=100

n=20 }q max{0,5} <i <min{20,85 W) |5<i<20

r=85




17. DISTRIBUCION HIPERGEOMETRICA

Ejemplo

Calcular la probabilidad de obtener 2 bolas negras al
extraer sin reemplazamiento 3 bolas de una urna que
contiene 4 bolas negras y 5 bolas blancas

Soluciéon

e NV: “bola negra (éxito)” =———p- =4
e B: “bola blanca (fracaso)” wessp N-r=5
e X: “nUmero de bolas negras en la muestra” ===p H(9;3:;4/9)

4\ (5
2 )11
P(Xx=2)= =0.357142 00 - 35,71%

)




17. DISTRIBUCION HIPERGEOMETRICA

» si en el ejemplo anterior se extraen las 3 bolas con
reemplazamiento estamos ante un modelo binomial

» sin embargo, con poblaciones finitas, normalmente,
no se realizan muestreos con reemplazamiento sino
que suelen ser sin reemplazamiento

» pero si el tamano muestral, n, es pequeno comparado
con r (numero de éxitos en la poblacion) y con N-r
(numero de fracasos) el modelo hipergeomeétrico
resulta muy similar al modelo binomial

N - o
H(N;n;Lj O B(n;p:Lj
N N




17. DISTRIBUCION HIPERGEOMETRICA

Caracteristicas de H(N;n;r/N)~X

> media: ,u=E[X]=nGI:I—=nEb

» varianza:

5 I — -n _ -n .
g —Var[X]—nDNd\IN d:_l—nﬁ)mﬂ:—_l donde g=1-p

» desviacion tipica:

J:\/nmde donde q=1-p




18. DISTRIBUCION DE POISSON

http://es.wikipedia.org/wiki/Sim%C3%A90on_Denis Poisson

» Simeon Denis Poisson (1781-1840), fisico y
matematico francés conocido por sus trabajos .
en el campo de la electricidad, también publicog
sobre geometria diferencial y la teoria de
probabilidades

2T

» distribucidn introducida en 1837, proporciona un modelo par
la frecuencia relativa del numero de “sucesos poco comunes”
que ocurren en una unidad de tiempo, area, longitud, volumen,

etc.

e

w

e nUmero de defectos en cada metro de un cable

e numero de llamadas/minuto recibidas en una centralita telefonica

e numero de clientes que llegan a un servicio en un intervalo de tiempo
e fisiones por unidad de masa de un material radioactivo



18. DISTRIBUCION DE POISSON

Caracterizacion

» se considera el numero de éxitos en un periodo de
tiempo en el que los éxitos acontecen a razon de 4

veces por unidad de tiempo (promedio) y de forma
independiente

» en ese caso, se considera la variable X
X: numero de ocurrencias del suceso por unidad de tiempo
» esta variable X sigue una distribucion de Poisson de
parametro A; se denota: X~Poisson(4) 6 X~ $(1)
» hipotesis fundamentales:
e independencia en las diferentes realizaciones
e promedio constante de ocurrencias por unidad de tiempo




18. DISTRIBUCION DE POISSON

Caracterizacion

» el nUmero de sucesos que ocurren en un cierto intervalo de
tiempo (o espacio) es independiente del nUmero de sucesos

que ocurren en otro intervalo de la misma longitud no solapado

» el niumero medio de sucesos en cada unidad se denota con la
letra griega A

» |a probabilidad de que, en un intervalo de tiempo (o espacio)
arbitrariamente corto, se produzca un Unico suceso es propor-
cional a la longitud del intervalo

» |a probabilidad de que, en un intervalo de tiempo (o espacio)
arbitrariamente corto, se produzcan dos 6 mas sucesos es
practicamente nula



18. DISTRIBUCION DE POISSON

Funcion de masa de probabilidad

» experimento: contar el nUmero de veces que ocurre
un suceso particular durante una unidad de tiempo
dada (6 en una unidad de longitud, area, volumen, ...
dados)

Las unidades de iy
A deben ser las

mismas




18. DISTRIBUCION DE POISSON

Representacion grafica

» |a distribucidon de Poisson es asimétrica, cuanto menor es A mas
asimétrica es; a medida que aumenta, la representacion grafica
de la distribucion se hace mas simétrica

0.4

B P(1)
0.3 5
0.2
(0B i
0 . 1 1 1
-5 0 5 10 15 20 25
0.2 T T T T T
Bl P(5)
QA5 7]
O
0.05
1 !
(_)5 15 20 25
0.2 T T T T
Bl P(10)
0.15| <l

0.1 ]
0.05 4
O el

-5 0 5 10 15 20 25 http://www4.ujaen.es/~ajsaez/recursos/Estadisticalngenieros.pdf



18. DISTRIBUCION DE POISSON

Caracteristicas de P(A)~X

» media: ,u:E[X]:/]

» varianza:| o®=Var[X|=/

» desviacion tipica:|o=. /1




18. DISTRIBUCION DE POISSON

Aproximacion de la binomial
(ley de sucesos raros)

» se supone que, como en la distribucion binomial,

e cierto experimento aleatorio se repite n veces de forma
independiente

e hay un suceso que se denomina éxito que ocurre con proba-
bilidad constante p

» ademas, se supone que:
e el experimento se repite gran numero de veces (n es grande)

e el éxito es un suceso raro (p es pequeno)

e el promedio de ocurrencias es A=n-p




18. DISTRIBUCION DE POISSON

Aproximacion de la binomial
(ley de sucesos raros)

» con los supuestos anteriores, la v.a. X que mide el
numero de exitos sigue, aproximadamente, una
distribucidn de Poisson (X~$(1)) con A=n-p

» en esta segunda caracterizacion de la distribucion se
considera que la aproximacion es:

e aceptable sin>20y p<0.05

e excelente si n>100 y siempre que n*p<10

e Nota. La aproximacion es muy util ya que, para estos valores
de los parametros, la distribucion binomial es complicada de
calcular ya que, entre otros calculos, se exige el calculo de n!




18. DISTRIBUCION DE POISSON

Ejemplo

Sea X una variable binomial de parametros n=1000 y
p=0.006. Calcular P(X=20)

Solucion
X =B (1000 ; 0.006)

P (X =20)= ( 12(())0 j {0.006 )*° {1-0.006 )**°°7*°

Calculo complicado
n!'=1000!




18. DISTRIBUCION DE POISSON

Ejemplo

Sea X una variable binomial de parametros n=1000 y
p=0.006. Calcular P(X=20)

Solucion

p\:ﬂ?:&lo ]- m) X =B (1000;0.006)= Poisson(6)

e BINOMIAL POISSON

P (X =20)= i P(x=20)| 3,41E-06 | 3,73E-06

Excel



18. DISTRIBUCION DE POISSON

Ejemplo

El nimero de personas que llega a un hospital sigue
una distribucion de Poisson. Si el promedio es de 120
personas a la hora, écual es la probabilidad de que, en
un minuto lleguen, por lo menos, 3 personas?

Solucion

e X: “nUmero personas/minuto que llegan”

e promedio: / :% =2 personas / minuto

P(X=23)=1

P(X<3)
=1-[P (X = O)+P(X 1)+ P(x:2)]:o.3233

=1-P (X <2)=




18. DISTRIBUCION DE POISSON

Ejemplo

Solucion

e buscando en las tablas

P(X=3)=1-P (X <3)=1-P (X £2)=1-0.6767 =0.3233

A =180 A =190 A =200 A =210 A =220
¥ Probahbilidad x Probahbilidad x [Probabilidad| x Probahilidad x Probahilidad
0 0.1653 0 0.1496 0 0.1353 ] 0.1225 0 0.1108
1 0.4628 1 0.4337 1 0.4060 1 0.3796 1 0.3546
2 0.7306 2 0.7037 2 2 0.6496 2 0.6227
R 0.8013 3 0.8747 3 0.8571 3 0.8386 R 0.8194
4 0.9636 4 0.9559 4 0.9473 4 0.9379 4 0.9275
5 0.9896 5 0.9868 5 0.9834 5 0.9796 5 0.9751
G 0.9974 G 0.9966 G 0.9955 fi 0.9941 6 0.9925
T 0.9994 T 0.9992 7 0.9989 T 0.9055 T 0.9980
8 0.9999 8 0.9998 8 0.99098 8 0.9997 8 0.99495
a9 1.0000 9 1.0000 9 1.0000 9 0.9999 9 0.9999
10 1.0000 10 1.0000 10 1.0000 10 1.0000 10 1.0000







19. INTRODUCCION

» una v.a. continua es aquella que puede tomar cual-
quier valor en un intervalo (0 union de intervalos)

» por tanto, los valores que puede tomar constituyen
un conjunto con un numero infinito no numerable de
elementos

» ejemplos
e tension de fractura de una muestra de asfalto
e grosor de una lamina de aluminio
e pH de una muestra de agua
e duracion de una llamada telefénica
e peso de un individuo



19. INTRODUCCION

» diferencia principal entre v.a. discreta y v.a. continua

e en la v.a. discreta se pueden numerar sus posibles valores y
contar el nimero de veces que aparece cada uno en cierta
muestra

e en una muestra de variable continua no se repiten valores (si
se toma un numero suficiente de decimales de cada uno)

e como ambos tipos de variables son diferentes deben tratarse
de distinta forma

» calculo de probabilidades de sucesos asociados a v.a.

e en la v.a. discreta se usa la de probabilidad

e |los valores de una v.a. continua no tienen masa de probabi-
lidad: se emplean la funcion de distribucion y la denominada

funcion de densidad



19. INTRODUCCION

HISTOGRAMA

» permite aproximar las probabilidades de los valores
de una v.a. continua

» ejemplo: suponganse dos muestras de una variable,
una con N=100 valores y otra con N=1000 valores
e se consideran, respectivamente, 10 y 31 intervalos de clase

o h i Sto g Famas L | Histograma con N=100 datos| ; |Histograma con N=1000 datos |

0.8

0.6 0.8

Densidad
04

0.2
|

0.0




19. INTRODUCCION

HISTOGRAMA

» ejemplo:

e el area de las barras representa la frecuencia relativa con que
se dan los valores de los sucesivos intervalos en la muestra

e al pasar de N=100 a N=1000 datos el histograma,eshoza./a.
forma de una funcion real de variable real; en general, cuanto
mayor es N mas se aproximan los histogramasg a la forma de
una funcién continua -

o

e histograma de N=100: calcular la probabilida
de alguno de los intervalos del grafico implfca+hs
la barra sobre el intervalo |

e histograma de N=100: calcular la probabilidad et
de varios intervalos del grafico supone sumar | |as L
barras correspondientes g e

°N la muestra
ar el area de

13 muestra




19. INTRODUCCION

HISTOGRAMA

» ejemplo:

e para que las probabilidades en la muestra se aproximen a las
verdaderas es necesario que el tamafno de la muestra, N, sea
grande (cuanto mas mejor)

e en este caso, el histograma se asemeja mas al d
de la figura anterior 3

e |a derecha

‘ |Histograma con N=1000 datos |

e histograma de N=1000: calcular la probabllldad ,
toma valores entre a y b) supone sumar las areagl
que forman el intervalo (a,b), suponiendo que hayi
que forman, exactamente, el intervalo (a,b) |

0.2

0.0




19. INTRODUCCION

HISTOGRAMA

» ejemplo:

e si el tamafno de la muestra es suficientemente grande para
realizar un paso al limite y encontrar una funcion real, f(x),
que represente la linea que define el histograma, caIcuIar
la probabilidad anterior se reduce a un problel
integral |

0.6

p (a<X<b):Lbf(x

Densidad

0.4

0.2
it

0.0
L




20. FUNCION DE DENSIDAD

Dada una v.a. continua X, se define su funcion de
densidad de probabilidad como aquella funcidon f(x)
tal que:

b
p(a<x<b):jf(x)dx Ja.b0OR 6 a.b = +wm
a

» Utilizacion en el calculo de probabilidades

o p(asxsb):jf(x)dx




20. FUNCION DE DENSIDAD

PROPIEDADES

» la funcion de densidad NO es una probabilidad

f(x)20| pero no es necesario que f(x)sl

» area total entre la curva de densidad de probabilidad
y el eje de abscisas igual a 1:

j_if (x)dx =1

» probabilidad de conjuntos unitarios:

P (X =a)=P (a<><<a):jaf(x)dx:o

a




20. FUNCION DE DENSIDAD

PROPIEDADES

» extremos de intervalos: a efectos de calculo integra
un punto no afecta al resultado de la integral

\

. p(a<x<b):jbf(x)dx

b
e |P(asX<b) :jfx ) dx

> | Oa,bOR

[P (a<X<h) If

: o)=[t)ax | |




20. FUNCION DE DISTRIBUCION

Dada una v.a. continua X, se define su funcion de
distribucion de probabilidad como aquella funcion

F(x) tal que:

F(x)=P (X sx):j_xf(t)dt

tUR

» Propiedades

e [0<F(x)=1

lim F(x)=

X > —00

0| lim F(x)=1

X —» 00

e F(x) es un funcion monoétona no decreciente

e F(x) esun

funcion continua




21. RELACION ENTRE LAS FUNCIONES

» Calculo de la funcion de densidad a partir de |a
funcion de distribucion.

Si F(x) es la funcion de distribucion de una v.a. continua
entonces su funcion de densidad, f(x), es:

f(x)=F'(x)

» Calculo de la funcion de distribucidn a partir de la
funcion de densidad.

Si f(x) es la funcion de densidad de una v.a. continua
entonces su funcion de distribucion, F(x), es:

F(x):P(sz):j_xf(t)dt JtOR




22. COMPARATIVA ENTRE VARIABLES

Ag ‘.‘E
i > 1w _
> —
— X, } ] } 2 >
0 1 2 0 1 2 3
v.a. discreta v.a. continua

e F(x)=P(X <x)

* F(x)=P (X <x) e F(x) : funcién continua
e F(x): funcién escalonada eP(a<X<h)= (b)—F(a
e P(a<X<b)=F(b)-F(a)|| ¢ PlasX<b)=F
o P(a<X<b
e P(a<X<b

)=F
)=F




23. EJEMPLO

Ejemplo: ejercicio 1
La funcion de densidad de una v.a. continua es:

2Xx 0<sx<1l
f(x):{ 0 x0[0,1]

1. Comprobar que f(x) es una funcion de densidad y
representarla graficamente

2. Hallar la funcién de distribucion, F(x); representarla
graficamente

3. Calcular: p(

X 1) pPlx>3)
P (X 1 <

) plr<x<1




23. EJEMPLO

Ejemplo: ejercicio 1

Solucion

1. Comprobacion de funcion de densidad

f(x)=0 OxOR

J:f( x ) dx = jof( )dx+j

0

1

f(x)dx+j

f(x)dx =1

ol

J0

j dx-hmjf
U— oo

dx-hrgjf dx =

f( ) dx = ijdx [ ]ézl

dx = Iim

n,

0dx = lim [0]3 =0

de— Ilm[O]1 =0




23. EJEMPLO

Ejemplo: ejercicio 1

Solucion

1. Representacién grafica f(X):{ 2x 0s<x<1

| fx)




23. EJEMPLO

Ejemplo: ejercicio 1

Solucion

2. Funcion de distribucion, F(x)

F(x)

F(x)={ x? 0sx<1




23. EJEMPLO

Ejemplo: ejercicio 1

Solucion 0

X<0
2. Funcion de distribucion: F(x)={ x?> 0s<xs1
1 x>1

® F(x):P(sz):fo(t)dt:Iim XOdt:O [x <0

U- —Jy

o
M
—~

x
~
I
o
—~

XSX)=J-Xf(t)dt: lim OOdt+J-X2tdt:0+[t2]g:x2 Ox 0[0, 1]
—00 0

U—- —0Jy

X 0 u
o F(x):P(XSX):j f(t)dt= tim | odts 2tdt+||m Odt=1 Ox>1




23. EJEMPLO

Ejemplo: ejercicio 1

Solucion

3. Calculo de probabilidades:

o P(x<i)=P(x <%):F(l):%

o P(X23)=P(x>3)=1-F( ):g

W




23. EJEMPLO

Ejemplo

La funcion de distribucion de una v.a. continua es:
(0 six<O0

F(x)=4x si0Osx<1

|1 six=1

1. Representarla graficamente

2. Hallar la funcion de densidad, f(x), y representarla
graficamente




23. EJEMPLO

Ejemplo
Solucion (0 six<0
1. Representacion grafica |F(x)={ x si0sx<1
|1 sixz1

A

F(x)




23. EJEMPLO

Ejemplo

Solucion

2. Funcion de densidad, f(x)

f(x):F’(x):{

x)
1 si0sx<l| =0
0 six0D[0,1)

———




24. MEDIA O VALOR ESPERADO

Media, valor esperado 0 esperanza matematica:

y:E[X]:E(X):j_:x[ﬂ(x)dx

» X es una v.a. continua con funcion de densidad f(x)

» interpretaciones:

e valor central de la variable alrededor del que se da el conjunto
de realizaciones de la v.a

e valor esperado (aquél en el que se tienen mas esperanzas)

» si g(X) es una funcion real de una v.a. X también es

una v.a.; entonces: E[g(X)]=_.-_:9 (x )0 (x) dx




24. MEDIA O VALOR ESPERADO

EJEMPLO

» sea X una v.a. continua con funcion de densidad

f(x):{

1
o X1SXSXp

0 xD[xl,xz]

2

2 % X2 —X° X, +X
p=E[X]= I xl}—dx— 1 [EX} =ige™h R H

X4

» |la media es el punto medio del intervalo

= DxD[xl,xz]




24. MEDIA O VALOR ESPERADO

EJEMPLO

» sea X una v.a. continua con funcion de densidad

“AX .
f(X):{/]Eé S.IXZO

O Sl X<O u=Xx=du=dx
/{dvﬂﬂa”X dx =>v =-e ™

u=€[X]=["x@@™ dx = lim [ x0Are " dx =
0

U-o Jo
] = lim [—u B e —1)}

U — oo
0

u
= lim {[‘X@”X ]3 +j e dx} = lim {—u &~ —%e‘”x
0

u—oo U—oo

> resolviendo el limite: N:E[x]:%




24. MEDIA O VALOR ESPERADO

PROPIEDADES

» sea una v.a. X y sean las constantesay b
E[bX]=bE[X] )

. | Ela+bX|=a+bE[X]

Ela+X]|=za+E[X]

J

» |a media de la suma de dos v.a., X e Y, es la suma
de sus medias

E[X+Y]=E[X]|+E[Y]

e Nota: se puede generalizar a n variables

» si las dos v.a., X e Y, son independientes

E[X1Y|=E[X]IE[Y]




25. VARIANZA

Varianza de una v.a. con valor esperado u:

o’ :Var[X]zvar(X):E{(X_'u)ZJ

» |la varianza de una v.a. continua X es el valor esperado
del cuadrado de las desviaciones a la media de X

» es uha medida de la concentracion de los valores de la
v.a. en torno a su media

» para una v.a. continua X:

o’ :E[(X—y)z]:j_z (x = )2 O3 (x)dx




25. VARIANZA

Varianza de una v.a. con valor esperado u:

o’ :Var[X]zvar(X):E{(X_'u)ZJ

» puede abreviarse el calculo con la siguiente formula,
mas comoda:

o’ :Var[X]:E[XZ]—(E[X])Z:J‘mxz[ﬂ(x)dx—,u2

—00

» |la varianza es un promedio que mide la distancia de
los valores de la v.a. a su media

e varianza pequefa: alta concentracion de valores en torno a u

e varianza grande: alta dispersion de valores respecto a u




25. VARIANZA

EJEMPLO

» sea X una v.a. continua con funcion de densidad

1 <
f(x):{xle X1 XX, ‘ ﬂ:E[X]:X2+X1

0 xD[xl,xz] 2

X 2 2
1 {x3} 2_ x2—x1 _(xz—xl)(x2+x2?(1+x1)
3

E[XZ] j X2 0T dx = 3 | (x2 x)" 3(X2_X1)

Xy =X Xy =Xy

o ~var [ ][ x7]- (e[ x)p - ¥ )b exa |

(Xz‘xl)z

12

JZ:Var[X]:




25. VARIANZA

PROPIEDADES

» sea una v.a. X y sean las constantesay b

Var[bX]=b?War [ X] )

. |var[la+bX]|=b2Var[X]

Var[a+X]:Var[X]

J

» dos v.a., X e Y, son independientes cuando el cono-
cimiento del valor de una de ellas no cambia la pro-
babilidad de |la otra; en ese caso:

Var[X +Y |=Var[X]+Var[Y]| |Var[X =Y ]=Var[X]+Var|Y]

e Nota: se puede generalizar a n variables



26. DESVIACION TIPICA

Desviacion tipica de una v.a. X:

o=y 0o® =Var[X]

» para el ejemplo anterior:

2

o2 :Var[X]:(le_le) — >

Xy = Xq




27.NOTA

Estimaciones muestrales de media y varianza de
una v.a.

» iqué relacion hay entre la media y la varianza de una
v.a. (continua o discreta) y la media y la varianza de
unos datos (tema Estadistica descriptiva)?

e |a respuesta se vera mas adelante aunque se da un avance

e |la relacidon es parecida a la que se da entre los diagramas de
barras y las funciones de masa 0 entre los histogramas y las
funciones de densidad

e es decir, si se tienen unos datos de una variable (muestra de
una variable) la media y la varianza de la muestra resultan ser
aproximaciones de la media y la varianza de la v.a. que seran
tanto mejores cuanto mayor sea el tamafo de la muestra




28. DESIGUALDAD DE TCHEBYCHEV

Sea una v.a. X con media y y desviacion tipica o; para
cualquier numero positivo k se verifica:

P(X -p|<k@)21->

k2

» sustituyendo k=2 en la desigualdad:

P(,u—20<X <,u+20)2%

e al menos, el 75% de la distribucion de probabilidad debe estar
contenida en el intervalo (u-20, u+20)

(,u—30,,u+3a) =) | 88 8%

e de forma analoga_/

(u-40,u+40) = | 93750

\




MODELOS DE DISTRIBUCIONES




29. INTRODUCCION

una v.a. continua

e para determinar la distribucién de probabilidad de una
v.a. continua basta con dar la funcion de densidad
e a priori no puede conocerse la funcion de densidad de

Distribucion de
probabilidad

formulas teodricas de funciones masa
que pueden resultar adecuadas para
determinadas variables aleatorias

Modelos teoricos de
distribucion de
probabilidad




30. DISTRIB. UNIFORME CONTINUA

» una v.a. continua X sigue una distribucion uniforme
continua en el intervalo [a,b] si esta distribuida de
forma uniforme en dicho intervalo

» notacion: | X ~ UC[a,b] | X ~ UC(a;b)

» funcion de densidad de probabilidad:

Akf(X)
1 . 4
—— sl as<x<b

f(X):< b—a

. 0 si xO[a,b]| a7




30. DISTRIB. UNIFORME CONTINUA

» por tanto, una distribucion uniforme continua es
aquella que puede tomar cualquier valor dentro de
un intervalo, todos ellos con la misma probabilidad

» ejemplo: el precio medio del litro de gasodleo A en
una determinada gasolinera durante el proximo mes
se estima que puede oscilar entre 1,35€ y 1,45€

® el precio del litro de gasoleo A podria ser de 1.395€, 1.400¢€,
1.415€, ...

® hay infinitas posibilidades (infinitos valores distintos dentro
del intervalo [1.35,1.45])

® todas ellas tienen la misma probabilidad



30. DISTRIB. UNIFORME CONTINUA

» funcion de distribucion de probabilidad:

~ (1 _‘la _ x-a
F(x)-P(sz)-L Logt=% = X% xpab]

F(x)=1 g_a si asx<b [ )




30. DISTRIB. UNIFORME CONTINUA

» esperanza matematica (media):

,u:E[X]:a;b x0[a,b]
» varianza:
_ 2
o° :Var[X]:(IO a)
12

» desviacion tipica:




30. DISTRIB. UNIFORME CONTINUA

Ejemplo: ejercicio 3

El tiempo que tarda una determinada persona en ir de
su casa al trabajo varia uniformemente entre 20 y 30
minutos. {Cual es la probabilidad de que tarde menos
de 29 minutos?

Su hora de entrada son las 9,00h. {¢A qué hora debe
salir de casa para no llegar tarde al trabajo con una
probabilidad superior al 90%7?




30. DISTRIB. UNIFORME CONTINUA

Ejemplo: ejercicio 3

Solucién (0 si x<20
1. X ~ UC(20;30) =) | F(x)=- X;OZO si 20 < x <30
1 si x>30
F(29)=P (X <29)= 29720 _9 _49
30-20 10

2. Otra forma de preguntar lo mismo: X~UC(20;30)

F(x)=P(X<x)= X=29 0.0 mmp x>29 |
30 -20 a las 8,30h. ]




31. DISTRIBUCION EXPONENCIAL

» una v.a. continua X que puede tomar valores x=0
sigue una distribucion exponencial de parametro A
si su funcion de densidad de probabilidad es de la

fo rm a : http://es.wikipedia.org/wiki/Distribucién exponencia
1.5 L] L] L]
1.4 A=05 ——
L A=10 ——
.. A=15
1.2 F

1.1

1 F
09 F\
0.8 F
0.7 f
0.6 F
0.5
04 F
03 F
02 F
0.1 f
0

) _
f(X)Z{AG} *'si x=20 91>0

0 en otro casg

0 1 2 3 4 5



31. DISTRIBUCION EXPONENCIAL

» notacion: | X ~ &€(A) | X ~ exp(A)

» utilidad:

e suele ser modelo de aquellos fendomenos aleatorios que miden
el tiempo que transcurre entre la ocurrencia de dos sucesos

e también, se emplea para modelar la distribucion de la vida
util de determinados componentes

» ejemplos:

e tiempo transcurrido entre la puesta en marcha de una cierta
componente y un fallo

e tiempo transcurrido entre dos llamadas a una centralita



31. DISTRIBUCION EXPONENCIAL

» funcion de distribucion de probabilidad:

X
F(x):P(sz):j Al dt =-e ™ ::1—e‘“ Ox =0
0

si x=0
en otro caso (x < O)

http://es.wikipedia.org/wiki/Distribucion _exponencia

0 1 2 3 4 5



31. DISTRIBUCION EXPONENCIAL

» esperanza matematica (media):

» varianza:

» desviacion tipica:




31. DISTRIBUCION EXPONENCIAL

Ejemplo: ejercicio 4

El tiempo que transcurre entre la llegada de dos auto-
buses a cierta parada se distribuye exponencialmente
con media 5 minutos. Calcular la probabilidad de que
haya que esperar entre 4 y 6 minutos.

Solucion

X: tiempo que transcurre entre la llegada de dos autobuses

u=E[x]=2=5 w=—> (p=p=)i=

1

= mmp X ~ g(1/5)

(e2}

P(4<X <6)=F(6)-F(4)=(1-e"

e

5

J=0.148134




31. DISTRIBUCION EXPONENCIAL

Caracterizacion

» distribucion muy relacionada con la de Poisson
e sea X% (1) una v.a. discreta que cuenta el nimero de éxitos

de un fendmeno aleatorio en cierto periodo de tiempo
e en este caso, el tiempo que pasa entre dos éxitos consecutivos

es una v.a. continua T - &(4)
» ejemplo

e el numero de llamadas recibidas, en periodos de t minutos (X),

en una centralita sigue una distribucion de Poisson

e /: numero medio de llamadas/minuto

e 't : niumero de llamadas esperadas en t minutos

o X~P(At) : distribucion de Poisson

e T : tiempo de espera hasta la siguiente llamada

T =e(Alt)

>

P(T>t)=e™




31. DISTRIBUCION EXPONENCIAL

Ejemplo

Un elemento radiactivo emite particulas segun una variable de
Poisson con un promedio de A=15 particulas por minuto. En ese
caso, el tiempo T que transcurre entre la emision de una particula
y la siguiente sigue una distribucion exponencial de parametro
A=15 . {Cual es la probabilidad de que pasen menos de catorce
segundos entre dos particulas consecutivas?

Solucion
X: “nimero de particulas emitidas/minuto” Wp X =P (15)

T: tiempo transcurrido entre la emision de dos particulas consecutivas

T=g(A=15) mmmp | P(T <)=F(&)=1-e %" =0.9698026

Excel: =DISTR.EXP(14/60;15;1)




31. DISTRIBUCION EXPONENCIAL

Ejemplo

Un elemento radiactivo emite particulas segun una variable de
Poisson con un promedio de A=15 particulas por minuto. En ese
caso, el tiempo T que transcurre entre la emision de una particula
y la siguiente sigue una distribucion exponencial de parametro
A=15 . Este modelo permite, por ejemplo, calcular la probabilidad
de que entre particula y particula pasen mas de 10 segundos.

Solucidn
T: tiempo transcurrido entre la emision de dos particulas consecutivas

T =¢(A=15)

U-oo J1 u-oo

00 u
P(T >%):J 150 dt:IimJ 150 """ dt = lim [—e'15t]i‘:e :




31. DISTRIBUCION EXPONENCIAL

Propiedad de |la falta de memoria (0 propiedad de
no memoria). Si X es una variable aleatoria que sigue

una distribucion exponencial, X~&(4), y t y s son dos
numeros positivos tales que t>s, entonces se cumple:

P(X>t+s | X>s)=P(X >t )

» propiedad interesante y curiosa

» ejemplo: si la vida util de cierto elemento sigue
una distribucion exponencial de parametro A la
probabilidad de que la vida Uutil de ese elemento
sea superior a t es independiente del tiempo, s,
que lleve funcionando el elemento




31. DISTRIBUCION EXPONENCIAL

Propiedad de |la falta de memoria (0 propiedad de
no memoria). Si X es una variable aleatoria que sigue
una distribucion exponencial, X~&(4), y t: y to son
numeros positivos tales que t:>t,, entonces se cumple:

P(X>t, | X>ty)=P(X >t,-t, )

» de otra forma

» ejemplo: si la vida util de cierto elemento sigue
una distribucion exponencial de parametro A la
probabilidad de que su vida Util aumente en t:i—to
unidades de tiempo es independiente del tiempo
ya vivido por el elemento (to)




31. DISTRIBUCION EXPONENCIAL

Propiedad de la falta de memoria

» Demostracion 1

P(X>t+s N X >s)

P(X>t+s | X>s)= o (% >s)

P(X>t+s) e l+s)
) F(J(X>S)): e ® ~° Mﬂ:P(XN)

» Demostracion 2

P(X>t, | X>t,) = : ) 1P L GV
probabilidad P (X >t0) P ) 1-F (t )
condicionada

N Pl i
zi-g—s-Afﬂo%:e_A(tﬂO):P(X>t1‘to) Hty >t




31. DISTRIBUCION EXPONENCIAL

Ejemplo: ejercicio 5

Se ha comprobado que la duracion de vida de ciertos
elementos sigue una distribucion exponencial con una
media de 8 meses. Se pide:

1. Calcular la probabilidad de que un elemento tenga
una vida entre 3 y 12 meses

2. Percentil 95 de la distribucion

3. Probabilidad de que un elemento que haya vivido
ya mas de 10 meses, viva mas de 25 meses




31. DISTRIBUCION EXPONENCIAL

Ejemplo: ejercicio 5

Solucion

1 1
,U:E[X]:;:8 ‘ Azg

X~£(1/8)| mmp F(X):{l—e‘g si x20

0 en otro caso (x <0)

12

1. | P(3<X<12)=F(12)-F(3)= (1—e‘8 )—(1—e‘3):o.464159

2. | F(x)=1-e™ =095 = x=23.9659
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Ejemplo: ejercicio 5

Solucion
3.
p(X>25| X>10) = P(X>25)_1-P(X<25)_1-F(25)_
—— P (X>10) 1-P(X<10) 1-F (10)
probabilidad
condicionad




32. DISTRIBUCION GAMMA

» una v.a. continua X que puede tomar valores x=0
sigue una distribucion gamma de parametros ky A
si su funcion de densidad de probabilidad es de la
forma:

0.5 T T

LR R R
[ I | [ | B
ONWI =
PDODDODDD
i mniain
S e g
hoooo

04

f(x)= AfAx)< @™

r (k)

http://es.wikipedia.org/wiki/Distribucién_gamma

0 2 - 6 8 10 12 14 16 18 20
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_AfAx) e
W

» notacion: | X~Gammal(k;A)

» funcion gamma: /‘(x):j t* e dt
0

[
—
N
I
H
N

esi kOz* : |/ (k)
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Casos particulares

» si |[k=1:

e distribucion exponencial

» si |k=n (nON):

e distribucion de Erlang

e Se usa, por ejemplo, como modelo del tiempo que pasa entre
n llamadas telefonicas

» si|lk=L:A=1:

20 2

e distribucién X° con r grados de libertad

e Se usa, por ejemplo, para evaluar la bondad del ajuste de una
distribucion tedrica a unos datos
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» esperanza matematica (media):

K
pH=E[X] =
» varianza:
o? =Var|[ X | :/]LZ
» desviacion tipica:
K
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Caracterizacion

» sea X~P(A) una v.a. discreta que cuenta el nimero
de éxitos en un determinado periodo de tiempo

e el tiempo, T, que pasa entre el k-ésimo éxito y el k+r es
es una v.a. que sigue una distribucion T~Gamma(r;A) :

» sean Xi:, X2, ... , Xn v.a. independientes que siguen
una distribucion Xi~g(A) (i=1,2, ..., n)

e sea la variable: x = S X
e en este caso: X~Gamma(n;A)
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RESENA HISTORICA

» Abraham de Moivre (1667-1754)

e refugiado protestante francés en Londres

e trabajaba junto a una casa de apuestas calculando
las probabilidades de las apuestas hechas en los
dlferentes Juegos de azar http://es.wikipedia.org/wiki/Abraham_de_Moivre

e presenta la distribucion normal (por primera vez, en 1733)
como aproximacion de la distribucion binomial para valores
grandes de n

» Pierre Simon de Laplace (1749-1827)

e amplia el resultado y lo utiliza en el analisis de errores de
experimentos
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RESENA HISTORICA

» Johann Carl Friedrich Gauss (1777-1855)
e justificacion y formulacion

e |la distribucion lleva su nombre ya que la uso en
gran medida en sus estudios astrondmicos

http://es.wikipedia.org/wiki/Carl_Friedrich_Gauss

» Peirce, Galton y Lexis

e asignan de forma independiente el término de distribucion
normal

e se debe a la gran frecuencia de su uso en cualquier ambito
cientifico y tecnologico ya que muchos fendmenos tienen com-
portamientos que se asemejan a esta distribucion
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INTRODUCCION

» tambien llamada de Gayss o gaussiana—

» es la mas importante/porqug es la que aparece con
mas frecuencia en fehdmenos,reales

| . . . 0.3 . | | |
» su importancia radjca en|que permite modelar nume-

rosos fendmenos naturales, sociales y psicologicos
» la grafica de su funcion de densi
Gauss

d es la campana de

P ejemplos de Yariables que siguen ulRh modelo normal;
01

e estatura deAin grupo de individuos

e COocCie ntelectual

—

-4 e cohsumo de cierto 'broductd\por un mismo girupo de individuds
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INTRODUCCION

» muchas variables aleatorias presentan funciones de
densidad cuya grafica tiene forma de campana; se
debe a que hay muchas variables asociadas con
fenomenos naturales y reales cuyas caracteristicas
son compatibles con el modelo aleatorio normal:

e caracteres morfoldgicos de individuos (personas, animales,
plantas, ... ) de una especie: tallas, pesos, diametros, ...

e caracteres fisiologicos: efecto de una misma dosis de un
farmaco, de una misma cantidad de abono, ...

e caracteres sociologicos: consumo de un producto por un
mismo grupo de individuos, puntuaciones de examenes, ...

e caracteres psicologicos: cociente intelectual, grado de adap-
tacion a un medio
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INTRODUCCION

» en general, cualquier caracteristica que se obtenga
como suma de muchos factores independientes halla
en la distribucion normal un modelo adecuado

» existe otra razon mas practica para su extendido uso
e sus propiedades matematicas son inmejorables

e por tanto, casi siempre se trata de forzar al modelo normal
como modelo para cualquier variable aleatoria

e ésto, en ocasiones, puede conducir a errores importantes en
aplicaciones practicas

e también, son frecuentes las aplicaciones en la que los datos no
siguen una distribucidon normal en cuyo caso puede ser objeto
de estudio la pérdida de normalidad
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Funcion densidad de probabilidad

» una v.a. continua X que puede tomar cualquier valor
real sigue una distribucion normal 6 gaussiana de
parametros y y o si su funcion de densidad es de

la forma:
1 e x O~ 0o, e0)
f(x)= & “¢ @
( ) oQ/2mr

» notacion: | X~N(u;0)

» parametros:
e media: |4 UR

e desviacion tipica: | 0 >0
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Representacion grafica: campana de Gauss

» |a funcion de densidad de la distribucion normal:

e presenta simetria respecto de su media, u
e la media, la mediana y la moda son iguales
e presenta dos puntos de inflexion en y-oy en y+o

e es asintotica respecto al eje horizontal

ol 2

e Maximo: (,U, L j
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Representacion grafica: campana de Gauss

2
p=0,0.=02 —
09 } u=0,0=10
u=0,02=5.0 .
0.8 p=-2,6"=05 ——
0.7

0.6

0.5 F

04 r

03 F

0.2 F

0.1

0

http://es.wikipedia.org/wiki/Carl_Friedrich_Gauss
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Representacion grafica: campana de Gauss

B Ny 2)

N(0; 1)

Bl N(-2:2)

» |las curvas se hacen mas planas a medida que crece
la desviacion tipica o
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Representacion grafica: campana de Gauss

B N
B Ny 2)

N (1; 2)

» |las curvas se hacen mas planas a medida que crece
la desviacion tipica o
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Regla de aproximacion

» una v.a. continua normal con media y y desviacion
tipica 0 se encuentra en el intervalo:

e (U-0, u+0) con una probabilidad aproximada de 0.6826
e (U-20, u+20) con una probabilidad aproximada de 0.9545
e (u-30, y+30) con una prob_ab_ilidad_aproximada de 0.997

p-30 p-26 p-¢ p
| —o0,68—]

| 0,95 —

Ross, M.S.; Introduccidn a la Estadistica;
} 0,997 ! ~ Ed. Reverté S.A. (2005)
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Funcion de distribucion de probabilidad

» no tiene interés ya que no se puede calcular una pri-
mitiva de la funcion de densidad mediante metodos
elementales; solo pueden aproximarse mediante mé-
todos numeéricos

» existen infinitas distribuciones normales aunque solo
se necesita una tabla para calcular las probabilidades
de todas ellas; es la correspondiente a la denominada
distribucidon normal estandar
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Distribucion normal estandar

» es una distribucion normal cuyos parametros son:
H=0
=1

» notacion: | Z~N(0;1)

2

X

1 —
» funcion de densidad: f(X)=EE€9 2 [OxOR

» funcion de distribucion (notacién): | ®(x)=P(z <x)
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Tipificacion de la distribucion normal

» si X es una v.a. normal con media y y desviacion

tipica o entonces la variable
X-—U
o

/ =

X=N(y;c) mmmmp 7 -

X—HU
o

=N (0;1)

sigue una distribucidon normal estandar

» aplicacion: si se quiere calcular la probabilidad de que
una variable X~N(u;0) esté en el intervalo [a,b]

P(asXsb):P(a_”s X-p b
) g

)=o

b-u
o)

i

a-u
)

J
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TABLA DE LA NORMAL ESTANDAR, Z

Tabla 6.1 Probabilidades de la normal estdndar.

x 0.00 0.01 0.02 0,03 0.04 0.05 0.06 0.07 0.08 0.09
0.0  0.5000 0,5040 0,5080 0,5120 0.5160 0,5199  0,5239  0,5279 0.5319  0.5359

0.1 05398  0.5438  0.5478  0,5517 0.5557 0.5596 0.5636 05675 05714  0.5753

0.2 05793  0.5832 0,5871  0,5910 0.5948  0,5987 0.,6026 0.6064 0.6103  0.6141

03 06179 0.6217 0,6255 0.6293  0.6331 0.6368 0.6406  0.6443  0.6480  0.6517

04 06554 0.6591 06628 0,6664 0.6700 0.6736 06772  0.6808  0.6844  0.6879

0.5 06915 0.6950 06985 0,7019  0.7054  0,7088 07123 0.7157 0,7190  0,7224

0.6 07257 07291 07324  0,7357 0,7389  0,7422  0,7454  0,7486 0.7517  0.7549

0.7 07580 0,7611 0,7642  0.7673 07704  0,7734 07764  0,7794  0.7823  0.7852

0.8 0,7881 07910 0.7939  0,7967 0,7995  0.8023  0.8051 0.8078  0,8106  0,8133

0.2 0,8159 08186 0,8212 0.8238  0.8264 0.8289 0.8315 0.8340 0.8365 0.8389

1,0 0,8413  0.8438 0.,8461  0,8485 0,8508 0,8531 0.,8554 0.8577 0,8599  0.8621

1.1 0.8643  0,8665 0.8686 0.8708  0.8729  0.8749 08770 0.8790 0.8810  0.8830

1.2  0.8849  0,8869  0.8888  0,8907 0.8925 _ 0,8944  0.8962  0,8980  0.8997  0.9015

1,3 09032  0,9049  0,9066 09082 0,9099 09115 09131 09147 09162 0.9177

1.4 09192 09207 09222 09236 09251 0,9265 0,9279 09292 09306 09319

1.5 0.9332 09345 0,9357 09370 09382  0.9394 09406 0,9418 09420  0.9441

1.6 09452  0,9463  0,9474  0,9484  0.9495  0,9505 09515 09525 0.9535  0.9545

1,7 09554 0,9564 09573  0,9582  0.9591 0.9599 09608 0.9616 09625  0,9633

1.8 09641 09649  0.9656 09664 09671 09678 0,9686 0.9693 09699  0.9706

1.9 09713 09719 0,9726 09732 09738 09744 09750 09756 09761  0.9767

20 09772 09778 09783 09788 09793 0.9798 0.9803 09808 009812  0,9817

2.1 09821 0.9826 0,9830 09834 09838 09842 0,9846  0,9850 009854  0,9857

22 09861 09864 09868 09871 09875 0.9878 09881 00884 09887  0.9890

2.3 09893 09896 09898 09901 09904 0,9906 09909 09911 09913  0.9916

2.4 09918 09920 09922  0.9925 09927  0.9929 09931  0,9932 09934  0.9936

2.5 09938  0.9940 09941  0,9943 09945  0.9946  0,9948  0,9949  0.9951  0.9952

2,6 09953  0.9955 09956  0,9957  0.9959 09960  0.9961 0.9962  0.9963  0.9964

2,7 09965 09966 09967 0.9968 09969  0,9970 09971  0,9972 09973  0.9974

2.8 0.9974 09975 09976 09977 0,9977 09978 09979  0.9979  0.9980  0.9981

29 09981 09982 0,9982  0,9983 09984  0,9984  0,9985  0,9985 09986 09986

3.0 09987 09987 0,9987 09988 0,9988 0.9989 09989  0.9989  0,9990  0,9990

3.1 09990 09991 09991 09991 09992 09992  0,9992  0,9992  0,0993  0.9993

3.2 09993  0,9993  0,9994 09994 09994 09994  0,9994 09995 09995  0.9995 _, -
33 09995 09995 09995 09996 09996 09996 09996 09996 09996 0,997 R0sS, M.S.; Introduccion a la Estadistica;
3.4 09997 09997 09997 09997 09997 0.9997 09997 0,9997 009997 o0,9008 Ed.Reverté S.A. (2005)

El valor representado en la tabla es P{Z < x}.
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TABLA DE LA NORMAL ESTANDAR, Z

» |la tabla anterior contiene, Unicamente, los valores
que toma la funcidén de distribucion de la distribucion
normal estandar, Z, para ciertos valores positivos;

es d eCI r : Ross, M.S.; Introduccién a la Estadistica;

Ed. Reverté S.A. (2005)

¢(ZO ) = P (Z < ZO) donde ZO > O x 0,00 0,01 ., 0,02 0.03

0,0 05000 0,5p40 0,5080 0,5120

[ ejemplo' 01 05398 05838 05478 05517

02 05793 05832 0,5871 0,5910
0.3 06179 06217 06255 06293
04 06554 06591 0,6628 00,6664

®(0,91)=P(Z<0,91)=0,8186

0,5 06915 06950 0,6985 0,7019
06 07257 806 V0 TE CAETesT

07 07580 07611 07642 07673
P(z2>091)=1-9(091)=1-P(Z<091)=0.1814| o5 oms1 om0 o073 07967

(09 —0.8159—0.8186> 08212  0,8238

1,0 08413 08438 08461 0,8485
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TABLA DE LA NORMAL ESTANDAR, Z

» calculo de: | @(-2z,)=P(z<-z,) donde z,>0

e usando la simetria de la distribucion normal:

®(-20)=P(2<-20)=P(Z2224)=1-P(Z 224 )=1-2(2,)

L ICY| (LIETY )
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TABLA DE LA NORMAL ESTANDAR, Z

» calculo de: | @(-2z,)=P(z<-z,) donde z,>0

» ejemplo:

®(-091)=P(z2<-091)=1-P(Z<091)=1-9(0,91)=01814

0.03

Ross, M.S.; Introduccion a la Estadistica;
Ed. Reverté S.A. (2005)

0.5120
0.5517

0.5910
00,6293
0.6664

00,7019
. 75357
00,7673
0,7967
0.8238

0.8485
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EJEMPLO: tipificacion y tablas

» Ejemplo. Si una v.a. X se distribuye normalmente con media 7
y desviacion tipica 2, calcular P(5<X<10)

Nota. Tipificacion y estandarizacion es lo mismo x  [000
0,0 0,5000

a- X - b- b- a- ok
Pla<x<b)=p( 24K MDA ool g2t b i
g g g g g 0,3 0,6179
X 0,00 04 0,6p54
a=5 b=10 wu=7 o=2 00 05000 || 05 0.6p15

0.1 0,5B98 06 07257

l 02 0,5793 0,7 0,7p80
03 06179 08 0,7881

P(5<X<1O):¢(:|_5)_¢(_1):¢(15)_[1_¢(1)] 04 06554 | 09 08159

05 0,6p15 1,0 08413

Ross, M.S.; Introduccién a la Estadistica 0.6 0,785/ 11 0,8p43
1 Ed. Reverté S.A. (2005) 0.7 0,7580 1.2 0,849

0.8 0,7881 1,3 09032
P(5<X <10)=0.9332+0.8413-1=0.7745 09 0359 | 14 09}
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Teorema central del limite

» se consideran las n v.a. aleatorias Xz, Xz, ... , Xn

e independientes

e idénticamente distribuidas, es decir, con la misma distribucion
de probabilidad de media y y desviacion tipica o

=N
> sealav.a.: |Y=) X
-

» Teorema central del limite. Cuando n tiende a infinito
(para valores elevados de n) la v.a. Y tiende a una
distribucion normal:

Y =Ny Jn )




33. DISTRIBUCION NORMAL

Teorema central del limite

» de acuerdo con este teorema, la distribucidon normal
surge siempre que los resultados de un experimento
son debidos a un conjunto muy grande de causas in-
dependientes que actuan sumando sus efectos, de
forma que cada efecto tiene poca importancia con
respecto al conjunto

» Teorema central del limite. Si se tipifica la variable Y:

A N(0: 1)

:Y—n
Jn

Z
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Teorema central del limite

» Ejemplo

e una variable se obtiene como ,suma de N variables que siguen
una distribucion uniforme
UC[O;1]

e segun el teorema:

I=n

X — X _ N N . N 0 02 04 06 08 1 % 05 1 1.5 2
| 2 ] 12 http://www4.ujaen.es/~ajsaez/recursos/Estadisticalngenieros.pdf
1

300 g 350

(B N=5 | [EEE N=10 |

300

e se simula una muestra de
10.000 datos

250
200
150
100

e a medida que crece N el
histograma se asemeja a
una densidad gaussiana

50

Figura 4.15: Ilustracién del Teorema Central del Limite.
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Aproximacion a la binomial

» cuando se tiene una distribucion binomial, B(n;p), a
medida que n crece, es dificil hacer uso de las tablas
y/o de las formulas

» ejemplo: si se lanza un dado 100 veces, calcular la probabilidad
de obtener entre 20 y 33 cincos (inclusive)

e S:“sacar5”: P(S)=1
e F: “no sacar 5" : P(F)=2
e X: “numero de éxitos (cincos)” : | P(20< X <33)

e tablas: inviable (se repite el experimento 100 veces)

, L 100) (1) (1)
e fOrmula: inviable a mano P (X :32):( jgﬁ_j [E_j —742%x107°
32 6 6
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Aproximacion a la binomial

» |la distribucion normal puede usarse, bajo ciertas
condiciones, como aproximacion de la binomial

e sea una v.a. X~B(n;p)

e cuando n se hace muy grande (N — ) la distribuciéon binomial
X puede aproximarse mediante la distribucion normal:

Y =N(nip; /nipy )

» aproximacion valida para valores grandes de n:

e Nn=30

enp>5 + ™ [B(n;p)OBbT_Nnmp; ynpm )

e N'g=5

/
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Aproximacion a la binomial

» en caso de realizar la aproximacion debe tenerse en
cuenta lo siguiente:

e son distribuciones diferentes

e Se pasa de una variable discreta (binomial) a otra continua
(normal)

e se deben hacer determinados ajustes para que la aproximacion
realizada sea lo mas precisa posible

» el ajuste se denomina correccion por continuidad
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Aproximacion a la binomial

CORRECCION POR CONTINUIDAD

n - oo

np=5

X =B (n; p) 0 O] aYzN(nHD;\/m)

> |P(X =k)

e P (Y = k) =0 : aproximacion no valida

e tomar un pequeno intervalo de longitud 1 en torno al valor ky
calcular la probabilidad

P(k-05<Y <k +0.5)
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Aproximacion a la binomial

CORRECCION POR CONTINUIDAD

n - oo

np=5

X =B (n; p) 0 O] aYzN(nHD;\/m)

» razonamiento analogo con probabilidades acumuladas
en la binomial

aproximacion

°[P(X <k) > P(Y <k-0.5)

aproximacion

°[P(X <k) > P(Y <k+0.5)
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Aproximacion a la binomial

CORRECCION POR CONTINUIDAD

» ejemplo: si se lanza un dado 100 veces, calcular la probabilidad
de obtener entre 20 y 33 cincos (inclusive)

n=100>30
np=16.67=5 M =16.67
X =B (100; 1)O0 gqﬁﬁ%ﬁﬁ ~Y =N(16.67;3.73) - {0:3.73

correc_cié.n por I\ tipificacion }\
continuidad
(19.5—16.67 33.5—16.67)_

P(20sX<33)=P(20-0.5<Y <33+0.5)=P <Z<
3.73 3.73

=P (0.76 <Z<451)=P(Z<4.51)-P(Z<0.76)=1-0.7764 =0.2236

tablas
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Aproximacion a la distribucion de Poisson

» |la distribucion normal resulta, también, una buena
aproximacion de la distribucidon de Poisson

e sea una v.a. X~P(A)

e cuando A es muy grande (A — o ) la distribucion de Poisson
X puede aproximarse mediante la distribucion normal:

Yy =N(1; /1)
» aproximacion valida para valores grandes de A:
e A210 mm) X=P (MO -y =N(1; /7 )

NOTA. Las consideraciones relativas a la correccion por
continuidad son aplicables, también, en este caso
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nlp<10

\

|

correccion
por
continuidad

P(A)
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