APLICACIONES LINEALES CON MATHEMATICA

01 2 11
Sea la aplicacion lineal cuya matriz asociada es ( -21 3 2 0 ]
1

a. Encontrar una base de su nucleo
b. Calcular la imagen mediante la aplicacion

de los vectores (1, -2,1,0,3 )y (-3, -2, -6,7,7 )
c. Hallar la imagen de la aplicacion y su dimension

a={{01211 1} {-2,1,3,2,0 1} {1,1, -2, -1,01}};

MatrixForm [a]

01 2 1 1

-21 3 2 0

1 1 -2 -10
Apartado a

nuc = NullSpace [a]

{{-5, -1, -3, 0, 7}, {2, -1, -3, 7, O0}}

dos vectores en la base del nlcledimension 2

Apartado b

f[x_]=ax

{{0, 1, 2, 1, 1}, {-2, 1, 3, 2, 0}, {1, 1, -2, -1, O}}.x

fr{1 -2,1,0,3 }]

{3, -1, -3}
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fr{-3, -2, -6,7,7 }]

{0, 0, O}

Apartado ¢

ecuaciones de la imagen

X = {X1, X2, X3, x4, x5 }

{x1, x2, x3, x4, x5}

y ={yl,y2,y3 }

{yl, y2, y3}

y = ax

{X2 +2 X3 +%X4 +%x5, -2x1+x2+3x3+2x4, X1+x2-2x3-x4}

dimensién imagen = rango de la matriz de la aplicac

MatrixRank [a]

la dimension de la imagen es 3

otra forma: dim esp.vect - dim nudcleo = 5-2=3

Sea la aplicacion lineal f : U -> V definida porf (a,b,c)=(a+b,b+c,a+ ¢y (a, b, c)eU
Hallar la matriz asociada a la aplicacion f

Clear ["Global® "]

fl{a_,b_,c_ }I={a+bb +c,a +c}

{a+b, b+rc, a+c}

fel =f[{1,0,0 }]

{1, 0, 1}
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fe2 =f[{0,1,0 }]

{1, 1, 0}

fe3 =f[{0,0,1 }]

{0, 1, 1}

Transpose [{fel, fe2, fe3 }1

{{1, 1, 0}, (O, 1, 1}, {1, O, 1}}

MatrixForm  [%]

Sea la aplicacion lineal f : R g s

: 0 : -
R’ dada por la matriz ) referida a las bases canénicas

11

(o 2 2

yseaU = {(2,0,1 ), (1, -1,0), (0,0,2 )}unabasede R3 vy V=
{(1,0), (3,1)}unabasedeR 2.

Indicar la matriz de la aplicacion respecto a las bases Uy V.

Clear ["Global® "]

ul = {2,0,1 };u2 ={1, -1,03};u3 ={0,0,2 };vl ={1,03};v2 ={3,11%;

mat = {{1,1,0 }, {0,2,2 }},;

yl = mat.ul

{2, 2}

Solve [yl ==a*Vvl +bxv2, {a, b }]

{{a> -4, b->2}}
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ylv = {-4,2 )

{_41 2}
y2 = mat.u2
{01 _2}

Solve [y2 == a=xVvl +bxVv2, {a, b }]

{{a->6, b>-2}1

y2v = {6, -2}
{6, -2}

y3 = mat.u3
{0, 4}

Solve [y3 ==a*Vvl +bxv2, {a, b }]

{{a>-12, b > 4}}

y3v = {-12,4 }

{-12, 4}

matuv = Transpose [{ylv, y2v,y3v }]1 // MatrixForm

-4 6 —12)
2 -2 4

dependencia o independencia lineal en funcion dehpametro real m

Dados los vectoresi;=(1,-1,0,2,0),0,=(0,0,-1,0,1),U3=(1,-1,1,1,0) yu,=(0,0,m,1,1), discutir su

Clear ["Global® "]

ul = {1, -1,0,2,0 };u2 ={0,0, -1,0,1 };u3 ={1, -1,1,1,0

5

ud

-{0,0,m, 1,1

5
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Reduce[a*ul +b*u2 +c*u3 +d=*ud4 == {0,0,0,0,0 3}, m]

(d=088cC =~ 08&&b = 08&&%a =0) || (c - d&&b = -d&&a - -d&&d + 0 &&m= -2)

cuando m!=-2 los vectores son linelamente indegenes y cuando m=-2 son linealmente dependientes

vamos a ver cual es su dependencia lineal cuandd m=

ud =ud /. mo -2

{0, 0, -2, 1, 1}

Solve [ul ==a*u2+b*xu3+cx*xud, {a b, c }]

{{a->-1, b>1, c->1}}

ul =-u2 +u3 +u4

En el espacio vectorialR* hallar una base del subespacio S={{, X», X3, X4) €R* /
X1+ X2 = X3 + X4}, calculando también su dimension

Clear ["Global™ "]

definimos un vector x genérico dé¢ Rlo expresamos
segun la ecuacion que cumple por pertenecer al subespacio S

x
n

{x1, x2, x3, x4 };

(2]
n

Solve [x1 +X2 == x3 +x4, {x1, x2,x3,x4 }]

Solve::svars: Equations may not give solutions for all "solve" variables. >

{{X1 > -x2+x3 +x4}}

X = X /. Flatten [s]

{-X2 +x3 +x4, x2, x3, x4}

A partir de esta expresion hallamos un sistemaedtores sacando factor comun de los valores x2x83 y

vl =X /. {Xx2 51, x3 »0,x4 -0}

{-1, 1, 0, 0}
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V2 =X /. {X2 -0,x3 »1,x4 -0}

{1, 0, 1, 0}

v3 =x/. {X2 50,x3 -»0,x4 ->1}

{1, 0, 0, 1}

demostramos que el sistema de vectores es libre

Solve [a*xVvl +b*Vv2 +Cc*Vv3 = {0,0,0,0 1}, {a b, c }]

{{a-0, b-0, c->0}}

demostramos que el sistema de vectores es generador

Solve [a*xVvl +b*Vv2 +Cc»Vv3 =X, {Xx1, x2, x3,x4 }]

Solve::svars: Equations may not give solutions for all "solve" variables. >

{{x2 >a, x3->b, x4->c}}

el sistema de vectores {v1,v2,v3} es libre y gedera> forma base del subespacio S cuya dimensi@ e

En R%el vectorX en la base U={i; U, U3 U}tiene por coordenadas (3,1,2,6). Calcular sus cate-

nadas en la base V,V,,V3,V,} sabiendo quevy=Th+Uy, Vo=—U1+2U,, Va=Up-Us, V4=2 U1-Up.

Clear ["Global® "]

Método 1

matriz = {{1,1,0,0 }, {-1,0,0,2 3}, {0,1, -1,01}, {2, -1,0,0 }}

{{1, 1, O, O}, (-1, O, O, 2}, (O, 1, -1, O}, {2, -1, O, O}}

matrizcambio = Transpose [matriz ]

{{1, -1, o, 23}, {1, O, 1, -1}, {O, O, -1, O}, {0, 2, O, O}}
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MatrixForm [matrizcambio ]
1 -1 0 2
1 0 1 -1
0 0 -1 0
0 2 0 O

aplicamos la férmula del cambio de coordenadas de un vdgiasar de una base a otra:

Paso de labase Ualabase¥Y xy =

matrizcambig,,u Xv

Xu={3,1,2,6 1}

{3, 1, 2, 6}

xv = {x1, x2, x3, x4 }

{x1, x2, x3, x4}

|7

s = Solve [xu == matrizcambio.xv, xv ]

{{x1 -4, x2->3, Xx3>-2, x4->1}}

Xv = xv /. Flatten [s]

{4, 3, -2, 1}
Método 2
vli=4(1,1,0,0 };v2 =¢{-1,0,0,2 3};v3 ={0,1, -1,03};v4 ={2, -1,0,0 };
vector = {a, b,c,d }
{a, b, c, d}
s =Solve [{3,1,2,6 }==axvl+bxv2+cxv3+d=xv4, {a bcd }]

{{a-4, b->3, ¢c~>-2,d->1}}

vector =vector /.s [[1]]

{4, 3, -2, 1}
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Sea la aplicacion lineal f entre los subespaciosyuV definida por: f(T7) =Vi- %; f(T) =V- V3;
f(Uz) =Va- Yy

donde {U,U>,U3} es una base de U YW V>, V3,V3} es una base de V. Hallar la matriz asociada a la
aplicacion f y la imagen del vector (1, 1, 2) resp® a la aplicacion

f[Ul] B {l, -1,0,0 }

{1, -1, 0, 0}

f[UZ] ={0,1, —1,0}

{0, 1, -1, 0}

frud] = {0,0,1, -1}

{0, 0, 1, -1}

mat = Transpose [{f [ul],f [u2],f [u3]1}]

{{1, 0, 0}, (-1, 1, O}, {O, -1, 1}, {0, O, -1}}

mat // MatrixForm

1 0 O
-1 1 O
0 -1 1
0 0 -1

mat. {1, 1,2 }

{1, 0, 1, -2}

Dada la aplicacion lineal f:U-»V definida por : f(a,b,c)=(a,0,c,0)¥ (a,b,c) de U
a) Hallar la matriz asociada a la aplicacion f

b) Hallar su ndcleo y su dimension

c) Hallar su imagen y su dimension




Apartado A

aplicaciones lineales con mathematica.nb

f[{a,b,c_ 3}1={a0,c0 }

{a, 0, c, 0}

fel =f[{1,0,0 }]

{1, 0, 0, 0}

fe2 =f[{0,1,0 }]

{0, 0, 0, O}

fe3 =f[{0,0,1 }]

{0, 0, 1, O}

mat = Transpose [{fel, fe2, fe3 1]

{{1, 0, 0}, {0, O, 0}, (O, O, 1}, {0, O, O}}
MatrixForm [mat ]
100
0 00O
001
0 00O
Apartado b

X = {X1, x2, x3 }

{x1, x2, x3}

Solve [f [{x1,x2,x3 }]==4{0,0,0,0 3}, {x1,x2,x3 1}]

Solve::svars: Equations may not give solutions for all "solve" variables. >

{{x1 -0, x3-0}}

|9
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X=x/. {x1 ->0,x3 ->0}

{0, x2, 0}

los vectores del nlcleo son de la forma (0,x2,0)

V=X/. {X2->1}

{0, 1, O}

dimension del nucleo 1

otra forma de hallar el ntcleo

basenuc = NullSpace [mat]

{{0, 1, 0}}

Length [basenuc ]

la dimension del nacleo es 1 -> a partir del veqter forma la base, calculo el nicleo

{x1, x2, x3 } = p = Flatten [basenuc ]

{0, p, 0}

los vectores del nlcleo son de la forma (0,p,0)

Apartado C

Clear [x1, x2, x3 ]

y ={yl,y2,y3,y4 }

{yl, y2, y3, y4}

X = {x1, x2, x3 }

{x1, x2, x3}
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y == mat.x

{yl, y2, y3, y4} = {x1, 0, x3, 0}

los vectores de la imagen son de la forma (x1,0)x3,

MatrixRank [mat]

dimension de la imagen = 2

otra forma de calcular la dimension de la imagen

Minors [mat, 3 ]

{{03}, {0}, {0}, {0}}

todos los menores de orden 3 son 0 -> rango (mat) <

Minors [mat, 2 ]

{{0, o, 03, (O, 1, O}, (O, O, O}, (O, O, O}, {O, O, O}, {O, O, O}}

existe algiin menor de orden 2 distinto de> tango (mat)=2> dim imag=2

Dadas las aplicaciones siguientes:

f:R*— R*/ f(X,y,Z,0)=(X-y+Yy, 2X+4z-tx+y, X+y-2z+t).

g:R®— R°/ g(X,y,2)=(X+2y,2, X+y, X+y+x+1).

l: R*—> R?/ I(x,y,z,t)=(x+y,z+1).

h:R*— R*/ f(X,y,z,)=(X +z+t, y+z+t, -%z-t, -y- z+1).

1. Averiguar cuales de las aplicaciones "f', "g"y "I" son aplicaciones lineales.

2. Calcular las matrices asociadas a las aplicacies "f" y "I" respecto a las bases candnicas de
R%.

3. Hallar la imagenf (1, 2,1, 0), utilizandéa matriz asociada a la aplicacion lineal y compro-
barla directamente.

4. SealabaseB={(1,1,1,1),(1,103,,(1,1,0,0),(1,0,0,0)} Hal (f)yuy
calcularf(1,2,1,0).

5. Calcular una base de N (h) y otra de Im ( h. } La apliacacion "h" es un isomorfismo ?.

6. Determinar las matrices asociadas a: "3 - h", " h"y a"l °h"

Apartado a

Clear ["Global® x"]
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{X-y+t,2 *X+4%Z-t,X +Y, X +y-2%2Z+t}

fIx.,y_,z_,t_ 1:

OgIX_,Y ,Z_ 1:={X+2%Y,Z, X +Y,X +y+2Z,X +1}

FIx_,y,z,t

—
n

{X+y,z +t}

hix_,y ,z ,t l:i={X+z+t,y +z2+t -X+z-t -y-z+t}

(* Se comprueba si se cumpler ,eR ,V X, yeR*laigualdad f¢ X+8Y)=af(X)+B8f(Y) *

Expand [f [a * X1 + B* X2, axyl +B*xy2, a*xzl +B*22, axtl +Bxt2]] ===
Expand [a = f [X1, y1, z1, t1 1+Bxf[X2,y2, 22, t2 11

True

Expand [g[a* X1 + B*X2, axyl +B*xy2, a*xzl +B*22, axtl +B*xt2]] ===
Expand [a * g [X1, y1, z1, t1 1+B*0[X2,Yy2, 22, t2 11

Fal se

Expand [| [a* X1 +B*X2, axyl +B*y2, a*xzl +B*22, axtl +B*xt2]] ===
Expand [a % | [X1, y1, z1, t1 1+B=x1 [X2,y2, 22, t2 11

True

Expand [h[a* X1 + B*X2, axyl +B*y2, a*xzl +B*22, axtl +B*xt2]] ===
Expand [a = h[Xx1, y1, z1, t1 1+Bxh[x2,y2, z2, t2 11

True

(* Las aplicaciones f, | y h son lineales y la aptiién g no lo es *)

Apartado b

(* Para calcular ( f k¢ con C la base canénica Bé, hay que calcular las imagenes de los vectorda dase canonica
gue ordenados seréan las
columnas de (f xc. *)

MatfCC = Transpose [{f[1,0,0,0 1],f [0,21,0,0 1]1,f [0,0,1,0 7],f [0,0,0,1 1}1;
MatfCC // MatrixForm

1 -1 0 1
2 0 4 -1
11 0 O
1 1 -2 1
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MatlCC = Transpose [{l [1,0,0,0 1],! [0,2,0,0 1],I [0,0,1,0 71,! [0,0,0,1 1}1;
MatICC // MatrixForm

MathCC = Transpose [{h[1,0,0,0 1]1,h [0,21,0,0 1]1,h[0,0,1,0 1,h [0,0,0,1 1}1;
MathCC // MatrixForm

1 0 1 1
0 1 1 1
-1 0 1 -1
0 -1 -1 1
Apartado ¢

MatfCC. {1,2,1,0 }

{-1, 6, 3, 1}

f11,2,1,0 ]

{-1, 6, 3, 1}

MatfCC. {1,2,1,0 }==f[1,2, 1,0 ]

True

Apartado d

(* Se usa la formula siguiente (fy)u = (C)u - (f)cc - (U)c donde: (C), es la matriz de cambio de base C
respecto a U,

(U) c es la matriz de cambio de base de U respectdea & matriz ( U )c aparecen los vectores de la base U ordenados
en

columnas. Para calcular ( G)se aplica la propiedad ( Gy)= (U) k. )

UC= Transpose [{{1,1,1,1 }, {(1,1,1,0 3}, {1,1,0,0 3}, {1,0,0,0 1}}1;
UC // MatrixForm

= S
O R P .
O O R
O o o
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CU= Inverse [UC]; CU // MatrixForm

0 0 0 1
0 0 1 -1
0 1 -1 0
1 -1 0 O

1 0 2 1
1 2 0 0
3 4 0 1
-4 -6 -2 -1

(* Esta ultima matriz obtenida es ({;)u . Con ella se calcularaf(1,2,1,0) quésdas coordenadas de la imagen del

vector
(1,2,1,0) porla aplicacion lineal "f" eefdas a la base candnica. *)

(* Se calculan las coordenadas del vector (11 2Q ) en la base U aplicando la definicion deeba

Solve [{1,2,1,0 }=a=*{1,1,1,1 }+b=x{1,1,1,0 }+c*{1,1,0,0 }+d=*{1,0,0,0 1}]

{{a-0,b->1,c~>1, d->-1}}

(* Se multiplicaf(1,2,1,0)= (f)uu-(1,2,1,0).%

(CU.MatfcC.UC ). {0, 1,1, -1}

{1, 2, 3, -7}

(* En el Gltimo paso se pasan las coordenadas (de,2,1,0)y =(1,2, 3, -7) ala base candnica .*)

1%¢1,1,1,1 }+2%{1,1,1,0 }+3{1,1,0,0 }-7%¢1,0,0,0 }

{-1, 6, 3, 1}

Apartado e

Solve [MathCC. {x,y,z,t } =(0,0,0,0 1}]

{{t -0, y-0,z-50, x->0}}

(*LuegoN (h)={0,0,0,0}={P=> hes INYECTIVA. ¥

(* Para calcular una base de Im ( h) se puedénautlas columnas de la matriz "MathCC". *)
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RowReduce[Transpose [MathCC]] // MatrixForm

o O O Pk
O O O
oL OO
= O O O

(* Entonces una base de Im (h) es { (1, 0,0,00,1,0,0), (0,0,1,0), (0,0,0,1)} .*)

¢dim[N(h)]+dim[Im(h)]=dmR% = 0+dm[Im(h)=4= dim[Im(h)]=4 luego Im(h¥ R*¥

(* Espacio vectorial origen = Espacio vectorial gaa =R* "h" es INYECTIVA , luego "h" sies un ISOMORFISM®).

Apartado f

MatfCC + MathCC // MatrixForm

2 -1 1 2
2 1 5 0
0 1 1 -1
1 0 -3 2

MatlCC.MatfCC // MatrixForm

3 -1 4 0
2 2 -21

3 » MathCC // MatrixForm

3 0 3 3
0O 3 3 3
-3 0 3 -3




