ESPACIOS VECTORIALES CON MATHEMATICA

Dados los vectoresi;=(1,-1,0,2,0),0,=(0,0,-1,0,1),U3=(1,-1,1,1,0) yu,=(0,0,m,1,1), discutir su
dependencia o independencia lineal en funcion deagametro real m

ul = {1, -1,0,2,0 };u2 ={0,0, -1,0,1 };u3 =41, -1,1,1,0 3};u4 ={0,0,m, 1,1 1},

Reduce[a*ul +b*u2 +c*u3 +d=*ud4 == {0,0,0,0,0 3}, m]

(d=08&&c = 0&&b = 0&&a = 0) || (c = d&b == -d&&a = -d&&d # 0 &&m= -2)

(» cuando m#-2 los vectores son linelamente independientes
y cuando m=-2 son linealmente dependientes *)

(x*Veamos cual es su dependencia lineal cuando m =-2 *)

ud =ud /.mo-> -2

{0, 0, -2, 1, 1}

Solve [ul ==a*u2+b*xu3+cx*xud4, {a b, c }]

{{a->-1, b>1, c>1}}

ul == a*u2 +bxu3 +c xud /. Flatten [%]

True

En el espacio vectorialR* hallar una base del subespacio S={{, X», X3, X4) €R* /
X1+ X2 = X3 + X4}, calculando también su dimension

(* definimos un vector x genérico de R 4y lo expresamos
segun la ecuaciéon que cumple por pertenecer al subespacio S *)



2| espacios vectoriales con Mathematica.nb

X = {x1, x2, x3, x4 }

{x1, x2, x3, x4}

s = Solve [x1 +X2 = x3 +x4, {x1, x2,x3,x4 }]

Solve::svars: Equations may not give solutions for all "solve" variables. >

{{X1 > -x2+x3 +x4}}

X = X /. Flatten [s]

{-X2 +x3 +x4, x2, x3, x4}

(» A partir de esta expresién hallamos
un sistema de vectores sacando factor comun
de los valores x2 x3 y x4 *)

vli=x/. {X2 51,x3 -0,x4 -0}

{-1, 1, 0, 0}

v2

X /. {X2 50,x3 »1,x4 -0}

{1, 0, 1, 0}

v3 =X /. {X2 -50,x3 »0,x4 -1}

{1, 0, 0, 1}

(» demostramos que el sistema de vectores es libre *)

Solve [a*xVvl +b*Vv2 +Cc*Vv3 = {0,0,0,0 }, {a b, c }]

{{a-0, b-0, c->0}}

(» demostramos que el sistema de vectores es generador

%)
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Solve [a*xVvl +b*Vv2 +Cc»Vv3 =X, {x1, x2, x3,x4 }]

Solve::svars: Equations may not give solutions for all "solve" variables. >

{{x2 >a, x3->b, x4->c}}

(= el sistema de vectores {vl,v2,v3 } es libre y generador -
forma base del subespacio S cuya dimensién es 3 *)

|3

En R%el vectorX en la base U={i; U, U3 Ultiene por coordenadas (3,1,2,6). Calcular sus cate-

nadas en la base V& ,V,,V3,V4} sabiendo queVi=Up+Uy, Vo=—U1+2Uy, Va=Uyp-Us, V4=2 U1-Us.

Método 1

matriz = {{1,1,0,0 }, {-1,0,0,2 3}, {0,1, -1,01}, {2, -1,0,0 }}

{{1, 1, O, O}, (-1, O, O, 2}, (O, 1, -1, O}, {2, -1, O, O}}

matrizcambio = Transpose [matriz ]

{{1, -1, o, 23}, {1, O, 1, -1}, {O, O, -1, O}, {O, 2, O, O}}

MatrixForm [matrizcambio ]

1 -1 0 2
1 0 1 -1
0 0 -1 0
0 2 0 O
(» aplicamos la férmula del cambio de coordenadas de un vector a | pasar de una
base a otra: Paso de la base U a la base V - Xy = matrizcambio (vu, Xv *)

xu={3,1,2,6 }

{3, 1, 2, 6}

Xv = {X1, X2, x3, x4 }

{x1, x2, x3, x4}
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s = Solve [xu == matrizcambio.xv, xv ]

{{x1 -4, x2-3, x3>-2, x4->1}}

xv = xv /. Flatten [s]

{4, 3, -2, 1}

Método 2

vli=4(1,1,0,0 };v2 =¢{-1,0,0,2 3};v3 ={0,1, -1,03};v4 ={2, -1,0,0 };

vector = {a, b,c,d }

{a, b, c, d}

s =Solve [{3,1,2,6 }==axvl+bxv2+cxv3+d=xv4, {a bcd }]

{{a-4, b->3, ¢c~>-2,d->1}}

vector =vector /.s [[1]]

{4, 3, -2, 1}

1. Determinar si los siguientes sistemas de vecterson libres o ligados
*{0,2,1,-1},{0,0,1,-1},{0,1,1,0}}
*{{1,2,3,4},{0,1,2,3},{3,4,5,6}}

2. ¢Son los vectores u = {0,-1,0,1} y el w = {120} combinacion lineal de los vectores de los sistas
del apartado anterior?

vl =¢(0,2,1, -13};v2 ={0,0,1, -1};v3 ={0,1,2,0 3};vnulo ={0,0,0,0 1};

Solve [a*xVvl +b*Vv2 +Cc »Vv3 == vnulo ]

{{a-0, b->0, c~>0}}

(* De la solucion de la ecuacion vectorial anteserdeduce que el sistema formado por los vecfetesv? , v3 } es
LIBRE , forman una BASE *)

vd ={1,2,3,4 };v5 ={0,1,2,3 };v6 ={3,4,56 };
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Solve [a*xVv4 +b *V5 +C % V6 == vhulo ]

Solve::svars: Equations may not give solutions for all "solve" variables. >

(far-g e 3]

(* De la solucién de esta ecuacion se desprendexjsten varias formas de expresar el vector nafpaccombinacion

lineal de los tres vectores. El sistema
{v4 , V5, v6} es LIGADO *)

u=4{0, -1,0,1 };

Solve [a*V]1 +b *Vv2 +C *V3 = U]

{{a- -1, b-0, c>1}}

Luego la combinacion lineal es u = - vl + v3

w={1,1, -2,01};

Solve [a*V]1 +b *V2 +C *V3 = W]

{1

El vector w no es combinacion lineal

1. Hallar una base de los siguientes subespaciosiagiales.
*A= {(X,y,z,t)e[R“/ X=2y+z2=0,X+y+z-t=0
B = {(X,y1Z,t,U)E|R5 / 2X+Yy—-2=0,y-z+2t=0
«C={(xy,ztumeR® [ x-2t=0,y-z+m=0,t-2u=0}
2. Determinar las ecuaciones en forma implicita des siguientes subespacios vectoriales:
«M=<(1,1,1,1),(0,2,-2,0),(3,7,1,3),>
*N=< (1’1’0’1)’(2’0’2’_1)’(0’1"1’3)’(1’0-’)1?
«P=<(101,3) >

(e A={(xy.zhHeR*/x-2y+z=0,x+y+z-t=0}%

Clear ["Global =", $Line ]

v={Xyzt }
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ecuaciones = {X-2y +z2=0,X +y+z-t =0}

{(X-2y+z2 =0, -t +Xx+y+2 =0}

s = Solve [ecuaciones ]

Solve::svars: Equations may not give solutions for all "solve" variables. >

2t t

H“?‘Z* y*g}}

v=vVv/.s[[1l]]

2t t

{?—z, 5 t}

(* Subespacio vectoraial : A ——23é-z,t§,z,t} )

vi=v /. {t -1,z -0}

v2 =Vv /. {t -0,z » 1}

{-1, 0, 1, 0}

( Base A={(2,50,2),(-1,0,1,0} »)

(**B={(xy,ztueR® / 2x+y-2z=0,y-z+2t=0}*

msol= | Vo= {X Y,z tu }:

n51:= | ecuaciones = {2X +y -z =0,y -z +2t =0}

out[51]= ‘ {2x+y-z=0, 2t +y-z =0}

In[52]:=

s = Solve [ecuaciones ]

Solve::svars : Equations may not give solutions for all "solve" variables. >

out[52]= ‘ {{t 5%, y>-2x+2}}
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nB3= | V=V /.s [[1]]

out[53]= ‘ {X, -2xX+2z, z, X, u}

|7

(* Subespacio vectorial: B={x,-2x+z,z,x,u} *)

nsa)= | v =v /. {Xx->1,Z -0,u ->0}

out[54]= ‘ {1, -2, 0, 1, 0}

nssl= | v2 =v /. X0,z »1,u ->0}

out[55]= ‘ {0, 1, 1, 0, 0}

ns6l= | V83 =v /. {Xx>0,z -0,u »1}

out[56]= ‘ {0, 0, 0, O, 1}

(* Base B={(-1,-2,0,1,0),(0,1,1,0,0),(0,0,0,1)} *)

(*+C={(xy.ztumeR® /x-2t=0,y-z+v=0,t-2u=0}*

ne)= | ecuaciones = {x-2t ==0,y -z+m==0,t -2u =0}

out[16]= ‘ {-2t +x =0, m+y-z=0,t-2u =0}

7= | Vo= {X Y,z t,um 1

ngl= | S = Solve [ecuaciones ]

Solve::svars : Equations may not give solutions for all "solve" variables. >

out[18]= Ht - 2 u- 2 m- —y+z}}

o= | v=v/.s [[1]]

X
Out[19]= {X, Yy, Z, E

X

9 —y+Z}

Ly

(* Subespacio vectorial: C={x,y, ,2,-y+z}. *)
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mzop= | VI=v /. {x->1,y -0,z -0}

, 0}

1
out[20]= {1, 0, O, >

AP

npei}= | v2 =v /. {X>0,y »1,z -0}

out[21]= ‘ {0, 1, 0, 0, 0, -1}

3= | vi=v /. {Xx->0,y -0,z -1}

out[23]= ‘ {0, 0, 1, 0, 0, 1}

(+ Base &{(1,0,0%,%,O),(O,1,0,0,0,—1),(0,0,1,0,0,;].} %)

Clear ["Global® x"]

(**M=<(11,11),(0,2,-2,0),(3,7,1,3),> %)

M= {{1,1,1,1 3}, {0,2, -2,0}, {3,7,1,3 1}}

{{1, 1, 1, 13, {0, 2, -2, 0}, {3, 7, 1, 3}}

RowReduce [M] // MatrixForm

O O P
O - O
= O O
O O P

(* Al transformar el sistema de vectores con opieras elementales se obtiene un sistema de rangbddres por tanto, el
sistema inicial también es de rango
tres, entonces es una base de M.

Todo vector M se expresa como combinacioén linedbsl@ectores de la base.

Para hallar las ecuaciones implicitas de M se hesg sistema que resulta de eliminar de la séluts coeficientes "a",
"b" y "c" de la combinacién lineal. Con esta ideaagiade a los tres coeficientes (a,b,c) un veotoiacvariable dependiente
para la que se quiere resolver el sistema.

El programaMathematica encuentra una solucién para las variables (a)keo,xuncion de (y,z,t). *)

ec = {X,y,z,t }=a{l,1,1,1 }+b{0,2, -2,03}+c{3,7,1,3 }

{X, ¥y, z, t} ={a+3c, a+2b+7c, a-2b+c, a+3c}
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Solve [ec, {a, b,c, x }]

1 1 1
Haa— (8t -3y-32z), b> - (3t-y-22z),c-> — (-2t +y+2), x»t}}
2 2 2

(* Ecuacion en forma implicita del subespacio veatiM. *)

(M ={(xy,z)eR* [ x—t = 0}

Clear ["Global® =", $Line ]

(**N=<(1,1,0,1),(2,0,2,-1),(0,1,-1,3),(1,0,1 A %)

(* El sistema de vectores dado no es base del pabiesvectorial N. Se comprueba a continuaciongbaonétodo de Gauss.

%)

P={{1101 1} {2,0,2, -1}, {0,1, -1,31}, {1,0,1,1 1}}

{{1, 1, 0, 1}, (2, 0, 2, -1}, {0, 1, -1, 3}, {1, 0, 1, 1}}

RowReduce[P] // MatrixForm

o o o r
o o r o
|
© K
or oo

(* Una base de N es {(1,0,1,0),(0,1,-1,0),(0,0,p&» dim (N) = 3. Expresion de un vector genérico &t} N como
combinacion lineal de los
escalares (a,b,c) y de los vectores de la base }e N

ec = {X,y,z,t }=a{1,0,1,0 3}+b{0,1, -1,0}+c {0,0,0,1 }

{X, ¥, z, t} ={a, b, a-b, c}

Solve [ec, {a, b,c, t }]

{1

(* No hay solucion para el sistema (sistema incdibfgg, esto significa que las ecuaciones implfcidel subespacio
vectorial N, la variable "t" no aparece. Se refatastruccion anterior para otra variable, pomg, la "y". *)

P={xyzteR* /3x-t=0, y=0, 3z-t=0}

Solve [ec, {a,b,c,y }]

{{a-x, bsx-2z,c>t, y->x-2}}
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(* Ecuacion en forma implicita del subespacio véat. *)
(* N = {(nyvZ,I)ER4 / X—y—2z= 0} *)
(**P=<(1,01,3)>%

(* Una base de P es {(1,0,1,33= dim (P) = 1. Expresion de un vector genérico gg)s P como combinacion lineal de
los escalares (a,b,c) y del vector de la base te P.

ec = {X,v,zt }=a{1,0,1,3 }

{X, y, z, t}={a, 0, a, 3a}

Solve [ec, {a, X, ¥,z }]

{{aetg, X—>t§, y - 0, Z—>t§}}

(* Ecuaciones en forma implicita del subespacidora P. *)
(*P={(xy.zheR* /3x-t=0, y =0, 3z-t=0}%)

(* Si se resuelve la ecuacion ("ec") para las e "y", "z", "t" resulta.

Solve [ec, {a,y,z,t }]

{{a->x, y->0, Zz>x, t >3x}}

(* Ecuaciones alternativas en forma implicita dddespacio vectorial P. *)

(*P={(xy.zteR* /y=0, z-x=0, 3x—t=0})

Dados los subespacios vectoriales.
*A={xy2€R® [ x=y=0, 2x - y+2=0)
«B=<(1,2,3),(1,0,-1),(6,10,14) >
+C=< (ﬂ’A"ﬂ) >
Hallar:
*1. ANCyBNC. ¢EsA@C?,¢,EsB)C~.
«2.B+C.
* 3. Un espacio vectorial suplementario de B.

in24;= | Clear ["Global® "]

(* Determinacion de las ecuaciones del subespagitoxial C. *)
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ec ={X,y,Z }=a{l,0, -1}y+b{0,1,0 }

{xX,y, 2} = {a, bv -a}

Solve [ec, {a, b, x }]

{{a>-2z, boy, x> -2}}

(* La solucién obtenida es: x = - z¥)
(* Ecuacion en forma implicita del subespacio veatd. *)

(* C={(x.y,2)eR® / x+ z=0} *)

ANC

Clear ["Global" "]
(*A N C={x-y=0, 2x-y+z=0,x+z=0} *)
ns)= | ecuaciones = {X -y =0,2X -y+z=0,X +z =0}
oues= | {X-y =0, 2x-y+z =0, Xx+2z =0}
nel= | V={XYy,Z };
n27)= | S = Solve [ecuaciones ]

Solve::svars : Equations may not give solutions for all "solve" variables. >

out[27]= ‘ {{x->-2,y->-2}}
in2el= | v =v /. Flatten [s]
out[28]= ‘ {-z, -z, z}

(* Forma paramétrica del subespacio interseccipn. *
(*Como AN C#+ {0} = A+ C no es suma directa.

BNC

Clear ["Global™ x"]

in2o)= | sistema = {{1,2,3 }, {1,0, -1}, {6,10,14 }};
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inz0)= | RowReduce[sistema ] // MatrixForm

Out[30]//MatrixForm=

10 -1
01 2
00 O

(*Base de B *)

{(1,0-1), (0,1,2)}
(*Base de C*)

{(1,0-1)}, (0,1,0)}

(* Sea un vector genérico X = (X,yZ)B(1C*) = XeByXe C?

nEsl= | V= {a, B, —a+2B},

in32)= | ecuacién = {a {1,0, -1}+B{0,1,2 } ==%{0,1,0 }+6{1,0, -1}}

out[32]= ‘ {{a, B, —a+2B} = {6, v, -6}}

inzel= | S = Solve [ecuacién ]

Solve::svars : Equations may not give solutions for all "solve" variables. >

out[36]= ‘ {{B->0, y»>0, a->656}}

ns7= | Vv =V /. Flatten [s]

out[37]= ‘ {6, 0, -6}

(* Vector X =a (1,0,-1) =6 (1,0,-1). *)
(* Subespacio vectorial B) C. *)
BNC=<(1,0,-1)>

B C#+ {0} = B+ C noessuma directa.

Clear ["Global® "]

(* El subespacio vectorial B + C esta formado jpsr\tectores que resultan de sumar vectores de Bextores de C. Base
de B: {(1,0,-1), (0,1,2)},

base de C: {(1,0,-1)}, (0,1,0)}. Si ¥ B + C, se obtiene como suma de dos vectares B, x,€C = X = X3 + X =
a(0,1,0)+b(1,0,-1) +

+¢(1,0,1) +d (0,1,2). %)

ing= | Sistema = {{0,1,0 }, {1,0, -1}, {1,0,1 }, {0,1,2 }};
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RowReduce[Sistema ] // MatrixForm

o O O Pk
O O O
oL OO

La dimensién de B + C es tres. Una base de B +1@ kase de canodnica {(1,0,0),(0,1,0), (0,0,1)ln¢B + C) = 3. De
hecho: B + C R3.

Clear ["Global® "]

3. Un espacio vectorial suplementario.

(* Para calcular un subespacio vectorial supleninte B completamos su base {(1,0,-1) , (0,1,2)ha base dR3.

C + C® =R® = dim C + dimC® = dimR3® = 2 + dimCS® = 3= dim C% = 3-2=1. Cualquier vector linealmente indepen-
diente de los

vectores de la base de B es base de algun sulespptementario de B. El vector (0,0,1) forma ebteorema de la base
incompleta una base de B *)

nz9= | Sistema = {{0,0,1 }, (1,0, -1}, {1,1,2 }};

in40:= | RowReduce[Sistema ] // MatrixForm

Out[40]//MatrixForm=

100
010
001

(*Un suplemetario de B es:*)
J$=<(0,0,1) > ={(x,y2e R} x=0,y=0}
(* Otro suplementario de B distinto es: *)

(*J5=<(1,0,1)>={(x,y2e R x -z=0,y=0}%

4= | Sistema = {{1,0,1 3}, {1,0, -1}, {0,1,2 3}};

in42):= | RowReduce[Sistema ] // MatrixForm

Out[42]//MatrixForm=

100
010
001

(* Es un sistema libre de vectores, luego es usa HeR>¥)



