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6. GEOMETRIA

6.1. VARIEDAD LINEAL AFiN

6.1.1. Definicion
Sea el espacio afin (A, E,+) , el puntoD [JA vy el subespacio vectorial director

FOE.

El subconjunto de A formado por F+D se denomina variedad lineal afin que
pasa por el punto D y tiene por espacio vectorial director a F. Se obtiene al sumar
cada uno de los vectores de F con el punto D.

F+D={v+D,vOF} ={POA/DPOF}
En la igualdad anterior se ha considerado que V = DP, por tanto P=v+D
Si dim(lE) =r, entonces dim(r:+ D) =r
- Unpunto D= 0+ D es una variedad lineal afin de dimensién 0

- Sj dim(l3+ D) =1 se denominan rectas afines.
- Si dim(l3+ D) =2 = planos afines.

- Si dim(A, E,+) =nyn>3, la dim(r:+ D) =n-1, hiperplanos afines

- Aeslavariedad lineal afin de dimensidon n

Una variedad lineal afin queda completamente determinada cuando se
conocen un punto de ella y el subespacio vectorial director.

FORMAS DE DEFINIR UNA VARIEDAD LINEAL AFIN

- Con uno de sus puntos D y un subespacio vectorial director F.
- Si Festa definido por un “sistema generador” {Wl,\Tvz,\Tvs,...,\Tvp}, se
deben suprimir los vectores que sean combinaciéon lineal al objeto de

emplear el minimo nimero de vectores linealmente independientes.

- Considerar los puntos D, D, D,,...... ,D, tales que los vectores

DI51,DD2, ,DI53 ...... ,Dljp formen una base de F. El conjunto de (r+1)
puntos {D,Dl,DZ,Dg,...,Dr} se les denomina afin linealmente
independientes.
La ecuacidn paramétrica vectorial de la variedad lineal F+D es

DX =A,DD, +A,DD, +\,DD, +......+A DD,

Evidentemente la variedad lineal afin F+D contiene a los puntos
D, D, D,,...... ,D._.
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6.1.2. Ecuaciones paramétricas de una variedad lineal afin

Sea dim(r:)=r, una base V={\71,\72,\73,...,\7r} de F y un punto cualquiera
XOF+D. Un vector VOF se escribe V=AV,+A,V,+\V,+...+\ V, . Entonces
X =V+D=(AV,+A,V, +A,V, +...+A ¥V, )+D con A\, OR, 1<i<r.

La forma vectorial, también llamada “ecuacion paramétrica vectorial” es

DX =AV, + AV, + AV, +--oee +AV, A OR, 1<isr
En el espacio afin (A, E,+) sealabase U ={Ul, UZ,U3,...,Un} y las coordenadas
")

cartesianas de X (Xy,X,,X,,...,X,) y D(d,,d,,d,,....d

r

X, —d,
X, ~d,
Entonces DX = (T, 0, Ty, ..., ;)| X, —d,

Xn _dn
Vi Vi
V21 V2r
V, = (0, 0y, Ty, Uy )| Vg | ) e , Y, =(0,,0,, Uy, Ty )| Vg,
an Vnr
Xy _dl Vi Vi, Vi
X, _dz Vo Vo Vo
Xg=Oy [ZAL| Vg [FA,| Vg, [Foeeee +A, |V, [ con A OR, 1<isr
Xn _dn an Vn2 an‘
X~ dl = Vll)\l + Vlz)\z Feoeees + Vlr)\r X, = dl + Vll)\l + Vlz)\z Foeeees + Vlr)\r
X, = dz = VZl)\l + sz)\z Foeeees + V2r)\r X, = dz +V21)‘1 + sz)\z Foeeees + V2r)\r (1)
Xn - dn = an)\l + Vn2)\2 oo + Vnr)\r Xn = d + an)\l + Vn2)\2 Foeeee + Vnr)\r

El sistema de ecuaciones (1) recibe el nombre de “ecuaciones paramétricas de
la variedad lineal afin F+D”.

En estas ecuaciones se observa que la variedad lineal afin F+ D contiene o pasa
por el punto D y tiene por vector director a V de componentes (\71,\72,\73,...,\7r)
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6.1.3. Ecuaciones implicitas de una variedad lineal afin

Para hallar la forma implicita de la variedad lineal a partir de las ecuaciones en

forma paramétricas, se eliminan los parametros A,,A,,A,,...... ,A. y se obtiene un

sistema de "n—-r" ecuaciones lineales con "n" incognitas:
Xy X0y Xgyernn.. X,y X415 X gy eens VX,
alle +a12)(2 Foeennn +a1rXr +aXr+1 = b1
a21X1 +a22)(2 Foerennn +a21)(r +axr+2 = b2
— a3x +a32X2+ ...... +alx +ax 3:b n n H H
F+D/J v ™ 1L con "n—r" ecuacioneslinedes
aplxl + apzxz Foernnnn +aerr +0x, = bp

El sistema lineal anterior o cualquier otro equivalente, se denomina “sistema de
ecuaciones implicitas de la variedad lineal afin F+D.

6.1.4. Posiciones relativas de dos variedades lineales afines
Sea el espacio afin (A,E+) con el sistema de

referencia
[A,{vl,vz,vg, ...... ,Vn}]. Se consideran las dos variedades lineales afines E +D vy
F, + C de ecuaciones.
a11)(1 + a12x2 ...t a1nxn = hl bllxl + b12x2 +' b + blan = kl
- 31X1+3,22X2+...+3.2nxn =h2 - b1X1+b22X2+"'+b2an =k2
ERE LS T Rl ]
a"rlxl-l_arZXZ-i_ +a’rnxn :br blel+b52X2+"'+bsan = ks

La interseccion de estas dos variedades lineales es el conjunto de soluciones del
sistema lineal.

allX1+612X2 +"'+alnxn = hl

alxl+a22X2+"'+a2an: 2

- _ X, +a X, +...+a X =b

(|:1+D)H(F2+C)/ arll arz 2 arn n r (2)
b, X, +b,x, +...+ b, X, =k,

b, x; +b,,X, +...+b, X, =Kk,

byX, +b,X, +...+b, X, =K
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a) Las variedades lineales afines “se cortan” si el sistema lineal (2) es compatible,

es decir, si Rango[A /(h,k)] = Rango(A)

&, - hl &, -

a, a, h a, a,
Rango = Rango

b11 bln kl b11 bln

bsl : bsn ks bsl bsn

b) El caso de “incidencia” (Iﬁ:l + D) 0 (IE2 +C)de ambas variedades lineales. Este

es un caso particular en que las variedades se cortan. Este caso ser caracteriza

por

a; - A h1
a, hl

. h

Rango & G =Rango| -

bll bln kl h
a, - r

by by, K

El caso de “incidencia” (IE2 + D) U (IEl +C)de ambas variedades lineales. Este

€aso ser caracteriza por

a, - Q, hl
anaol & a, h |_ P P
ango = Rango
bll bln kl b b k
s1 ’ sn s
bsl ' bsn ks

Si (IEl + D) = (IE2 +C) se dice que ambas variedades lineales son “coincidentes

o idénticas”.

c) Las variedades lineales afines “no se cortan” si el sistema lineal (2) es

incompatible, es decir, si Rango[A /(h,k)] Z Rango(A)
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Rango

a,

—

&

# Rango

0 |31+D y F, +C son paralelas si

ay,

Rango

y,

# Rango

o F+Dy F,+C secruzansi

a, - Ay,
a .

R ar] g 0 Tl arn
b11 ’ bln
by - Db,

6.2. ESPACIO AFiN R?®

Espacio afin R® es el espacio afin de dimensidn tres (R3, R3,+) .

# Rango

a,

6.2.1. Ecuacidén de una recta en el espacio afin

Ecuaciones paramétricas de la recta

a,

a;

Ay,

# Rango| ---

# Rango| ---

a,

=Rango| ---

A,

ay,

an

La ecuacion de la recta R se deduce como variedad lineal que es, sumando su

espacio vectorial director F de dimensién 1 con uno de sus puntos D(dl,dz,ds) UR.
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Cualquier punto X=(X1,X2,X3) de la recta R debe verificar la “ecuacion

paramétrica vectorial” X =AV+D
X =(Xy, %5, X5) =N (V,8 +V,8, +V,8&) +(d,,d,,d,) = (Av, +d;,Av, +d,,Av, +d,) para AOR

Igualando ambos miembros resulta

X, =Av, +d;
R/{X, =Av, +d, (3)
Xy =AV, +d,

Ecuaciones candnicas o en forma continua de la recta

. . X,—-d, x,-d, x,-d
Despejando A en las ecuaciones (3), resulta A\=—1—1="2 “2=-"38 3
Vl V2 V3

Los numeros V,,V,,V, se llaman coeficientes directores de la recta.
La recta R se determina conociendo dos puntos D(d,,d,,d,) yA(a,a,,a;),
entonces el vectorV = (Vl,vz,vg) =DA= (a1 -d,a,—-d,,a, —d3) es un vector director

de la recta R, cuya ecuacidn candnica o en forma continua es.
R/xl—dl d, _Xx;—d,

X700, _
a1_d1 az_dz ae_ds

Ecuaciones afines de larecta r

Las ecuaciones paramétricas de la recta R que pasa por los puntos
D(d,,d,,d,) yA(a,a,,a,) son:

A(a,—d,)+d, =(1-2)d, +Aa,
R/{x,=A(a,-d,)+d,=(1-A)d,+Aa, con AOR
X; =A(a,—d,) +d, =(1-A)d, +Aa,

Si se hacen [, =1-A y |, =A, resultan las denominadas “ecuaciones afines de
la recta R”.
X, = Hyd; + 58,
X, =Hd, + 1,8,
Xy = Myl + M8
1= +4,

R/ con pR, y, R
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Ecuacion en forma implicita de la rectar

Las ecuaciones paramétricas de la recta R se pueden como

X;—0; Vi

d V,X, —V,d, —v,x, +v,d, =0
X,=d, [=| vV, [\, entonces R/{V « —v.d —V.x. +v.d =O} donde
X3—d3 v, 3M Vadi o Vatg T Va3
Xy _dl
Rango| x, —d, | =1. Esto significa que los menores de segundo orden que se
X3 _ds

pueden formar son todos nulos:

Xy _dl A2
X3 _ds \&

=0 Sise desarrollan ambos determinantes

2(X1_d1)_vl(xz_d2): R/ V2X1_V2dl_VlX2+Vld2:O
o’ VX, —V,d, —v,x, +v,d, =0

se obtienen las ecuaciones implicitas de R.
6.2.2. Ecuacion de un plano en el espacio afin

La ecuacién de un plano T se deduce como variedad lineal que es, sumando su
espacio vectorial director F de dimensién 2 con uno de sus puntos D(d,,d,,d,) 0.

NM/F+D

Ecuaciones paramétricas del plano

Sea IE={AV+UVT//A,uDR} siendoV,WF dos vectores no nulos de
componentes
V= (V1!V2’V3) = Vlél +V2é2 +V3é3 , W= (W1’W2’W3) = W1é1 +W2é2 +W3é3r
cualquier punto X =(X,,X,,X,) del plano Tt debe verificar la “ecuacién paramétrica

vectorial” X = ()\\7+ u\Tv) +D.

X =Xy X5 X5) T A (V8 + V8, + V38 ) + (W8 + W8, +wig) +(d,,d,, ;) =
=(Av, +pw, +d;, AV, +pw, +d,,Av, +pw, +d,) para A,uOR

Igualando ambos miembros resulta
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X, =Av; Huw, +d;
/X, =AV, +uw, +d, AuOR.  (4)
X3 = AVy + W, +d;

Las ecuaciones (4) se pueden escribir asi:
X, —dy =Av; +w,
m/{x,~d, =Av,+pw, A uOR  (6).
Xg =03 =Av; +uw,

Ecuacion implicita o general del plano

Las ecuaciones (6) en forma matricial.

X1_d1 A2 W,
X,=d, [=|V, A+] W, [0 A,p0OR.
X3_d3 Vs W

Como los vectores V Yy W son linealmente independientes.
X, =d, v, ow,
Rango| x,—-d, v, w, |=2.
X3 _d3 Va Wi
Esta equivale a que su determinante sea nulo.
Xy _dl Vi W
X,=d, v, w,=0 (7)
Xz=d; V3 W,

Desarrollando este determinante y estudiando el tipo de términos que lo

forman, resulta “la ecuacion implicita o general del plano t”.

T/ AX, +Bx,+Cx,+D =0

Observacion
Cuando se desarrolla el determinante (7) es evidente que al reducir términos

semejantes existe un conjunto de ellos multiplicados por X, expresados con la

notacion A, un segundo conjunto multiplicados por X, expresado por B, un tercer

conjunto multiplicado por X, notado por C y finalmente un cuarto conjunto de

términos independientes por D. Entonces F es el conjunto de vectores cuyas
componentes X,,X,, X, satisfacen la ecuaciéon Ax, +Bx, +Cx,; =0

En el caso particular para los vectores Vy W
Av,+Bv,+Cv, =0
Aw, +Bw, +Cw, =0
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Ecuacién del plano que pasa por tres puntos no alineados
El plano Tt queda definido cuando se conocen tres de sus puntos: D(dl,dz,dg)

A(al,az,ag) y B(bl,bz,b3), de forma que los vectores DA y DB formen una base de

R3. Se realizan en (7) las sustituciones:

\7:(V1,V2,V3) = DA :(ai_dl’a2 —d2,83 _ds)
W =(w,,w,,w,)=DB =(b,-d,,b,~d,,b,~d,)

Xl_dl al_dl bl_dl
n/|x,-d, a,-d, b,-d,|=0 (8
Xs_da ae_ds bs_d3

En el apartado anterior de la ecuacion de una recta se debe considerar que dos
planos no paralelos definen una recta R que es su linea de interseccion.

Sean las ecuaciones de estos dos planos
AXx +Bx,+Cx,+D, =0y A X, +B,Xx,+CXx,+D, =0
Ambas ecuaciones consideradas conjuntamente

(9)

R/{Alxl +B,x,+Cx,+D, =0
A X, +Bx,+Cx,+D, =0

Se denominan “ecuaciones generales de la recta R”.

A partir de las ecuaciones generales dadas por (9) es posible obtener las

ecuaciones canonicas o en forma continua. Para ello basta con conocer un punto de la
recta D y su vector director V.

Las coordenadas de un punto de la recta se obtienen resolviendo el sistema (8)

se elige la incognita que pasa al segundo miembro y se calculan las otras dos en
funcion de ella.

El vector director T de la recta R tiene que ser perpendicular a los vectores
directores de ambos planos (este concepto se explicard en el apartado “ecuacion

normal o hessiana del plano”) \71 = (Al,Bl,Cl) y \72 = (Az, Bz,Cz) ambos normales a

los planos que definen R , entonces el vector T =V, OV,.
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Plano determinado por sus intersecciones con los ejes de referencia (ecuacion
canodnica del plano)

La ecuacién del plano Tt que pasa por los puntos A (a,0,0),B(0,b,0),C(0,0,1)

se obtiene sustituyendo estos valores en la ecuacién (8) .

X,-a -a -
N/l x, b 0[=0, (x,~a)bc+abx,+acx, =0, bcx, —abc+abx, +acx, =0
X, 0 c

bex, +acx, +abx; _

bex, +acx, +abx, = abc , dividiendo m.am por abc: prvs 1
r]/2&;+2£l4n§§::1
a b c

Ecuaciones afines del plano

Las ecuaciones paramétricas Del plano [1 que pasa por los puntos
D(d,,d,.d;).A(a,a,,3,) yB(b,,b,,b,) son:

X1:7\(31‘d1)+u(b1‘d1)+d1:(1‘7\‘H)d1+7\ai+ub1
R/{x,=A(a,-d,)+p(b,~d,)+d, =(1-A-p)d, +Aa,+pb, con AuOR
Xg =A(ay—d;)+p(b; —d;) +d; =(1-A —p)d; +Aa, +ub,

Si se hacen W, =1-A-p, H,=AYyH;=H, resultan las denominadas
“ecuaciones afines del plano 1”.

X; = W, d; + 1,8, + b,
X, =y,d, + +H,b

R /) Xz T Hid T HaB, + b, con 1.p,.11, OR
X3 = Wyd; + 1,8, + b,

1=p +H, +g

La interpretacion de estas ecuaciones es que el vector X(Xl,xz,xg,l) es
combinacién lineal de los vectores DA (&, —d,,a, —d,,a,-d,,1) y DB(b,-d,,b, -d,,
b, —d,,1).

Xl X2 X3
nf% % % hog

a a g

b, b, b
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6.2.3 Posiciones Relativas

6.2.3.1. Posiciones relativas de dos rectas

Sean las rectas R, y R, del espacio afin R® definidas por sus ecuaciones

/{Alxl +Bx,+Cx,+D, =0 y R {Asxl +B,x, +Cx,+D, =0
YA, +BX,+Cx,+D, =0 2 |Ax,+B,x,+C,x,+D, =0

Para realizar el andlisis correspondiente se debe estudiar la variedad lineal afin
R, MR, que se define por las ecuaciones:

A X, +BXx,+Cx,+D, =0

A X, +Bx,+Cx,+D, =0 (10)
A X, +Bx, +Cx,+D, =0

Ax +Bx,+Cx,+D, =0

R,NR,

El sistema de ecuaciones lineales (10) puede ser

a) COMPATIBLE Y DETERMINADO. Las rectas R, y R, tienen infinitos puntos
en comun, por tanto, “son coincidentes”.
b) COMPATIBLE E INDETERMINADO. Las rectas R, YR, “se cortan” en un

punto que se obtiene resolviendo el sistema (10).

c) INCOMPATIBLE. Los espacios vectoriales de ambas rectas son de dimension
uno, entonces o son o no son coincidentes.

Al Bl Cl
. - A, B, C,
- Si son coincidentes ocurre que Rango =2
Al B3 C3
A, B, C,
Las rectas R; y R, “son paralelas”
Al Bl Cl
. I A, B, C,
- Si son coincidentes ocurre que Rango =3
Al B3 C3
A, B, C

N

Lasrectas R; y R, “se cruzan”
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6.2.3.2. Posiciones relativas de dos planos

Sean los planos[1, y 1, del espacio afin R® definidas por sus ecuaciones
N, /{Ax, +BXx,+CXx,+D,; =0 'y M,/{Ax,+B,X,+C,X,+D, =0

Para realizar el andlisis correspondiente se debe estudiar la variedad lineal afin
M,N M, que se define por las ecuaciones:

I'Ilﬂl'lz{

AXx, +Bx,+Cx,+D, =0 (11)
AX, +Bx,+Cx,+D, =0

El sistema de ecuaciones lineales (10) puede ser

a) COMPATIBLE E INDETERMINADO
A, B, C

) Rango( 1 B 1)
AZ Bl Cl

cuyas ecuaciones vienen dadas por (11).

A, B, C D I
- Rango =1. Losplanos I1; y I'1, “son coincidentes”.
A2 BZ C2 D2

=2. la interseccion de 1, yI1, es una “recta R”

b) INCOMPATIBLE

Al Bl Cl
Rango =1. Los planos I, y 1, “son paralelos”.
A2 Bl Cl
HAZ DE PLANOS

Se llama “haz de planos” determinado por m; y m, siendo éstos los planos
Mn,/Ax, +Bx,+Cx,+D, =0, INM,/Ax, +Bx,+Cx,+D, =0,

al conjunto definido por A,x, +B,X, +Cx;+D, +A (Ale +B,x, +C,Xx, + Dz) =0

6.2.3.2. Posiciones relativas entre recta y plano

Sean la recta Ry el plano r de ecuaciones

AX,+Bx,+Cx,+D, =0
Rl{ T e y M/{Ax +Bx,+Cx,+D,=0

Ax, +Bx,+Cx,+D, =0

Como en los casos anteriores se estudia la variedad lineal afin R(\ M definida
por

A X, +BXx,+Cx,+D, =0
ROAM/{AX, +BX,+Cx,+D,=0 (12
AX, +Bx,+Cx,+D, =0
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En el sistema de ecuaciones lineales (12) puede ser

a) COMPATIBLE DETERMINADO (solucién Unica)
La interseccion es un punto que se obtiene resolviendo el sistema. Se
expresa diciendo larecta R y el plano N “se cortan” en un punto.

b) COMPATIBLE INDETERMINADO
Esto significa que el sistema (12) debe tener dos ecuaciones y tres
incégnitas. Para que esto suceda la tercera ecuacidn sera combinacién lineal
de las dos primeras, por tanto, el plano 1 pertenece al haz de planos que
contiene a la recta R. Entonces RUTI, Juego la recta y el plano son
“incidentes”.

c) INCOMPATIBLE. Para ello

Al Bl Cl Al Bl Cl Dl
Rango| A, B, C,|=2 , Rango|A, B, C, D, |=3
A, B, C, A, B, C, D,

Entonces se puede decir que R ={9} , luego Ry Tl “son paralelos”.
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