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2. MATRICES
2.1. CONCEPTO DE MATRIZ

Una matriz real de orden, tamano, tipo o dimensién (mx n) es una tabla o

disposicion bidimensional ordenada de numeros reales, dispuestos en “m” filas
horizontales y en “n” columnas verticales.

A= (3 )iion OM (1) (R).

I<jsn
En notacion expandida también se escribe asi

a11 a12 e q_i e q] e %1
R N TR VR
ail QZ .o q .o ? .o iﬁ'

ajl ajZ cee q‘ cee ? cee ﬁ

B Bwe o Aw v Ay A

Si m=1a la matriz se la llama matriz fila. Si n=1matriz columna. Cuando
M # N la matriz se denomina rectangular. La matriz que tiene igual nimero de filas
qgue de columnas m = n, recibe el nombre de matriz cuadrada.

oaw_n

El conjunto de las matrices cuadradas de orden “n” se representa por
M, O(R).

Dos matrices son iguales si son del mismo orden y los elementos que ocupan el
mismo lugar son iguales.

Cada fila o columna de una matriz se puede considerar como un vector fila o
un vector columna.

En efecto, la fila “i-ésima” de la matriz A da lugar al vector fila g,.

8 =(8,,8 v R A )

La columna “j-ésima” es el vector éj de componentes.
a;
&

&

o5l
I

Ay
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2.2. TIPOS DE MATRICES

a) Matriz triangular superior

Una matriz cuadrada A de orden n se dice que es triangular superior si todos los
elementos de A situados debajo de la diagonal principal son nulos.

a, = Oparai>j(i,j O{L,2,3.....n})

Ejemplos:
1 2 -1 -11
A=/0 3 4 , B=| 0 2
0 05 0O 0 3

b) Matriz triangular inferior

Una matriz cuadrada A de orden n se dice que es triangular inferior si todos los
elementos de A situados por encima de la diagonal principal son nulos.

a, =Oparai<j(i,jOfL2,3....,1})

Ejemplos:
1 0 O 2 0
A=2 3 0| , Bs-1 3
3 -1 4 1 1 6

Propiedades de las matrices triangulares

1) La suma de matrices triangulares superiores A +B es una matriz triangular

superior
1 2 -1 (-1 1 0 3
A+B=/0 3 4 |+ 0 2 1=/ 0 5
0 0 5 0O 0 3 00

2) El producto de matrices triangulares superiores A[B es una matriz
triangular superior

1 0 0(2 O 2 0
AB=2 3 0|l-1 3 O|]=| 1 9
3 -1 41 1 6 11 1

A—l

3) Si una matriz triangular superior A tiene inversa,

superior.
1 -7 s
A=0 1o -Hs
o 0o ¥
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c¢) Matriz diagonal

Una matriz cuadrada A de orden n se dice que es diagonal si es a la vez
triangular superior y triangular inferior.
Utilizando la notacién de Kronecker.

5, {:1 si=]
=0sii# |
a;, = 9§; [f para cualesquiera i,jD{1,2,3,... ,r‘} con d. OOR.
Ejemplos:
1 0 O 2 0 O
A=0 2 0| , B=| 0 -7
0 0 -5 0O 0 4

d) Matriz traspuesta

Sea AOM .., (R).

Matriz traspuesta AT O M (mxn) (R) es la matriz cuyas filas son las columnas de

la matriz Ay viceversa.

Ejemplo:

2 1
-3 -1

o
P N O O

Propiedades de las matrices traspuestas

1) Latraspuesta de la traspuesta de una matriz es ella misma
T
(A7) =A

2) Latraspuesta del producto de un escalar por una matriz es igual al escalar

por la traspuesta de la matriz

(aA) =aAT

3) La traspuesta de la suma o diferencia de matrices es igual a la suma o la

diferencia de las traspuestas

(AtB+Czt......tP) = AT£B +C 2......x P

4) La traspuesta del producto de matrices es igual al producto de las
traspuestas permutando los factores.

(ABCL...P) =P O.....0C 0B OA
5) Elrango de una matriz es igual que el rango de su traspuesta
rg(A) = rg(AT)
6) Siexiste la matriz inversa de A, entonces la inversa de la traspuesta es igual
a la traspuesta de la inversa
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-1 T
(A7) =(a7)
7) Si el producto de una matriz por su traspuesta es igual a la matriz nula,
entonces la matriz es nula de orden (m>< n).

SiAAT=0=A=0

e) Matriz simétrica

Una matriz cuadrada A de orden n es simétrica si coincide con su traspuesta.
A=A" - a;=a paratodo i,j=1,2,3...,n

Ejemplo:
2 -6 7
A=-6 0 -1
7 -1 3

Propiedades de las matrices simétricas

1) Lasuma de dos matrices simétricas es una matriz simétrica
Si Ay B son simétricas » A +B es simétrici
1. El producto de un escalar por una matriz simétrica es otra matriz simétrica
Si A es simétrica > aA es simétricala R
2. Siuna matriz simétrica tiene inversa, esta es simétrica
A (simétrica)—» OjA* = A'es simétric
3. Engeneral AB y BIA no han de ser simétricas aunque Ay B lo sean

f) Matriz antisimétrica

Una matriz cuadrada A de orden n es antisimétrica si sus matrices opuesta y
traspuesta coinciden.

-A=AT = a; =-a; paratodo i, j=1,2,3...,n

Ejemplos:

0O 1 -4 5
3 -1 4

-1 1 -2 -3

A=l1 2 -3|, B=

4 2 0 1
-4 3 1

-5 3 -1 2

Propiedades de las matrices antisimétricas

1) Sivarias matrices son antisimétricas su suma también lo es
Si A,B,C,...,P son antisimétricas A B €..+ P es amiétrica
2) El producto de un escalar por una matriz antisimétrica es otra matriz
antisimétrica.
Si A es antisimétrica » 0A es antisimétricala R
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3) Si dos matrices antisimétricas cumplen la propiedad conmutativa del
producto de matrices, entonces A BB es simétrica.
Si Ay B son antisimétricas > A B =B[A < A [B es simétrica.
Esta propiedad no es cierta si no se cumple la conmutatividad del producto

de matrices (A B #B[A)

4) Siuna matriz antisimétrica tiene inversa, esta es antisimétrica.
A (antisimétrica)-» 0 jA' = A es antisimétric

g) Matriz ortogonal

Se dice que una matriz cuadrada A de orden n es ortogonal si se verifica que
ATA=ART=I

o lo que es lo mismo, que las columnas de la matriz A son vectores ortogonales

dos a dos y de médulo igual a 1.

Ejemplo:

1 0 ; (10 1 0 10 1 0
A= ;o AA = = :|2’- |A|: =-1
0 -1 0 -1){0 -1 01 0 -

luego la matriz A es ortogonal
Propiedades de las matrices ortogonales

1) Si Ay B son ortogonales y se cumple queB =B[A - entonces

A B y B[A son matrices ortogonale
2) Si A yBson matrices ortogonales, en general, la matriz A+B no es
ortogonal.
3) Si A esuna matriz ortogonal y LJa IR, la matriz dA no es ortogonal.
4) Siuna matriz es ortogonal y admite inversa, entonces

A7T=AT

Esta ultima propiedad significa que si una matriz A es ortogonal entonces es
inversible.

5) Siuna matriz A es ortogonal su determinante |A| =41

h) Matrizidempotente

Una matriz cuadrada A de orden n se dice que es idempotente si y sdlo se
verifica AA =A% =A

Ejemplo:
2 -2 -4
A=-1 3 4
1 -2 -3
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2 -2 -N(2 -2 - 2 -2 -
AR =A?=|1 3 4|f-1 3 4|=-1 3 4|=A
1 -2 3|1 -2-3 (1-2-

Propiedades de las matrices idempotentes

1) La matriz BLC es idempotente Unicamente si se cumple propiedad la
conmutativa respecto del producto de matrices BLC = C[B
2) Si B es una matriz idempotente, la matriz I — B también es idempotente

aunque B — 1 en general nolo es

i) Matriz nilpotente

Una matriz cuadrada A de orden n se denomina nilpotente si y sélo si se cumple
que AA =A?=0.
Ejemplo:

00 , (0 0Y(0 0y (0 O
A= ; AR =A%= = =0,;
10 1 0/(1 0 00

Propiedades de las matrices nilpotentes

1) Siuna matriz A es nilpotente su determinante |A| =0.
2) SilamatrizAesnilpotentey | —A es invertible, su inversa es igual
(1,-A)" =1, +A

j)  Matrices unipotentes

Una matriz A de orden n se llama unipotente si se verifica que AA =A? =]

Ejemplo:
AR
\/% _f%
A =A2= J% \/—% \/% J% ‘(é (1)]

f% _f% J% _f%_

AN
& -3

Propiedad de las matrices unipotentes

[Al=

1) Siuna matriz A es unipotente entonces su determinante |A| =+1
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2.3. OPERACIONES CON MATRICES

2.3.1. Producto de una matriz por un escalar

Sea una matriz A = (aij)D M (mn Y UN escalar a K. El producto del escalar a

por la matriz A(m,n) es una matriz del mismo orden y definida por AA () = (0( EW )
2.3.2. Suma de matrices

Sean las matrices A ) = (aij) Y B = (bu)- Su suma es otra matriz de orden

(m,n) definida por A+B:(aij)+(hj):(q} + p)

Para que dos matrices se puedan sumar deben ser del mismo orden, es decir,
equidimensionales.

Las propiedades de la suma de matrices y el producto de un escalar por una

matriz se derivan de la estructura de espacio vectorial de [(M (m.n) ,+) ,(k,+,x) ,o:|.

2.3.3. Producto de dos matrices

Sean las matrices A :(a”) Y Bpy :(bij). El producto de ambas matrices

A, B

es otra matriz C(m,n) = (C

Ij) en la que el término situado en la fila “i” y la

(mp) = (p.0)

columna “j” es el producto escalar canodnico de los elementos de la fila i-ésima de la
matriz A por los correspondientes elementos de la columna j-ésima de la amtriz B.

Propiedades del producto de matrices

1) Asociativa (A [IB) [C=A [QB EGZ)
2) Distributiva del producto respecto de la suma de matrices por la izquierda
AdB+C)=AB+AC

3) Distributiva del producto respecto de la suma de matrices por la derecha
(A+B)[C=AC+BIC

4) Existencia del elemento neutro (Unicamente en las matrices cuadradas)

1 0 - 0
1o 1 -0

(m.m) —
0 O 1
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. . . sy . -1 .
5) En algunos casos si existe el elemento simétrico A~ de una matriz dada A

6) En general no se cumple la propiedad conmutativa A B #B [A

Se debe hacer notar que al no ser el producto de matrices conmutativo hay que
distinguir entre “producto por la derecha” y producto “por la izquierda” de una matriz.
En cada caso se debe tener previamente en cuenta la condicién para que el producto
de matrices sea factible.

2.4. MATRIZ TRASPUESTA

Se denomina matriz traspuesta de una matriz cualquiera A, a la que se obtiene,
cambiando las filas por columnas y estas por aquellas sin alterar el orden relativo entre

ellas. Se representa mas cominmente por A’ .
Propiedades de la matriz traspuesta

1) Latraspuesta de la traspuesta de una matriz dada es ella misma
T
(A7) =A
2) Latraspuesta de una suma de matrices es igual a la suma de las traspuestas
de las matrices dadas

3) La traspuesta del producto de dos matrices es igual al producto de las
traspuestas permutando el orden de los factores

T _ AT T T
|:A(mxn) [B(nxp) [G:(P(C):| _C(GF D [B( P @m( L)
2.5. MATRIZ ADJUNTA

Se lama matriz adjunta de una matriz cuadrada A y se representa por A% a la
matriz que resulta de sustituir cada uno de los elementos de su traspuesta (AT) por

sus adjuntos correspondientes.
Propiedades de la matriz adjunta

1) Si A es una matriz cuadrada de orden n, se cumple

AR*=A*A =pA|0,
2) Si A esuna matriz cuadrada de orden n, entonces
A=A
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2.6. MATRIZ INVERSA
2.6.1. Definicién y Propiedades

Sea una matriz cuadrada A de orden “n”, se dice que A es una matriz invertible,
0 que existe matriz inversa de la dada, si existe una matriz A" de orden “n” tal que se
cumple ARA'=AT'[A =

Es decir, la matriz inversa A™ es el elemento simétrico de la matriz A, respecto
a la ley de composicién interna “suma de matrices”.

Se dice que una “matriz es regular” si es invertible (admite inversa). En caso
contrario se dice que la “matriz es singular”.

Propiedades de las matrices inversas
1) Sila matriz inversa de A existe, DA™ es Unica

. . . ) VL
2) Lainversa de la inversa de una matriz es ella misma: (A 1) =A

3) Si dos matrices A y B admiten inversa, la matriz inversa del producto de las
matrices es igual al producto de las inversas con el orden permutado:
(AB)" =B*RA™

4) Sila matriz A admite matriz inversa, la matriz inversa de la traspuesta de A
es igual a la traspuesta de la inversa de A: (AT)_1 = (A‘l)T

5) Sila matriz A es invertible y se cumple AB =A[C - B=C
6) Sila matriz A es invertible y se cumple BIA =C[A = B=C

Una aplicacion importante de la matriz inversa es la resolucion de sistemas de
ecuaciones lineales.

Sea una matriz A de orden “n” que admite matriz inversa A™, el sistema de
ecuaciones lineales con “n” incognitas A X =b es COMPATIBLE DETERMINADO cuya
solucion unica es.

AX=b - A'AX=A"'D
Como A7 A =1 - X =x
x=A"D

2.6.2. Calculo de la matriz inversa

Para realizar el cdlculo de la matriz A se puede utilizar el método de Gauss-
Jordan en el que las operaciones elementales transforman la matriz A en la matriz
identidad |, estas mismas operaciones transforman a la vez la matriz identidad en la

matriz inversa.

Operaciones elementales por filas o columnas

Se denomina operacién elemental por filas (columnas) de una matriz A, a las
siguientes:

a) Sumar a una fila o columna de A un multiplo de otra fila o columna

b) Multiplicar a una fila o columna de A por un escalar no nulo
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c) Intercambiar entre si dos filas o dos columnas

Las operaciones elementales se pueden aplicar directamente o utilizando
matrices elementales.

Matriz elemental

Sea una matriz E cuadrada de orden n. Se denomina matriz elemental a la que
resulta de realizar una operacion elemental a la matriz unitaria del mismo orden. La
matriz elemental es del mismo tipo que la operacion elemental aplicada.

1. Una matriz elemental del tipo |, representada por E, ()\), es una matriz
cuyos elementos cumplen:
g =1 si F |
E.(\)=(g)=16=\ si FE kE1
e, =0 en otro caso
Es decir, la matriz identidad pero con el elemento e, =A.

2. Una matriz elemental del tipo Il, representada por E, ()\), es una matriz

cuyos elementos cumplen:

=1 si # Kk

E(A)=(g)=1q =\ si F k
e, =0 enotro caso

Es decir, la matriz identidad pero con el elemento g, de la diagonal iguala A.

3. Una matriz elemental del tipo Ill, representada por B, (7\), es una matriz

cuyos elementos cumplen:

p, =1 si # k,1
p = =
R ()\)z(pj)_ pi‘gi:
0 en otro caso

Es decir, la matriz identidad pero con las filas 1 y k intercambiadas.

Premultiplicar una matriz A por una matriz elemental equivale a realizar una
operacion elemental por filas sobre A.
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TEOREMA

Sean: E una matriz elemental obtenida al aplicar a la matriz identidad una
determinada operacion elemental, y A una matriz cuadrada del mismo orden.

La matriz E[CA es el resultado de aplicar esa misma operacion elemental a las
filas de la matriz A.

Las matrices elementales son invertibles y sus inversas (también son matrices
elementales), tienen el efecto de deshacer las operaciones realizadas por estas.

TEOREMA
Las matrices elementales son regulares y sus inversas son:

1. [Em ()\)]_1 =E, (—)\) (Se resta a la fila k la fila | multiplicada por A)
2. [Ek ()\)]_1 =E, (%} (multiplica la fila k por %)

3. (R, )_l = R, (intercambia las filas | y k)

El método de Gauss-Jordan utiliza matrices elementales para desarrollar un
algoritmo que permita calcular la inversa de una matriz, a partir de operaciones
elementales sobre sus filas.

METODO DE GAUSS-JORDAN PARA EL CALCULO DE LA MATRIZ INVERSA

Sea A(n) una matriz cuadrada y sea I(n) la matriz identidad, ambas del mismo
orden. Si A(n) admite inversa A('nl) se puede transformar en la matriz I(n) mediante
operaciones elementales por filas. Sean E,,E,,E;,..... ,E, las matrices elementales
qgue transforman A(n) en I(n), de modo que cada una de ellas corresponda a una
operacion lineal Se tiene:

E L. . ELE EE1Atn) = ED%) = I(n)
donde E=E L....IELELE . Como A, es invertible y ELA, =1 se debe
cumplir que E = A("nl).

La matriz E se obtiene aplicando las mismas operaciones elementales a la
matriz A(n).

E, L. .[E [EZEEll(n) = EDI(n) = E= Aﬁ)

Por tanto, las operaciones elementales que transforman la matriz A(n) en la

matriz identidad I(n) transforman la identidad en la matriz inversa AE;).

Este resultado permite utilizar el denominado “algoritmo de Gauss-Jordan”
para calcular la inversa de una matriz A(n).
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Operando sobre las filas de la matriz [A(n)ll(n)] de orden (n,2n) se transforma

A(n) en la identidad I(n) y la identidad en la inversa AE;), resultando finalmente

A -

2.7.

Las operaciones por filas se aplican en tres etapas.

12 ETAPA: GENERAR CEROS POR DEBAJO DE LA DIAGONAL PRINCIPAL

Para hacer un cero en la posicion (i,j) en la columna "J", se toma la fila j-

ésima como fila pivote (FJ) y se transforma la fila i-ésima (F) mediante la

operacion elemental: F 0 F+ x[F siendo x _&
a.
1]

Si el elemento pivote @, =0 de la “fila pivote (E) entonces la operacion

elemental no puede realizarse. En ese caso se intercambiara la fila pivote por
otra que esté debajo de ella (k)y tal que a, # 0, es decir que el nuevo pivote

sea distinto de cero, continuando las operaciones elementales.

29 ETAPA: GENERAR UNOS EN LA DIAGONAL PRINCIPAL

Finalizada la etapa 1, para hacer “un uno” en la diagonal en la posicién (i,i) se

- , 1
multiplica la fila i-ésima (E) por FE O Xx[F siendo x —
&

39 ETAPA: GENERAR CEROS POR ENCIMA DE LA DIAGONAL PRINCIPAL

Es importante tener en cuenta que se comienza por la Ultima columna, después
la pendltima,......... , tercera y asi hasta llegar a la segunda columna, se realiza
igual que en la 12 etapa.

awxn

Para hacer cero el elemento (i,j) situado en la columna “j” se utiliza la fila j-

ésima como “fila pivote (Fj)" y se transforma la fila i-ésima con la operacién

elemental: kU F+xlFk siendo x _&
a.
1)

RANGO DE UNA MATRIZ

Célculo del rango de una matriz mediante determigsn

Sea una matriz cuadra@qn) se cumple que:
1.Rangq A< rssi,|A|=0
2.Rangd A = rssi,|A|#0
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Sea una matriz rectangulay, , se cumple que:

1.Rangd A = r< mir{ m,h ssi, existe al menos una submatkizO A de

orden(r,r)/|A,| #0 y todas las submatrices de order1, r+1 de A
sus determinantes son nulos. A estos G#tidederminantes se les llama
“menores de order(r +1) de A.

2. Rangq A = k= mi{ m, h ssi, existe al menos una submatiz JA de
orden(k,k) / |A,|#0.

Cuando el sistema tenga solucioén interesara calaulgpara lo que se utilizara
algin método idéneo que permita obtenerla. Entresatxiste el llamado método de

Gauss que no sélo proporciona la solucion sinoimgiea el nUmero de soluciones que
tiene.
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