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Algunas aplicaciones de la dualidad

© Definicion de problema dual. Solucion de uno de los
modelos para obtener la solucién de ambos.

@ Interpretacion econémica. Interpretacién del método
simplex.

@ El algoritmo simplex dual, mas eficaz para resolver
algunos modelos lineales.

© Aplicacién del algoritmo simplex dual en el analisis de
sensibilidad y la programacion entera.
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Forma simétrica de maximizacion

max z = X; — 3Xy + X3
sujeto a
X1+ X2 +X3 > 2
—X1+ 2%, — X3 <3
X1 — Xo +2X3 > -1
X1,X2,X3 >0
Objetivo max, restricciones <, variables no negativas.
max z = X1 — 3Xy + X3
sujeto a
—X1 —Xg —Xg < —2
—X1+ 2%, — X3 <3
—X1+ X2 —2X3 <1
X1,X2,X3 >0
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Forma simétrica de minimizacion

max z = X1 — X
sujeto a
X1+ 2%, <1
X1 — 2%y > 3
X1,X2 >0

Objetivo min, restricciones >, variables no negativas.

min (=z) = —X3 + X2
sujeto a
—3X1 — 2%, > —1
X1 — 2%y > 3
X1,Xo >0
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Relacion primal-dual simétrica

Primal Dual
max z =c'x min G=bTy
sujeto a sujeto a
Ax <b ATy >c¢
x>0 y>0

Matriz del primal: A — m restricciones y n variables.
Matriz del dual: AT — n restricciones y m variables.

b vector de recursos del problema primal y vector de
costes del problema dual.

¢ vector de costes del problema primal y vector de
recursos del problema dual.

N © de restricciones del primal= N ° de variables del dual.

N © de variables del primal= N ° de restricciones del dual.
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Calculo del modelo dual

Relacion primal-dual

max z = 2X; — Xp + 3X3
sujeto a
X1 — X +X3 <2
X1 — X2 +2x3 <1
X1, X2, X3 >0
El dual asociado.
min G = 2y; +VY>
sujeto a
y1+3y2>2
-y1—y2>-1
y1+2y2 >3
Y1,Y2 >0
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Dualidad: caso general

| Objetivo: max < Objetivo: min |
restriccioni < b <= variablei > 0
restriccion i = b; <= variable i no restringida
restriccioni > b <= variablei < 0
variablei > 0 <= restriccibni > ¢
variable i no restringida <= restriccioni = ¢;
variablei < 0 <= restriccibni < ¢
Tabla: Relacién primal-dual: caso general )
Primal Dual
max z = X; —4Xy — X3 min G = 4y; + 2y, + 6y3
sujeto a sujeto a
Xy +Xa —X3 >4 y1+2y2+2y3 <1
2X1 + 3%z —5x3 < 2 y1+3y2 —y3 > —4
2X3 — X2 +2%X3 =6 —Y1—5y2+2y3=-1
X1 <0, X > 0, X3 : norest. y1 <0, yo >0, y3 : norest.
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Teoremas de dualidad

Resultados considerando la forma primal-dual simétrica.

Primal Dual
max z = c'x min G=Db'y
sujeto a sujeto a
Ax <b ATy >c¢
x>0 y>0

Teorema
El dual del problema dual es el problema primal.

Objetivo primal minimizar — Objetivo dual maximizar — las
relaciones de la tabla se leen de derecha a izquierda.
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Teoremas de dualidad

Teorema (Dualidad débil)

Si x e y son soluciones factibles del primal y dual, respectivamente,
entonces,
z=c'x < by =G.

Corolario

Si las soluciones factibles x* e y* verifican ¢c"x* = bTy*, entonces x*
e y* son 6ptimas para el primal y el dual, respectivamente.

Corolario

| A\

Si el problema primal es factible y no acotado, el dual no tiene
solucion.

Corolario

Si el problema dual es factible y no acotado, el primal no tiene
solucion.
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Ejemplo

Célculo del dual y solucion gréafica

max z = 3x; + 2% min G = 2y; + 4y,

sujeto a sujeto a
—2X1 + % <2 —2y1+2y; >3
2X1 + Xp > 4 Y1 +Y2 >2
X1, X2 >0 y1>0,y, <0

Xp —2X1 +X%Xp =2 Y2
—
max
7 Y1
X1 —2 2y, =3 =2
B i Y1 + 2y2 Y1 +Y2 |

El primal es no acotado y el dual es infactible.
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Principio fundamental de la dualidad

Teorema

Si existe una solucion optima x* del problema primal, entonces existe una solucion
6ptima y* del problema dual. De la misma forma, si existe una solucién éptima y* del
problema dual, entonces existe una solucion éptima x* del problema primal. En ambos
casos z* =c'x* =bTy* = G*.

Ejemplo.
max z = 2x1 + 3%y min G = 2y; + 3y, + 5y3
sujeto a sujeto a
X1+X2 <2 Y1+2y2 +y3 >2
2X3 — X2 <3 Y1 —VY2+3y3 >3
X1+3% <5 Y1,Y2,¥3 > 0
X1,X2 > 0

Soluciones: xT = (1, 1),yT =(1,1,1) -z =5<10=G.

Soluciones dptimas: x*T = (%, %) .y T = (%, 0, %) -zt =4 =c"
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Condiciones de holgura complementaria

Teorema

Dadas dos soluciones factibles x* e y* para el primal y dual
respectivamente, son 6ptimas si y sélo si se verifica

x*T(ATy* —c)+y*T(b —Ax*) =0

x* solucién factible del primal — b —Ax* >0
y* solucién factible del dual — ATy* —¢c >0

X*>0—>X*T(ATy )

>0
y*>0—-yT(b—Ax*)>0
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Interpretacion de las condiciones

x*T(ATy* —¢)=0, yT(b—-Ax*)=0
© Siuna variable primal es estrictamente positiva, la
correspondiente restriccion dual se verifica con igualdad.
x*>0 = Aly*—c=0.

@ Siuna restriccion primal no se verifica con igualdad, la
correspondiente variable dual toma el valor cero.

AX* <b = y"=0.
© Siuna variable dual es estrictamente positiva, la
correspondiente restriccion primal se verifica con igualdad.
y*>0 = Ax*—b =0.

© Si una restriccion dual no se verifica con igualdad, la
correspondiente variable primal toma el valor cero.

ATy*>c = x*=0.
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Aplicacion del teorema de holgura complementaria

max z = 3x3 + Xy — 2X3 min G = 5y; + 4y»
sujeto a sujeto a
X1+ 2% + %3 <5 y1+2y; >3
2X — X2 +3x3 < 4 2y1—-y22>1
X1,X2,X3 > 0 y1+3y2 > -2
Y1, Y2 >0
min G = 5y + 4y, + 0ys + Oy4 + Oys
i 13 6 - sujeto a
XT:(E7 g70) yi+2y2 —V3 =3
2y1 — Y2 =Y =1
y1+3y2 —Ys =-2
Y1, Y2, Y3, Ya, Y5 2 0
Variables del primal Restricciones del dual
x;=2>0 = Yy +2y;=3 = y;=0
X;=2>0 = 2yf-y;i=1 = y;=0
x5 =0 = Y +8y; —y5=-2 Y5 =6
Restricciones del primal Variables del dual
2+2x § =5 = calcular el valor de y; —yr=1
2x B _2= = calcular el valor de y; —yr=1
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Solucién dual optima

Teorema

Considerar dos modelos primal-dual simétricos. Si B es base
6ptima para el problema primal, entonces y*T = cfB~! es
solucion éptima del problema dual.

Indicadores z; — ¢; asociados a los vectores de la matriz I:
. _—c =ciBla —c
ajel—z—c=cgB g —g¢.
Vector de indicadores:

cgBH—c] =cgBt -

Indicadores +c/ = cfB~! =y*T.
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Solucién dual 6ptima en la tabla

Base inicial formada por variables de holgura

max z = 3X; + X — 2X3
sujeto a
X1+ 2%, +%X3 <5
2X; — X2 +3x3 < 4
X1,X2,X3 >0

Tablas primera y 6ptima
X1 X2 X3 X4 Xs

-3 -1 2| 0 0]O0
aa| T 2 1] 1 0[5
as| 2 -1 3|0 1|4

X1 X2 X3 Xa X5

0 O 6| 1 1 9
210 275l il
a1 0 ¢]lg §5|%

(24 —C4y25 —C5) =cEB 7 —¢] =(1, 1) —¢.

c] =(cs, c5) = (0, 0) — Solucién dual 6ptima: y*T =cIB~1 = (1, 1).
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Solucién dual 6ptima

Con variables artificiales

min z = X; 4+ 2X;

sujeto a @ min — max
< .
4xy +3xz < 12 @ Variables de holgura: x4, Xs.
> . i
X1+ 3%z 2 6 @ Variables artificiales: wq, w;.
2X1 + X >4
X1,X2 >0
max (—z) = —Xg — 2Xp + Oxg + 0X4 + Ox5 — Mw; — Mws
sujeto a
4Xq + 3Xp  +X3 =12
X1 + 3X2 —X4 +Wq =6
2X1 + X2 —Xs +WwWy =4

X1, X2, X3, X4, X5, W1, W > 0
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Solucién dual 6ptima en la tabla

Con variables artificiales

X1 X2 X3 X4 X5 Wy A
—3M + 1 —AM F 2 0 M M 0 0 —10M
as Z 3 T 0 0 0 0 2
w1 1 0 —1 0 1 0 6
a2 2 1 0 0o -1 0 1 4
5 T T Z Z Z
—ZM+ 2 0 0—IM+Z M aM — Z 0 [—2M — 4
a3 3 0 T T 0 =T 0 3
ap 1 1 0 -1 0 1 0 2
aws 0 0 1 -1 -3 1 2
3 1 3 1 22
0 0 E 3 5""‘*5 M-3 -5
Z 2z 1Z
a3 0 0 1 £ 2 % 3 ¥
ap 0 1 0 -z 1 Z -1 8
a; 1 0 0 1 -1 : §
3 1
To—1 T
(23 — €3, Zw; — Cwy, Zw, — Cw,) =CgB~ "1 —¢ :(OaM—gaM—g)

3 1
vy T =cfB™t —¢ +¢f =(0, M- o M=)+ —M, M)

Solucién éptima: (0, %, %). Los signos aparecen cambiados en la tabla por el cambio min — max.

OpenCourseWare, UPV/EHU. Dualidad



Precios sombra

B base 6ptima primal — x* solucion éptima primal y z* valor 6ptimo.

y* solucion 6ptima dual y G* valor 6ptimo.
Sib cambiaab + Ab — Xg=B~1(b + Ab) = xg + B~ 1Ab.
é :y*T(b -‘rAb) :y*Tb -‘ry*TAb — G* -‘ry*TAb — Z* -‘ry*TAb

) TR 15 _
zj—c=cgB g —¢ >0

Si Xg=B~1(b + Ab) > 0, Xg es 6ptima. Incremento del objetivo: y*T Ab.

0

Si Ab; = 1y el resto es cero — y*T Ab = Yy oY nym) | L =y

y;* es el precio sombra del recurso i.
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Céalculo de los precios sombra

max z = 3X3 + X — 2X3 Tabla 6ptima
sujeto a X1 Xo X3 Xa Xs
X1+2X2+X3 SS 0 0 6 L 1 9
ay 0 1 -1 2 -1 8
2% —Xp +3x3 < 4 al1 o 2% 3|3
X1,X2,X3 > 0 : — S
©® Sib; =5— Dby + Ab; = 6.
A 3 2 _1 6 8
XB—Bl(b—I—Ab)—<i 3 (4): 13
5 5

*
y; es el precio sombra del recurso b; — Q =z*4+y;=9+1=10

oBoi~
N————

all=aIN

Xs=B"1(b+ Ab) = (

. A*
y; es el precio sombra del recurso b, —z =2z* —y;=9-1=8
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Coste econdmico de las variables primales

En una empresa se fabrican 4 productos: 1, 2, 3 y 4. En la produccién se utilizan 3
recursos: A, By C. En la Tabla se da la cantidad de recurso necesario por unidad de
producto, la disponibilidad de cada recurso y el beneficio unitario.

Productos Disponibilidad
Recurso 1 2 3 4 Recurso
A 2 3 15 4 300
B 2 4 3 1 500
C 5 1 2 2 250
Beneficio | 4 3 6 2

X;: unidades del producto j que se producen.

max z = 4X; + 3Xp + 6X3 + 2X4
sujeto a
2X1 + 3 + 1.5x3 + 4x4 < 300
2X1 + 4%y + 3X3 + X4 < 500
5X;1 + X2 + 2X3 + 2x4 < 250
X1, X2,X3,X4 > 0
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El problema dual

Coste economico de las variables primales

Supongamos ahora que una empresa competidora quiere comprar los recursos
b; = 300,b, =500y by = 250 a precios unitarios yi, y, € ys.
El objetivo de la segunda empresa es obtener los recursos a minimo coste.

min G = 300y, + 500y, + 250ys.

@ Coste econémico del producto 1 — 2y; + 2y, + 5ys.
@ Beneficio del producto 1 — 4.
@ Primera restriccion dual: 2y; + 2y, + 5y3 > 4.
Modelo dual
min G = 300y; + 500y, + 250y3
sujeto a
2y1+2y, +5y3 > 4
3y1+4y, +y3 >3
1.5y1 +3y, +2y3 > 6
4y1 +Yy2 +2y3 > 2
Y1,Y2,¥3 > 0
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Interpretacion del método simplex

En el algoritmo simplex, si x; no es basica puede pasar a ser
basica en una iteracion posterior si zj — ¢; < 0.

Interpretacion de la condicion:

m
. ._T—l._._T._._§ SV
i=1

m
Siz — ¢ <0, entonces ) _ ayy; < ¢j.
=1

El coste economico de la actividad j es menor que el beneficio,
la actividad es rentable.
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El método simplex dual

El algoritmo simplex primal. ~ Comenzar eligiendo como
primera base la candnica, calcular una solucién primal factible y
terminar cuando se obtiene la factibilidad dual — tabla éptima.

El algoritmo simplex dual.

Partir de la forma simétrica de maximizacion, sumar variables
de holgura para elegir como primera base la canonica.
Comenzar por una tabla con factibilidad dual, hacer iteraciones
hasta conseguir factibilidad primal — tabla 6ptima.

Si en la primera tabla no hay factibilidad dual afadir una
restriccion artificial.
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Algoritmo simplex dual

El objetivo es maximizar. Elegir B = | formada por variables de holgura.

Paso 1. Construir la primera tabla con z; — ¢; > 0 Va; € A.
Paso 2. Factibilidad primal.
@ Sixgi >0,i=1,...,m, lasolucién es éptima . Parar.
@ Siexiste xg; < 0, se puede mejorar. Ir al Paso 3.

Paso 3. Cambio de base.
@ Sale de la base ar tal que
xgr = Min{xgj /Xgi < 0} — r es la fila pivote.
I

@ Entra en la base ay tal que

Yrk j

_ Zj — .
TG — m_ax{ L /Y < 0} — k es la columna pivote.
Yrk €s el pivote.

Sino existe y;j, j = 1,...,n, negativo, el problema es infactible . Parar.

Paso 4. Calcular una nueva tabla con las mismas operaciones elementales
definidas en el algoritmo simplex. Ir al Paso 2.
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Aplicacion del algoritmo simplex dual

min z = 3X1 + 2%y

sujeto a
X1+ 2%, > 3
—2X1 + X > 2
X1+ 4%, > 7
X1,X2 >0
max (—z) = —3x; — 2%, max (—z) = —3x; — 2%z + Ox3 + 0x4 + Oxs
sujeto a sujeto a
—X1 — 2% < -3 —X1 — 2% + X3 =-3
2%; —Xp < =2 - 2X1 — Xz +Xq =-2
—Xg — 4% < =7 —X1 — 4%z +Xx5 =—7
X1,X2 >0 X1, X2, X3, X4, X5 >0
X1 Xo X3 X4 Xg
3 2] 0 0o o] o]-%
az -1 -2 1 0 0]-3 % En la primera tabla hay
ay 2 -1 0 1 oO0f-2 I factibilidad dual.
as | -1 0 0 1|-7
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Solucion optima: x; =0, x; = 2, z* = 4.




El método de la restriccion artificial

© No hay factibilidad dual en la tabla inicial, afadir una
restriccion artificial.

© No modificar la region de factibilidad del problema.
© Se afade para obtener factibilidad dual en la tabla.
© Restriccion artificial:
Z Xj < M.
JEN
N conjunto de variables con z; — ¢; < 0.

M valor positivo muy grande.
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Ejemplo

max z = X1 + 6%y max z = X1 + 6X + Ox3 4+ 0x4
sujeto a sujeto a
X1+ 2%, < 20 X1 + 2X + X3 =20
1 1
Zx, > = X, — — S
X1 + 2X2 Z5 X1 2X2 + Xa >
X1, X2 2 0 X1, X2, X3,Xq Z 0
B=I1= (a3 a4)
X1 X2 X3 X4
-1 -6 0 O 0
as 1 2|1 1 0| 20
as| -1 -] 0 1]|-3

No hay factibilidad dual — restriccion artificial: x; + xo < M.
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Ejemplo

Restriccién artificial — variable de holgura xs.

max z = X1 + 6Xp + 0x3 + 0x4 + Oxs5

sujeto a
X1 + 2X2 + X3 =20
—X1 — }xz + Xg = 1
2 2
X1 + Xo + X5 =M
X1,X2,X3,X4,%X5 > 0
X1 X2 X3 X4 Xg
-1 -6 0 0 O 0| —6
0| as 1 2|1 0 0] 20 2
O|las|-1 -3 0 1 0|-%|-3
0|as| 1 0 0 1| M
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Algoritmo simplex dual con restriccion artificial

Obijetivo: maximizar. B = | formada por variables de holgura

Paso 1. Construir la tabla inicial.

Paso 2. Necesidad de restriccion artificial.
@ Siva €A z —¢ >0, iral Paso 3.
@ Sida; € Atal que z; —¢; < 0, afadir una restriccion artificial ~ y hacer un
cambio de base.

Entra el vector ay tal que zx — ¢, = minj{z; — ¢j/z; — ¢;j < 0}. Sale el
vector de holgura de la restriccion artificial. Hacer operaciones
elementales. Ir al Paso 3.

Paso 3. Factibilidad primal.
@ No hay restriccion artificial.

@ Sixgi >0,i =1,...,m, solucion éptima . Parar.
@ Siparaalgini =1,...,m, Xgj <0, ir al Paso 4.
@ Si hay restriccion artificial.
@ Sixgi >0,i=1,...,my lavariable de holgura de la restriccion
artificial esté en la base con valor positivo, solucion éptima . Parar.
@ Sixgi >0,i=1,...,my lavariable de holgura de la restriccion

artificial no esta en la base o siendo basica vale cero, solucién no
acotada . Parar.

@ Siexiste xgj < O paraalgini = 1,...,m, la solucion se puede
mejorar. Ir al Paso 4.
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Algoritmo simplex dual con restriccion artificial

Paso 4. Cambio de base.
@ Sale de la base el vector a; tal que

Xgr = miin{XBi /xgi < 0}

La fila r es lafila pivote .
@ Entra en la base el vector ay tal que

_ 72—
B C"=ma><{ 5 J/Yri<0}

Yrk I Tj

La columna k es la columna pivote .
Yik €s el pivote .

Sien lafilar no hay y,; negativo, problema infactible . Parar
Paso 5. Nueva tabla haciendo operaciones elementales. Ir al Paso 3.
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Aplicacion del algoritmo simplex dual

Restriccion artificial — problema factible

max z = X; + 6xp + 0X3 + Ox4 max z = X; + 6Xxp + 0x3 + 0x4 + Oxs
sujeto a sujeto a
X1 + 2X5 4+ X3 =20 X1 + 2Xo + X3 =20
—X —}x + X -1 —X —}x + X, -1
17 5% 4= 17 5% 4 =73
X1,X2,X3,X4 > 0 X1 + X2 +x5s =M
X1,X2,X3,X4,X5 > 0
X1 X2 X3 Xa X5
-1 -6 0 O 0 0] -6
0 [ as 1 2 ) 0 20 2
0|ay | -1 -1 0 1 o0 -3 -3
0|as | 1 0o 0 1 M
5 0 0 O 6 6M
0| a3 -1 0 1 0 -2 | -2M+20
1 1 1 1
6 | a 1 1 0 o 1
2 0 3 0 0 60
0| as é 0 —% 0 1 M — 10
9
0| a4 ~3 0 7 1 0 5
6 |a | 3 1] £ 0 o0 10
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Aplicacion del algoritmo simplex dual

Restriccion artificial — solucién no acotada

max z = —4xg + 5% max z = —4x; + 5% + O0x3 + 0x4 + 0Xs5
sujeto a sujeto a
2X1 +2Xp > 4 —2X1 — 2%z + X3 =—4
Xy —Xp >3 —X1 + X2 + Xq =-3
X1,X2 >0 X2 +x5=M
>
X1 Xp X3 X4 Xs X1,X2,X3,Xa, X5 > 0
4 510 0 0 0
0Ofaz| —2 -2 1 0 0O —Z ] -2
0Ola| -1 1|0 1 0 3| 1
0Olas| 0 0o 0 1 M
4 0 0 0 5 5M
0| a3 -2 0 1 0 2| 2M -4 2
0| ay o0 1 -1|-M-3
5| & 0 1|0 0 1 M 0
0 o O 4 1| M-12
0| ag 0 ol 1 -2 4| M +2
-4 | a 1 0| 0 -1 1 M+3
5| a 0 1]0 0 1 M

V. holgura de la restriccion artificial no basica — primal no acotado y dual infactible.
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