Algebra lineal y conjuntos convexos

© Solucidén de sistemas.
@ Espacios vectoriales.
© Conjuntos convexos.

@ Soluciones basicas — puntos extremos.
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Rango de una matriz

A e RMxN

Reducir A a una matriz escalonada U — algoritmo de Gauss.
Las filas que no tienen pivote en U son nulas.

rang A= numero de pivotes de U.
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Ejemplo

Célculo del rango

12 3 -4 1 1 2 3 -4 1
a_|12 2 54| [0 0 -1 93
32 5 24 0 -4 —-14 14 1
20 -6 97 0 -4 —12 17 5
1 2 3 -4 1 1 2 3 -4 1
0 -4 —14 14 1 0 -4 —14 14 1
o o -1 93| 7|0 0o -1 93
0 -4 —12 17 5 0O 0 2 3 4

1 2 3 -4 1

o -4 -1 14 1) _
0 0 -1 9 3
0 0 0 21 10

rang A = 4.
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Solucidén de sistemas lineales

AX = b.

AcR™" rangA=r, beR™

Casos:
1. rang A # rang (A b) — no solucion.
2. rang A =rang (A b) =r — solucion.

2.1. r = nimero incognitas — solucién Unica.

2.2. r < numero incognitas — infinitas soluciones.
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Ejemplo 1

No solucion

2X7 — X2 +3X3 =2
X1+ Xo—Xzg =4
3X1 —|—2X3:5

2 -1 32 2 -1 32 2 -1 3 2

1 1 -1 4 o 3 -33]);{0o 3 -3 3

3 0 25 o 3 -3 2 0 0 0 -1
(A

b) — no solucion.
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Ejemplo 2

Solucién Unica

213) (213
11 4 03 3

rang A =rang (A b) = 2 = namero de incognitas.

Solucién dnica : x; = —1,X, = 5.
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Ejemplo 3

Infinitas soluciones

2X13 — X2 +3X3 =2
X1+X2—X3:4
3X1 —|—2X3:6

2 -1 3 2 -1 3
A=|1 1 -1]|, Ab)=[1 1 -1
3 0 2 3 0 2

2 -1 3 2 2 -1 2 2 -1 3
1 1 -14)-|0 3 -533|=|0 2 -3
3 0 26 0 3 -3 3 0 0 O

rang A =rang (A b) = 2 < ndmero de incognitas — infinitas
soluciones .

NIgNIaT (D
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Soluciones basicas

Ax=b, AcR™" m<n.

rang A =rang (Ab) =m.

B submatriz base — m x m.
N el resto de columnas de A.

XB
XN

(B N)< )Zb—>BXB+NXN:b—>BXB:b—NXN.

Infinitas soluciones en funcion de las variables xy.

Si Xn=0:
Bxg = b — solucién Unica .

Xg — solucién basica.
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Calculo de soluciones basicas g

2X1 — Xo +3X3 =2
X1 + X2 — X3 =4
<2 -1 3 2>_><2 -1 3 2)_}(2 -1 3 2)
3 5 3 5
1 1 -1 4 o % -3 3 0 3 -5 3
Infinitas soluciones.
Numero maximo de bases: ( 2 > s (3!_2)! -
2
1
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Espacios vectoriales

Combinacioén lineal

Espacio vectorial R™, vq,Vp,...,vp € R™,

Combinacioén lineal:

a1V1 + aoVo + -+ -+ anVp, «Q1,...,0n €R.

Ejemplo.

“=(o) v 3)

Combinacion lineal de vy y v5:

*(6) ()
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Espacios vectoriales

Dependencia e independencia lineal

Vi,...,Vh € R™ son linealmente independientes  si para
cualquier combinacion lineal,

aVi+ -+ apvp =0
se tiene necesariamente
ap=---=an=0.
Vi,...,Vhde R™, son linealmente dependientes si es posible
encontrar una combinacion lineal
V1 + -+ anVp =0

con algun escalar o distinto de cero.
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Ejemplo

Dependencia e independencia lineal

1 3 9 1 3 9 1 3 9
-1 0 -3 — 0 3 6 — 0O 3 6
2 -1 5 0 -7 -13 0 0 1

Numero de pivotes=3 — a1 = ap = a3 = 0.

Los vectores son linealmente independientes.
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Espacios vectoriales

Conjunto generador

S ={vy,...,va} CR™es un conjunto generador de R™ si
para cualquier v e R™ exiten ay, ap,...,an € R tal que

1 3 2 2
s={( 2| 2], 2], [ -2
1 0 1 2
132 2 v 1 3 22 v
-1 11 -2 v — 0 4 30 va+4vg —
101 2 v 0 -3 -1 0 vs—v
1 3 2 2 V1 rang A =rang (A b)=3
— 04 30 Vo +Vq 1
0 0 2 0 vz—2vi+3y conjunto generador .
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Espacios vectoriales

Bases y dimension

B={vi,...,vm} CR™ es base de R™ si los vectores son
linealmente independientes y B es un conjunto generador.

-1(2) ) (2))

1 v 10 1 Vi
1 v, |- 0 1 -1 v,—2v; | — generador.
2 0 0 2 V3

B es una base de R 3.
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Teorema — cambio de base

B ={vi,...,vn} una base de R™.

Cualquier vector v € R™ se puede expresar en combinacion
lineal de vy,...,Vn.

Los coeficientes de la combinacion lineal son Unicos —
coordenadas del vector.

Teorema

Dada una base B del espacio vectorial R™ y un vectorv € R™,
v ¢ By v # 0, siempre es posible conseguir otra base
sustituyendo algun vector de B por el vector v

Este teorema es un resultado central en el algoritmo simplex
para pasar de una solucion basica a otra mejor hasta obtener
la solucién éptima.
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Calculo de nuevas bases

Condicion de los vectores

3 1 0 1
1 = o 2 + oo 1 + a3 1
0 0 0 2

Coordenadasdev:a; =3, ap = -5, az3 =0.

a; #0 — B’ ={v,v,,v3} es base.
ap #0 — B” ={vy,v,v3} es base.

a3z = 0 — el vector v3 no se puede sustituir por v.
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Semiespacios, hiperplanos y conjuntos convexos

El plano Euclideo— pares ordenados de numeros reales.

X .
R2 = {< xl ) ,X1 Y X2 nGmeros reales }
2

‘ Xy
(37 _2)

Figura: Plano Euclideo
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Ecuacion de una recta en R2: a;x; + axXy = ¢, a;,a,¢ € R.

Representacion de la recta 2x; + 3x, = 6.

X2

\%—F 3X2 e 6
I Il — r?\xl

Figura: Recta en el plano
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Semiespacios

Semiespacio cerrado de R?:

X1 +axX, < ¢ 0  ajXp +apxp, > C.

Representacion del semiespacio 2x; + 3x; < 6.

X2

\,

/\)
x
kS
L+
w
X
N
A
o)

Figura: Semiespacio en el plano
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Generalizacion

RS = X2 | ,X1,%2 ¥ X3 ndmeros reales

En R 3 aix; 4+ asXo + agxz = ¢ €s un plano — 3x; — Xo + 4xz = 6 es un plano.

Semiespacio cerrado de R 3:

a1Xg +axXo +azx3 < ¢ 0 ayx; + axxy + agxg > cC.

X1
X2
R" = . ,X1, X2, ... Xn NUMeros reales
Xn
EnR"™a;x; +axXp + -+ - + anXn = ¢ es un hiperplano.
Semiespacio cerrado de R":

a1Xy +axXo+---+anXn <€ 0 aijxy +axXxy + -+ anxn > C.
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Conjuntos convexos

C C R" es un conjunto convexo si es el vacio, si tiene un soélo
punto o si para cada dos puntos distintos del conjunto el
segmento que los une esta contenido en el conjunto.

(a), (b) y (c) son convexos.

(d) no es convexo.
@ /
a b)
(c)

(d)

Figura: Conjuntos convexos y no convexos
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Resultados de conjuntos convexos

@ Un hiperplano es un conjunto convexo.
@ Un semiespacio cerrado es un conjunto convexo.

@ Lainterseccion de un numero finito de conjuntos convexos
€s un conjunto convexo.

Aplicacion a la programacion lineal.

Los conjuntos convexos que aparecen en el estudio de
modelos lineales son los hiperplanos, los semiespacios
cerrados y la interseccion de un numero finito. Estos conjuntos
son del tipo (a), donde los vértices del conjunto se llaman
puntos extremos.
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Puntos extremos y soluciones basicas

Variables mayores o iguales que cero

—X1 +4%x, <4
X1 — X2 <3

Figura: Conjunto convexo y puntos extremos
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Conjunto convexo — puntos extremos

Vertices — puntos extremos.

®)
I

) origen de coordenadas.

[eNe)

>
I
k=

) interseccion de —x; + 4x, = 4 con el eje OX;.

> interseccion de —x; +4x, =4y X, — X = 3.

@)
I

9]
Il
wi~ W5

o w

) es interseccion de x; — Xo = 3 con el eje OX,.
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Generalizacion

@ En el plano Euclideo la interseccion de un numero finito de
semiespacios cerrados es un conjunto convexo, un
poligono con un numero finito de puntos extremos.

@ En el espacio Euclideo de dimension 3 la interseccion de
un namero finito de semiespacios cerrados es un conjunto
convexo, un poliedro con un ndamero finito de puntos
extremos.

@ En el espacio Euclideo de dimension n la interseccion de
un namero finito de semiespacios cerrados es un conjunto
convexo llamado politopo.

@ Los puntos extremos se calculan resolviendo sistemas de
ecuaciones lineales.
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Inecuaciones — ecuaciones

Puntos extremos — Soluciones basicas

Considerar todas las variables no negativas.

Sumando X3 Y X4 (N0 negativas) — sistema de ecuaciones.

—X1 +4x, < 4 —X1 + 4X2 + X3 =4
X1 — X2 <3 X1 — X2 + +X4 =3

Sistema de inecuaciones.
Infinitas soluciones — puntos de la Figura.

Sistema de ecuaciones.
Infinitas soluciones.

Soluciones basicas, variables no negativas — puntos
extremos.
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Calculo de soluciones basicas

1. Columnas primera y segunda, X3 = X4 = 0.
—X1+4x, =4
X1 —Xo =3

A 16 7
Solucion: x; = 3 y X = 3 — punto B.
2. Columnas primera y tercera, X, = X4 = 0.
—X1+X3=4
X1 =3

Solucién: x; =3y x3 =7 — punto C.

3. Columnas primeray cuarta, x, = x3 = 0.
—X1 =4
X1+ Xa=3

Solucién: x; = —4 y x4 = 7 — ningln punto extremo.
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Calculo de soluciones basicas

4. Columnas segunda y tercera, x; = x4 = 0.
4y + X3 =4
—X2 =3
Solucién; x, = =3y x3 = 16 — ningln punto extremo.
5. Columnas segunda y cuarta, x; = Xz = 0.
4X; =4
—Xo+X4 =3
Solucion: x, = 1y x4 =4 — punto A.
6. Columnas terceray cuarta, x; = X, = 0.
X3 =4

X4 =3

Solucion: x3 =4y x4 = 3 — punto O.
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