Apeéendice A

Algebra lineal y conjuntos convexos

El método simplex que se describira en el Tema 2 es de tetaralgebraica y
consiste en calcular soluciones de sistemas de ecuacioratek y determinar
la que optimiza una funcion objetivo. Sin embargo, el astult la geometria
de la programacion lineal es instructiva para la compéndel procedimiento
algebraico.

En este apéndice recopilamos resultados basicos deralgeeal y conjuntos
convexos necesarios para el desarrollo de los temas osteri

A.1 Matricesy vectores

Consideramos el cuer@®. A los elementos d& se les llama escalares.
Se llama matriz a un cuadro de escalaresredilas yn columnas

aiz a2 - Aip

A21 Q22 - Q2p
A=

Am1 Am2 - Omp

Se dice que la matriz es de tamafio (o dimensidor).. También se puede utilizar
la notacionA = (a;;).
Una matriz con una sola columna, es decir de tamafto 1, se considera un
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216 Apéndice A. Algebra lineal y conjuntos convexos

vector columna

Ejemplos.

1. El siguiente cuadro de nUmeros es una matriz de tamafit:

3 -2 21
A=[0 7 2}
1 011

2. El siguiente cuadro de nUmeros es un vector de dimegsion

Al.1l Operaciones con matrices
Suma.

Dadas dos matrices de tamaifiox n, A = (a;;), B = (b;;) € R™*", se llama
sumade A y B, y se representa comb+ B, a la matrizC = (¢;;) € R™*", que
se obtiene sumando, elemento a elemento:

Cij:aij+bij, izl,...,m,jzl,...,n.

Notemos que, para sumar dos matrices, éstas tienen quet@msemo tamafio y
el resultado es una matriz del mismo tamafio.
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A.1. Matrices y vectores 217

De la misma manera se define la suma de vectores, sblo haygeedn
cuenta que un vector es una matriz con una sola columna.

Ejemplos.
1 1
1. Dados los vectores = yb= ;
3 4
1 1 2
a+b= + =
3 4 7
1 0 1 1 1 4 2 0

2. Dadas las matrices = 01 —1 0 |yB= 00 —1 01,

20 1 =3 11 2 -1
10 1 1 14 2 0 24 3 1
A+tB=(01 -1 0|+l 00 -1 O0]=l01 -2 0
20 1 =3 11 2 -1 31 3 -4

Propiedades.

1. La suma de matrices es una operacion interrd’'en.

ABER™" = A +BecR™"

2. La suma de matrices es conmutativa.

(VA,BeR™") A+B=B+A.

3. La suma de matrices es asociativa.

(VA,B,CER™") (A+B)+C=A+ (B+CQ).

Investigacbn Operativa. Programadn Lineal



218 Apéndice A. Algebra lineal y conjuntos convexos

4. La suma de matrices tiene elemento neQtR ™*".
(VA eR™™) A4+0=0+A=A.

5. Toda matrizZA € R™*" tiene opuesta-A € R"™*".
A+(-A)=(-A)+A=0.

La suma de vectores cumple las mismas propiedades que ladeumatrices.

Producto por un escalar.

Dados un escalar € R y una matrizA = (a;;) € R™*", se llamaproductode
a por A,y se representa - A, a la matrizB = (b;;) € R™*", que se obtiene
multiplicando cada elemento de por «:

bij=a-a;, 1=1,....m j=1....n

Notemos que el resultado de multiplicar un escalar por urtaanas otra matriz
del mismo tamaiio.

Ejemplos.
0 —2

1. DadalamatriA = | 1 2 |,yelescalan = —2, el producto

1
0 4
1 -2 -4
1 -2 =2

2. Dados el vecton = y el escalar = % el producto

(IS B ST SR T
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A.1. Matrices y vectores 219

Producto escalar de vectores.

Dados un vector film” = (a; --- a,) € R™" y un vector columnd =
b
c R" se llamaproductodea’ porb, y se representa’ - b, al escalar

bn
que resulta de multiplicar cada elementoadepor el elemento correspondiente
deb y sumar los resultados:

a’ b= (a; - ay). : :Zai-bi.

Notemos que para multiplicar un vector fila por un vector oola, ambos
tienen que tener la misma dimensiéon y su producto es unagscal

acR" beR"” = al -beR.

4 —1
Ejemplo. Seama =] 2 |,b= 2 | € R3, entonces
7 1
—1
al ' b=(427)- 2 | =7€eR.
1

Producto de matrices.

Dadas dos matriceA € R™*"y B € R"*?, el producto deA por B es una
matrizC = A - B € R"*? que se define de la siguiente forma.

Parai=1,...,m,j=1,...,p, elelementd:, j) deC = A-B es el producto
de la fila: de A por la columng deB (fila por columna).

Investigacbn Operativa. Programadn Lineal
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1101
1 27 4

Ejemplo.SeanA=| 1 00 |yB=

1 -2 —-21 -8
La matriz product®C = A -Bes:| 1 1 0 1

Propiedades.
1. El producto de matrices es asociativo.
(VA € R™™) (VB e R™P) (YC e RP*Y) (A-B)-C=A-(B:-C).
2. El producto de matrices es distributivo con respecto anaas
(VA,BeR™") (YCeR"™) (A+B)-C=A-C+B-C.
(VA e R™") (VB,CeR™?) A-(B+C)=A-B+A-C.
3. (VAER™™)  A-0nxp=0mxp, Ogxm - A = 0gxp.
4. (VA eR™") I,-A=A-I,=A.
5. (

Yo € R) (YA € R™") (VB € R"™?) a-(A-B) = (a-A)-B =
A (a-B).

A.1.2 Rango de una matriz

Dada una matriA € R™ ", por medio de operaciones elementales por filas
podemos reduciA a una matriz escalonada, utilizando el algoritmo de Gauss.
Las filas que no tienen pivote &h son nulas, por lo que el nUmero de pivotes es
el nimero de filas no nulas dé.

Ejemplo. Considerar la matriz

12 3 41

12 2 5 4
A=

32 =5 2 4

20 -6 97
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A.2. Solucién de sistemas lineales 221

Haciendo eliminacion gaussiana obtenemos una matritoesciaU.

1 2 3 4 1 1 2 3 -4 1
1 2 2 5 4 0O 0 -1 9 3
A= —
3 2 -5 2 4 0 -4 —-14 14 1
2 0 —6 9 7 0 -4 —12 17 5
1 2 3 4 1 1 2 3 4 1
0 4 —-14 14 1 0 4 —-14 14 1
— —
0 0 -1 9 3 0 0 -1 9 3
0 —4 —12 17 5 0 0 2 3 4

1 2 3 -4 1
0 4 -14 14 1
o o0 -1 9 3

0 0 0 21 10
a

Definicion A.1.1 SeaA € R™*" una matriz que por eliminaén gaussiana se
reduce a una matritJ escalonada. Llamaremaeangode A y lo representaremos
por rang A al nUimero de pivotes d¥.

El rango de la matriz del ejemplo anterior es 4, igual al nicnte pivotes o el
namero de filas no nulas dé.

A.2 Solucion de sistemas lineales

Dado un sistema de ecuaciones con incognitas
Ax = b,

dondeA € R™ " rangA = ry b € R™, utilizaremos la eliminacion gaussiana
para resolverlo. Se pueden dar los siguientes casos:
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e rangA # rang(A b). El sistema no tiene solucion.
e rangA = rang(A b) = r. El sistema tiene solucion.

— r = nUmero incognitas. El sistema tiene solucion Gnica.

— r < nUmero incognitas. El sistema tiene infinitas soluciones

Ejemplo. Considerar el sistema lineal

201 — X9+ 313 = 2
$1+[E2—l‘3:4
31‘1 +2$‘3:5

Para comprobar si el sistema tiene solucion hay que callmgaangos de las
matricesA y (A b).

2 -1 3 2 -1 3 2
A=|1 1 1], (Ab)=11 1 -1 4
3 0 2 3 0 25

Haciendo eliminacion gaussiana

2 -1 3 2 2 -1 3 2 2 -1 3 2
1 1 -14|—-]l0 2 -23|—-(0 2 -3 3
3.0 25 0 3 -2 2 0 0 0 -1

Se tiene que rand = 2 < 3 = rang(A b), y por tanto, el sistema no tiene

solucion.
O

Ejemplo. Considerar el sistema lineal

2l‘1+[[’2:3
T+ a0 =4
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A.2. Solucién de sistemas lineales 223

Haciendo eliminacion gaussiana

—_
w

21 3 2
114 0

N[
Nt

Se tiene que rang = rang (A b) = 2 = numero de incognitas y por tanto el
sistema tiene solucion Uniaa = —1, 2, = 5.
O

Ejemplo. Considerar el sistema lineal

201 — X9+ 313 = 2
SL’1+.T2—373I4
31‘1 +2$‘3:6

Haciendo eliminaciébn gaussiana

2 -1 3 2 2 -1 3 2 2 -1 32
1 1 -14|—]l0 2 -23|—=]l0 2 -523
3 0 26 0o 2 -33 0 0 00

Se tiene que rang. = rang(A b) = 2 < nimero de incognitas, y por tanto,
el sistema tiene infinitas soluciones.

Si consideramog; y z, incognitas principales, podemos escribir el sistema
de la siguiente manera

25(71—.’172:2—3]?3

3 5
5562 = 3+ 5563

y las infinitas soluciones san = 2—2x3, 25 = 2+2x;3 en funcion de laincognita

librex; € R.
O

A.2.1 Soluciones hsicas

Consideremos un sistenfax = b, siendoA € R™*" conm < n tal que

rangA = rang(A b) = m.

Investigacbn Operativa. Programadn Lineal
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Si elegimos una submatr de tamafion xm con todas las columnas linealmente
independientes, y denotamos Pota submatriz formada por el resto de columnas
de A, podemos escribir el sister#ax = b de la siguiente forma:

X
BN)| 7| =,

XN

o también
BXB + NXN = b.

Si despejamos en la formula anterior, podemos expresaatables asociadas a
la matrizB (variables basicas) en funcion de las variables asceiatlmatrizZN
(variables libres),

BXB =b— NXN.

Existen infinitas soluciones en funcion de los valores devixiables libres del
vectorx . En particular, si damos valor cero a todas las incognitasd, es decir
xy = 0, tenemos el sistema

BXB = b,

gue tiene una GUnica solucién. Llamaremos a esta solsafutidon basica

Ejemplo. Considerar el sistema lineal

201 — 19 + 313 = 2
$1+[E2—l‘3:4
35(?1 +2.I‘3:6

que por eliminacion gaussiana se reduce a

25(71—]?2:2—3]?3
3 5
5[[’2 = 3 + 5[[’3
Este sistema tiene infinitas soluciones,= 2 — %ZEg Yoo = 2+ gl‘g, en
funciobn de la incognita libre;. Haciendor; = 0 obtenemos la solucion basica
T, — 2, To — 2.
Se pueden elegir distintas submatrices s la matrizA y para cada una
de ellas calcular la solucion basica correspondienteehédo cero las incognitas
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A.3. Espacios vectoriales 225

no asociadas a la base. El nUmero maximo de bases que snmlegir es

n n!

m m! (n—m)!

En concreto, el numero maximo de soluciones basicageteipto es

3 |
- 3
9 2! (3 —2)!
0
A.3 Espacios vectoriales
Consideramos el espacio vectofial”.
Definicion A.3.1 (Combinacbn lineal) Dadosv,, v, ..., Vv, vectores de&R ™,

llamamos combinadn lineal de estos vectores a una expdesilel tipo
a1Vy + aavy + - - -+, Vy,
dondea,...,a, € R.
Ejemplo. Considerar los vectores

1 1
Vi = , V2 =
0 —1
1. La expresion
1 1
2 +5
0 —1

es una combinacion lineal de los vectoves/ vs.

2. La expresion

para cualesquiera;, o € R, representa todas las posibles combinaciones
lineales de los vectorag y vs.

O
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A.3.1 Dependencia e Independencia lineal

Definicion A.3.2 Dados los vectoresy, ..., v, deR™, diremos que son lineal-
mente independientes si para cualquier combidadineal

vy + -+ av, =0,

se tiene necesariamente
ap=---=aqa,=0.

Definicion A.3.3 Dados los vectoresy, ..., v, deR™, diremos que son lineal-
mente dependientes si es posible encontrar una comBimdioieal

vy + -+ av, =0,

con algin escalar; distinto de cero.

Ejemplo.
. 1 4
1. Consideramos los vector¢s ,
~1 —4
La combinacion lineal
1 4 0
4 +(—1) =
—1 —4 0

nos permite decir que los vectores son linealmente depetedie

1 3 9
2. Considerar los vectords —1 |, 01, -3
2 -1 5)
y la combinacion lineal
1 3 9 0
oap | —1 | toe 0O | tas| =3 | =120
2 —1 ) 0
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A.3. Espacios vectoriales 227

Haciendo eliminacion gaussiana

1 3 9 1 3 9 1 39
-1 0 -3 |1 —10 3 6 | 1 0 3 6
2 =1 5 0 -7 —-13 0 01

Esta matriz tiene tres pivotes y, en consecuencia, el sisteane como
solucion Unicav; = as = a3 = 0. Los vectores son linealmente indepen-

dientes.
0
A.3.2 Basesy dimensgin
Definicion A.3.4 Dado S = {vy,...,v,} € R™ diremos que es un conjunto
generador d&R ™ si cualquier vector € R™ se puede expresar en combinaci

lineal de los vectores dg&, es decir, si existen, ..., o, € R tales que
V=1V + -+ ay,Vp.

Ejemplo. EnR ? consideramos el siguiente conjunto de vectérgsin vector
cualquierav

1 3 2 2 U1
S = -1 1,1 1, 11],] =2 y V=11 v
1 0 1 2 v3
Veamos que existeny, as, as, ay € R tales que el sistema
1 3 2 2 V1
ap | —1 +ax | 1 |+az| 1 | +ag]| =2 = Uy
1 0 1 2 U3

tiene solucion. Haciendo eliminacion gaussiana se tiene
1 3 2 2 v 1 3 2 2 U1
-1 1 1 =2 v — 10 4 3 0 vu+un —
101 2 o 0 -3 -1 0 v3—1
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1 3 2 2 U1
- 04 3 0 V2 + U1
0 0

5 1 3
1 0 U3—ZU1+ZU2

Dado que rang\ = rang(A b) = 3 el sistema tiene solucion y por tanf9es un
conjunto generador. O

Definicion A.3.5 SeaB = {vy,...,v,,} C R™. Diremos queB es unabasede
R™ si

e |os vectores dé3 son linealmente independientes,

e B es un conjunto generador d&&™.

Se pueden encontrar distintas bases para un espacio aggero todas tienen
el mismo nimero de vectores.

Ejemplo. Probar que el siguiente conjunibes base d& 3.

1 0 1
B = 21, 11, 1
0 0 2

1 0 1 0
aq 2 + oo 1 + a3 1 = 0
0 0 2 0

Haciendo eliminacibn gaussiana

1 01 1 0 1
211 |—=101 -1
0 0 2 00 2

El sistema tiene solucion Unica; = as = a3 = 0. Los vectores dé3 son
linealmente independientes.
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Para probar que es un conjunto generador se resuelve ehgiste

1 0 1 (%1
ar| 2 | tae| 1 | +taz] 1 =1 v
0 0 2 V3

El sistema es compatibl& es un conjunto generador.

Por tanto,B es una base di?. O
Teorema A.3.1 SeaB = {vy,...,v,,} una base d® ™. Entonces, cada vector
v € R™ se puede expresar en combir@tiineal dev, .. ., v,, y los coeficientes

de la combinadn lineal sonlnicos.

Los escalares de la combinacion lineal Unica a la que redeeencia el Teo-
rema A.3.1 son las coordenadas del vector.

Teorema A.3.2 Dada una bases del espacio vectoridR ™ y un vectorv € R™,

v & Byv # 0, siempre es posible conseguir otra base sustituyendmalgctor
de B por el vectorv.

Este resultado es central en el desarrollo de la programdiciéal. Concre-
tamente el algoritmo simplex parte de una solucion faetiddsica y se mueve a
otra mejor cambiando en la base un vector como se descridgeorema ante-
rior. Para que un vector de la base pueda ser sustituido defq@icuna condicion
gue mostramos en el siguiente ejemplo.

Ejemplo. Considerar la basB y el v.

1 0 1 3
B = 2 ; 1 ; 1 , V= 1
0 0 2 0
Resolviendo el sistema
3 1 0 1
1 =ap | 2 | +ax] 1 | +az| 1
0 0 0 2

Investigacbn Operativa. Programadn Lineal
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obtenemos las coordenadas del vesten la base3,
041:3, 062:—5, 04320.

Por sera; # 0y ay # 0, los vectores/; y vy pueden ser sustituidos pery se
obtienen las bases:

B ={v,vy,v3} , B"={vy,v,v3}.

Se puede comprobar que sustituyendopor v hay dependencia lineal. Esto
ocurre porquevs = 0. El vectorvs; no puede ser sustituido en la base.
O

Es decir, para conseguir nuevas bases, se pueden sustiteimectorv aque-
llos vectores de la base que tienen asociada una coordea&diistinta de cero.

A.4 Conjuntos convexos

El plano Euclideces el conjunto de pares ordenados de nimeros reales

9 X ,
R* = , 1Y T2 SON nUMeros reale
€2

Geomeétricamente representanoscomo en la gréafica.

X2

Figura A.1: Plano Euclideo
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EnR? la ecuaciom,z; + asxs = ¢, dondea,, a, y ¢ SOn constantes, repre-
senta unaecta Por ejemplo, la ecuaci@ir; + 3z, = 6 es la recta que aparece
representada en la grafica.

T2

\\%Jr 31y = 6

3 X1

Figura A.2: Recta en el plano

Una inecuacion del tipa,z; + aszs < ¢ €s el conjunto de los puntos de la
rectaa;z; + asrs = ¢, junto con los puntos que estan a uno de los dos lados
de la recta. Por ejempl@;z; + 3z2 < 6 es el conjunto de puntos que aparecen
sombreados en la grafica.

X2

\%+3x2<6
- \$1

Figura A.3: Inecuacion en el plano
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Llamamossemiespacio cerradade R? al conjunto de puntos que satisface
una desigualdad de la forma

a1r1 + agxy < ¢,
o de laforma
a1x1 + asxy > c,
donde al menos una de las constantes a, es distinta de cero.

El espacio Euclidede dimension 3 es el conjunto de tripletas ordenadas

T
R3 = xs |, %1, 22y x3 SON NUMeros reale
T3
EnR?la ecuacion, z; +asxs+asrs = ¢, dondeuy, as, as y ¢ SOn constantes,
representa uplano. Por ejemplo, la ecuaci®x; — x5, + 423 = 6 €S un plano.

Un semiespacio cerradde R 3 es el conjunto de puntos que satisface una
desigualdad de la forma

a1x1 + Ao + asrs < c,

o de la forma
121 + agxy + azxs > c.
Se pueden generalizar estas ideas a un espacio Euclidemelesibn.

” 3
T

n T2 ,
R" = , T1,Ta, ... T, SON NUMeros reale

w7

EnR™ la ecuacion
1Ty + agxo + - - -+ apxr, = ¢,

dondeay, ...,a, Y ¢ SOn constantes, representahiperplana
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Un semiespacio cerradde R™ es el conjunto de puntos que satisface una
desigualdad de la forma

a1r1 + agxy + -+ +apr, < ¢,

o de la forma
a1 + asxoy + - - + apx, > C.

Definicion A.4.1 Un subconjunt@’ deR ™ es unconjunto convexai es el vacio,
si tiene un 6lo punto o si para cada dos puntos distintos del conjunteghtento
que los une eétcontenido en el conjunto.

Los conjuntoga), (b) y (c) de la Figura A.4 son convexos. El conjurith no

es convexo.
(b)

()

(@)
()

Figura A.4: Conjuntos convexo&:), (b), (¢). Conjunto no convexaid)

Se pueden demostrar los siguientes resultados:
e un hiperplano es un conjunto convexo.
e UN semiespacio cerrado es un conjunto convexo.

e la interseccibn de un numero finito de conjuntos convesosreconjunto
convexo.
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Los conjuntos convexos en los que tenemos interés, pogareeaen en el
estudio de modelos lineales, son los hiperplanos y los spaiéos cerrados,
ademas de la interseccion de un conjunto finito de ellos.interseccion de
semiespacios cerrados es un conjunto del tipo (a), dondéttses del conjunto
se llamarpuntos extremaos

A.5 Puntos extremos y soluciones factiblesasicas

Un conjunto de inecuaciones lineales se puede transformaneconjunto de
ecuaciones sumando variables. Veamos con un ejemplo das vsiriables estan
restringidas a tomar valores mayores o iguales que censftnranando un sistema
de inecuaciones en un sistema de ecuaciones podemos encwatirelacion en-
tre soluciones béasicas del sistema de ecuaciones y lospeaxrtremos del con-
junto de inecuaciones.

Consideramos el siguiente conjunto de inecuaciones:

—T1 +4£C2 < 4

$1—[L’2§3

Figura A.5: Conjunto convexo y puntos extremos
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La grafica representa los puntos que verifican las dos icemes para valores
de las variables; > 0y z, > 0.

Podemos ver que la interseccion de los dos semiespaaibs gon las restric-
ciones de que las variables sean no negativas, es un coonpmtexo cerrado, un
poligono en este caso. El poligono tiene un nimero firgteattices, que son los
puntos extremos del conjunto.

0
El puntoO = es el origen de coordenadas.
0
0. , :
El puntoA = interseccion de-z; + 4z, = 4y el eje de ordenadas.
1
16
El puntoB = 37 interseccion de-z; + 4y =4y z; — 25 = 3.
3
3 ). , . :
El puntoC = interseccion de;; — 2, = 3y el eje de abcisas.
0

En general, igual que ocurre en el ejemplo, en el plano Eerl@interseccion
de un namero finito de semiespacios cerrados es un conjant@xo, es decir, 0
es el vacio, o es un conjunto con un Unico punto o es un podigon un namero
finito de puntos extremos. En el espacio Euclideo de dineria interseccion
de un namero finito de semiespacios cerrados también esnjanto convexo,
es decir, 0 es el vacio, 0 es un conjunto con un Unico puntoum @®liedro con
un namero finito de puntos extremos. En el espacio Eucligedimensiom la
interseccion de un nimero finito de semiespacios cere&los conjunto convexo
llamado politopo.

Podemos transformar las inecuaciones en ecuaciones sarfzndariables
no negativas; y z, para obtener el siguiente sistema:

—$1+4.T2+563 =4

Tr1 — X2 +IL’4:3

Este sistema de ecuaciones tiene infinitas solucionesretantente el conjunto
de puntos de la Figura A.5. Podemos calcular las solucicassds y seleccionar

Investigacbn Operativa. Programadn Lineal



236

Apéndice A. Algebra lineal y conjuntos convexos

las que tienen las componentes mayores o0 iguales que cer@égaprobar que
se corresponden con los puntos extremos de la Figura A.5.

1. Seleccionamos las columnas primera y segunda de la delsistema que

son linealmente independientes y hacemps- x4, = 0.

—T1 +4Z‘2 =4

ZEl—l‘Q:g

La solucion del sistema eg = % Yy 19 = g gue corresponde al punto
extremoB de la grafica.

. Seleccionamos las columnas primera y tercera de la nolrgistema que

son linealmente independientes y hacemos- x4, = 0.

—$1+ZL‘3:4

hal =3

La solucion del sistema es; = 3y 3 = 7 que corresponde al punto
extremoC de la grafica.

Seleccionamos las columnas primera y cuarta de la marizistema que
son linealmente independientes y hacemos- x5 = 0.

—T =4

ZL‘1+I‘4:3

La solucion del sistema as = —4 'y x4, = 7 que no corresponde a ningln
punto extremo porque tiene una componente negativa.

Seleccionamos las columnas segunda y tercera de la nheltsstema que
son linealmente independientes y hacemos- z, = 0.

4562+373I4

—X9 =3

La solucion del sistema es = —3y 3 = 16 que no corresponde a ningln
punto extremo porque tiene una componente negativa.
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5. Seleccionamos las columnas segunda y cuarta de la maltsistema que
son linealmente independientes y hacemos- x5 = 0.

4.7?2 =4

—Ty+14=3

La solucion del sistema es, = 1y x4, = 4 que corresponde al punto
extremoA de la grafica.

6. Seleccionamos las columnas tercera y cuarta de la malregisiema que
son linealmente independientes y hacemos x5 = 0.

T3 =4

.’174:3

La solucion del sistema es; = 4y 2, = 3 que corresponde al punto
extremoO de la gréafica. 0

El procedimiento utilizado en el ejemplo anterior para ahalclos puntos ex-
tremos de un conjunto convexo, interseccion de semiespaeirrados y donde
todas las incognitas tienen que ser mayores o iguales gogseepuede genera-
lizar a espacios de dimension mayor que dos. Asi se puedemar los puntos
extremos sin necesidad de representar los semiespacios.
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