Temab

Programacion entera

En este tema introducimos problemas lineales en los queadgutodas las vari-
ables estan restringidas a tomar valores enteros. Pailaeesste tipo de pro-
blemas se han desarrollado las técnicas de programatiéraegjue, como vere-
mos, requieren resolver varios problemas de programéiciéal para obtener la
solucion optima del problema entero.

El método simplex para resolver modelos lineales en lodagieariables no
estan restringidas a tomar valores enteros, se basa ehaqumgumto de soluciones
es convexo, con un numero finito de puntos extremos y en gseellEion se
encuentra en uno de los puntos extremos. La restriccionudelas variables
tomen valores enteros simplifica mucho el conjunto de soh&s pero dificulta
la obtencion de la solucion del problema porque el coojaet soluciones no es
convexo.

Teniendo en cuenta los valores de las variables se tieng@o8die modelos
lineales enteros:

e Los modelos de programacion entera mixta son aquellossaquie algunas
variables toman valores enteros y otras valores continuos.

e Los modelos de programacion entera pura son aquellos guéotdas las
variables toman valores enteros.

e Los modelos de programacion entera 0-1 son aquellos enumsogas las
variables son binarias.
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5.1 Algunas aplicaciones de la programadn entera

En esta seccion planteamos algunos ejemplos de prog@ameaiera y de pro-
gramacion entera 0-1.

Ejemplo 1. En una oficina se necesita para cada dia de la semana elommUmer
de trabajadores/as a tiempo completo de la siguiente tabla:

Dia Trabajadores/as
1. Lunes 15
2. Martes 13
3. Miércoles 15
4. Jueves 18
5. Viernes 14
6. Sabado 16
7. Domingo 10

Cada trabajador/a debe trabajar cinco dias seguidos gussados. El proble-
ma es determinar el nUmero de trabajadores/as que entaregar cada dia de la
semana para garantizar el funcionamiento de la oficina. jEtieb es hacer frente
a las necesidades de la oficina contratando un nUmero muhertrabajadores/as.

Para plantear un modelo lineal definimos las variables disidac
x; : numero de trabajadores/as que entran a trabajar ¢l-di&, ..., 7.

Para cada dia de la semana se tiene una restriccion queigamgue el nUmero
de trabajadores/as que estan trabajando ese dia satiséscnecesidades de la
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oficina. El modelo lineal es

min 2 = xy + Tp + 23 + 2y + x5 + T + X7
sujeto a

T+ T4+ 25+ 26+ 27 > 15

T+ To+ x5+ x5+ 27 > 13

x1 + 29 + 23+ 26 + 7 > 15

T, + Ty + x3 + x4 + 7 > 18

T1+ T+ T3+ x4+ x5 > 14

Ty + X3+ x4 + 25 + 26 > 16

T3+ T4+ 25+ x5 + 27 > 10

r1,...,27 > 0yenteras

Ejemplo 2. El problema de la mochila. Una mochila con capacidad de 12
kg se quiere llenar con objetos de peso y valor fijado. En laiaige tabla se da
el pesoy el valor de cada uno de los cuatro objetos.

1 2 3 4
Peso (kg) 3 6 5 5
Valor (euros)| 15 25 12 10

Se debe elegir qué objetos se meten en la mochila para nzaxisu valor.
Para plantear un modelo lineal se definen las siguientesblasi de decision.

1 siel objetoj es seleccionado
T; =
J .
0 en caso contrario

El modelo lineal es

max z = 1521 + 2529 + 1225 + 1024
sujeto a
31’1 + 6l’2 + 51‘3 + 51‘4 S 12

T1,To, X3, Ty = 061

Investigacbn Operativa. Programadn Lineal
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Un planteamiento similar se puede dar para los modelos tipchita con mas
restricciones, por ejemplo, considerando el volumen delpstos.

Ejemplo 3. En una regibn en la que hay 6 ciudades se quiere construir la
cantidad minima de estaciones de manera que haya ungestatd mas dao
minutos de cada ciudad. El tiempo para ir de una ciudad a®tta en la siguiente
tabla:

1

2135 0 45 35 20 70
3120 45 0 15 55 20
4140 35 15 0 65 35
5130 20 55 65 0 40
6160 70 20 35 40 O

Variables de decision:

1 siuna estacion es construida en la ciugad
T;=
J .
0 en caso contrario

El modelo lineal es

min z =1 + 29 + 3+ x4 + 5 + T4
sujeto a
T+ w3 +a5 > 1
ratws > 1
T1+x3+ x4+ 236 > 1
r3+axy4 > 1
T1+ 2o+ a5 > 1
T3+ x5 > 1
T1,To, Lo, Ty, Ts, L = 0,1
Cada restriccion esta asociada a una ciudad y aseguraanedilidad tiene una

estacion a no mas de 30 minutos. Por ejemplo, la primetac@én asegura que
hay al menos una estacion a no mas de 30 minutos de la ciudad
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5.2 Solucbdn de problemas enteros

En primer lugar mostraremos con un ejemplo las dificultadesaparecen a la
hora de calcular una solucion 6ptima para un modelo lieetdro.

Sea el modelo lineal

max z = 80x1 + 45x,
sujeto a

T+ 292 <7

1221 + 525 <60

1, T2 > 0y enteras

En la siguiente grafica aparecen sefialadas las soludehs®delo lineal entero.

i)
1221 + 522 = 60
1+ To = 7 A

El nUmero de puntos de la region es finito y, por lo tanto,spn calcular
todos los puntos y el valor de la funcion objetivo en cada pa@ identificar
la solucion 6ptima. Pero este método no es eficaz pardeunals con muchas
variables por la cantidad de puntos de la region.

Asi, aunque el nUmero de soluciones de un problema limgat@es mucho
menor que el numero de soluciones del mismo problema |pezal quitando la
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restriccion de enteras para las variables, veremos qea@bla solucion optima
requiere muchos mas calculos. La razbn de ésto es quajeinto de soluciones
para un problema entero no es un conjunto convexo como quanaain problema
lineal general. La propiedad de convexidad es la que peteigplicacion del
método simplex desarrollado en el Tema 2.

Otra manera de obtener una solucién para el modelo entesselverlo sin
tener en cuenta la restriccion de que las variables delveartealores enteros y
obtener la solucion entera optima por redondeo. Es desijvemos el problema
de la pagina 147 quitando la restriccion de enteras a laables; llamaremos
a ésteproblema relajado En la siguiente grafica se da la solucion optima del
problema relajado.

o)
1221 4 522 = 60
1 t+x0=7 »

L

2

max -

En este caso, la solucion 6ptima del problema relajadmeeeatra en el punto
xpr=(3.6, 3.4) y el valor 6ptimo espr = 440. Este punto no es solucion optima
del problema entero porque las variables 6ptimas no semantPodemos consi-
derar todas las aproximaciones por redond&®), (3,4), (4, 3), (4,4), y evaluar
la funcibn objetivo en todas las soluciones aproximadaa palcular la dptima.
En este caso la solucion 6ptima seria el pyntd). En la siguiente gréafica, donde
se representan todas las aproximaciones por redondeoede per que el punto
(4,4) no verifica las restricciones.
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T2

1221 4 522 = 60
1+ To = 7 A
L
max .-~ -

Este método también es cuestionable porque, como herstwsen el ejem-
plo, en algunos casos puede ocurrir que la mejor aproxongmi redondeo no
pertenezca a la region de soluciones. Ademas, para pmablgrandes es nece-
sario calcular muchas aproximaciones.

Por las razones apuntadas se han desarrollado técnicasifess para re-
solver problemas enteros. En este tema se recoge la tamicamificacion y
acotacion.

5.3 Solucbn grafica de problemas enteros

En esta seccion ilustraremos la técnica de ramificaci@notacion resolviendo
graficamente el problema de la pagina 147. Esta técnicsiste en resolver el
problema relajado vy, si la solucibn no es entera, se diViigeablema relajado
en dos (ramificar) quitando un trozo de la regibn que no eastia solucion del
problema entero. Se resuelven los nuevos problemas y,dulei@n no es entera,
se hace una nueva ramificacion.

Investigacbn Operativa. Programadn Lineal
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Problema entero: PE Problema relajado: PR
max z = 80x; + 452, max z = 80x1 + 45x,
sujeto a sujeto a

T+ 19 <7 T+ <7
1221 + bxe <60 1221 + bxe <60
r1, Ty > 0y enteras T1,T9 >0

En la grafica de la pagina 148 hemos visto que la soluciiima del problema
relajado se encuentra en el pusier = (3.6, 3.4). El valor dptimo del problema
relajado espr = 440. Las variables no toman valores enteros. Vleremos que se
puede obtener la solucibn 6ptima del problema enterdviesalo una serie de
problemas relajados. Para ello se divide el problema enxaibgyendo un trozo
de la region de soluciones del problema relajado en el quse paiede encontrar
la solucion del problema entero.

Elegimos una variable que teniendo que ser entera no lo ez solucion
actual. En este caso, tantp comox, deben ser variables enteras y, por tanto,
ambas pueden ser elegidas. Si elegimQsta variable no puede tomar valores
comprendidos en el intervab < z; < 4. Dividimos la regibn en dos quitando
dicho intervalo, es decir acotando los valores:dde la siguiente manera; < 3
y x; > 4. Asi se obtienen los siguientes dos problemas:

P2 P3
max z = 80x1 + 45z, max z = 80x1 + 452,
sujeto a sujeto a
T+ a9 <7 T+ a0 <7
1221 + 529 < 60 1221 + bxy < 60
T <3 x> 4
T1,12 >0 T1,12 >0

Resolvemos los dos problemas recién generados. Se pusde/aben la
grafica de la Figura 5.1 que los valoresadeentre 3 y 4 han sido excluidos. Las
zonas sombreadas son las regiones de soluciones del peoBEyndel problema
P3, respectivamente.

OpenCourseWare, UPV/EHU



5.3. Solucion gréafica de problemas enteros 151

e P2. Lasolucion esp; = (3,4) Yy zpy = 420.

e P3. Lasolucion egp; = (4,2.4)y zp3 = 428.

X2
1221 + 529 = 6
Tl + X0 = 72
max -
P2

Figura 5.1: Solucion del P2y del P3

La solucion del problema P2 es entera y se dice que gxalriema terminal
porque ya no es necesario seguir ramificando. Dicha sailugséunasolucibn
candidatay sera la solucion optima del problema entero si no emaoms otra
mejor. El valor 6ptimo de la funcion objetivo para estelpjemna esp, = 420y es
unacota inferiordel valor 6ptimo del problema entero. Fijamos la cgta: 420.

La solucion del problema P3 no es una solucion para el enobdlentero
porgue la variabler; toma el valor2.4. El valor de la funcién objetivap; =
428 > z; es una cota superior para el problema entero en esa ramafidauhd
este problema es posible que se puedan obtener soluciojegesmpie la solucion
candidata.

Hay problemas no terminales y hay que seguir ramificand@ifgles un pro-
blema para ramificar, en este caso s6lo tenemos la 6peiéledir el problema P3.
En ese problema elegimos una variable para ramificar, ec&stes6lo podemos
elegir la variabler,. Se generan los dos problemas siguientes:

Investigacbn Operativa. Programadn Lineal
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P4
max z = 80x1 + 45z,
sujeto a
T+ a9 <7
1221 + 5z9 < 60
x> 4, 19 <2

x1,22 >0

P5
max z = 80x1 + 45x5
sujeto a
T+ a9 <7
1221 + bxy < 60
r1 >4, 19 >3

x1,22 >0

La solucion 6ptima para los dos problemas recién creadescoge en la grafica

de la Figura 5.2.

€2
1221 4+ 529 = 60 T, =4
T +x9 =7 - .
max . - -
T3 =3 | T P5 }
T =

\16 2)
-

2D

Figura 5.2: Solucion del P4 y del P5

Podemos ver que el problema P5 es infactible y, por lo tasttereninal. La
solucion optima del problema P4 es, = (4.16,2) y zpy = 422.8 > 420 = z;.
El problema P4 no es terminal. Repetimos el proceso de rawiibic. Eligiendo
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el problema P4 y la variable, se afladen las restricciones< 4y z; > 5 para
crear los siguientes problemas:

P6 P7
max z = 80x; + 452, max z = 80x; + 45z,
sujeto a sujeto a
T +x0 <7 T1+a9 <7
1221 + 525 < 60 1221 + 525 < 60
1 >4, 19 <2, 21 <4 1 >4,00< 2,11 25
1,29 > 0 T1,2T9 > 0

En la gréafica de la Figura 5.3 se dan las soluciones optimlgzrdblema P6 y del
problema P7.

T2

12%1+5I2=60 1»1:4 1131:5

T1+x9="7

max . -

1‘2:2

Figura 5.3: Solucion del P6 y del P7

La solucion del problema P6 ess = (4,2) Yy zpg = 410 < z; = 420.
Por tanto, el problema P6 es terminal. La solucion del gmbl P7 exp; =
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(5,0) y zpr = 400 < z; = 420. Por tanto, el problema P7 es terminal. Todos
los problemas son terminales y no es necesario seguir ramdfic La solucion
optima del problema entero es la solucion candidata

Xpp = (21, 23) = (3,4) Yy 255 = 21 = 420.

En el diagrama de la Figura 5.4 se recoge la solucion 6ptientodos los pro-

blemas relajados generados por el método de ramificaci@otacion. Para cada
problema el valor 6ptimo de la funcion objetivo es una sofgerior de la solucion

del problema entero en esa rama.

3!

Xp3 = (4, 24)
zpg = 428
To S 2 /\l’g Z 3

P5

Xp2 = (37 4)
Zpo = 420
] = 420

Candidata
Terminal

E]_
Xp4 = (416, 2)
Zp4 — 422.8

n<4 _— T 5 >5

P7

Infactible

Terminal

P6

xpe = (4,2)
zpe = 410

xpr = (5,0)
zp7 = 400

Terminal

Terminal

Figura 5.4: Diagrama de la solucion del problema entero.

5.4 Metodo de ramificacbn y acotacbn

Hemos visto en la seccion anterior que el método de rarvifinay acotacion
grafico utiliza los conceptos de problema relajado, sélucandidata y problema

OpenCourseWare, UPV/EHU



5.4. Método de ramificacion y acotacion 155

terminal.

Definicion 5.4.1 (Problema relajado) Dado un problema lineal entero, se llama
problema relajado al mismo modelo lineal pero prescindeedeé la restriccbn
de gue las variables sean enteras.

Problema entero: PE Problema relajado: PR
max 2 = CTX max z2 = CTX
sujeto a sujeto a
Ax <b Ax<b
x > 0y entero x>0

El problema relajado es una versibn menos restringida rélgma entero.
Esto significa que la region factible para cualquier protaentero esta contenida
en la region factible del problema relajado corresportdiefara el caso de maxi-
mizacion de un problema entero se verifica que

*PRZ *PE

Definicion 5.4.2 (Soluddn candidata) Dado un problema entero, en cada itera-
cion del proceso de resolum llamamos soludin candidata a la mejor solugn
entera obtenida hasta el momento.

Dado que la solucion candidata puede ser la soluciomnm@ptlel problema
entero, una vez obtenida una solucion candidata se debemeartasta obtener
otra mejor. El valor de la funcion objetivo para la solut@andidata fija uneota
inferior z; para el problema entero. Esta cota sirve para cortar lassrdoade
la funcibn objetivo sea menor o igual queporque indica que en esas ramas no
se encuentra la solucion 6ptima del problema entero. Oblpma de ese tipo es
llamadoproblema terminal Ademas, también son problemas teminales aquellos
que tienen un valor objetivo mayor que la cota inferior pengacsolucion es
entera; en este caso esta solucion pasa a ser la candidatacyusliza la cota
inferior. Por Gltimo, un problema es terminal si es infaleti

En el algoritmo denotamos pag, el valor 6ptimo de la funcibn objetivo en
cada problema que, como hemos dicho, es una cota superaepproblema
entero en esa rama.

Investigacbn Operativa. Programadn Lineal
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5.4.1 Algoritmo de ramificacion y acotacbn

Objetivo maximizar.

Paso 1. Inicializacbn. Resolver el problema lineal relajado asociado al
problema entero.

— Sila solucion 6ptima es entera parar y esa solucion esapgambién
para el problema entero.

— En otro caso, fijar una cota inferiay para el valor 6ptimo del pro-
blema entero. Si no se conoce ninguna solucion candidatagba
problema entero, hacef = —occ.

Paso 2. Ramificaddn. Seleccionar un problema no terminal. En dicho
problema elegir una variablg que, teniendo que ser entera, tome un valor
no entero en la solucion actual. Crear dos nuevos problefirediendo al
problema las restriccionks; < [z;] , x; > [z;] + 1.

Paso 3. Acotaddn. Resolver cada uno de los dos problemas recien creados
en el paso de ramificacién

Paso 4. Problemas terminalesAnalizar los problemas que puedan con-
tener la solucion 6ptima y considerar terminales los gquepen una de las
siguientes condiciones:

(1) El problema es infactible.
(2) zs < zr.
(3) zs > z; y la solucion es entera. Se actualiza la cota inferior maie
21 = zg Y esta solucion entera es la solucion candidata.
Si todos los problemas son terminales, la solucion cataliekla solucion
optima. Si no hay solucion candidata el problema enterofastible.

Si hay problemas no terminales, volver al Paso 2 para cartoan el pro-
ceso de ramificacion.

![z;] indica la parte entera de la variahlg

2Para resolver estos problemas se utilizan las técnicasalisia de sensibilidad. Concreta-
mente el algoritmo que se utiliza para calcular la soluciétos nuevos problemas es el simplex
dual.
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A pesar de que el proceso de busqueda de la solucion optigu@ere gran
cantidad de calculos, éste es el algoritmo mas utilizzata resolver problemas
enteros puros y mixtos.

Se pueden ahorrar iteraciones si en el Paso 2 se selecciqurablema para
ramificar y la variable para acotar siguiendo determinadibsrios. Un criterio
sencillo para elegir problema es el de la mejor cota, es,deleigir para rami-
ficar el problema que tenga mayor valor para la funcion ogetLos criterios
de seleccion de variables son mas complicados y no sei@stad este tema,
elegiremos la variable para ramificar al azar.

Ejemplo. Resolver el problema de la pagina 147 utilizando el algarite
ramificacion y acotacion.

Primera iteracion.
Paso 1. Inicializacbn. Resolver el problema relajado. La tabla 6ptima es

Ty T2 T3 Ty

0 0] 20 51440
12 1 24
a| 0 1y 7 —3 7
5 1 25
a| 1 0]—-7 7| %
Inicializar la cota inferiorz; = —oo.

Paso 2. Ramificaddn. La solucion del problema relajado no es entera. Elegi-
mos para ramificar la variable y se crean dos nuevos problemas: el problema
P2y el problema P3 de la pagina 150.

Paso 3. Acotadn. Resolvemos cada uno de estos problemas utilizando las
técnicas de analisis de sensibilidad.

Solucion del problema P2 En la tabla 6ptima del PR se introduce la res-
triccibn x; < 3, sumando la correspondiente variable de holgwaSe tiene la
siguiente tabla:

1 X9 T3 Ty Iy

0 0} 20 5 01440

12 1 24

A 0 1 7 7 0 -
5 1 25

al 1 0| — 7 7 0 -
a; | 1 0 0 0 1 3

Investigacbn Operativa. Programadn Lineal
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Operacion elemental en la fila 3 de la tabla: fila 3ila 2.

X1 To T3 T4 Ty
0 0|20 5 0]440
a| 0 1| 2 -1 o] #
a| 1 0|-2 L o] 2
as| 0 0| 2 —1 1| -2

Esta tabla no tiene factibilidad primal. Aplicando el aigoo simplex dual se
tiene la siguiente tabla que es 6ptima para el problema P2.

Ty T2 T3z T4 Ts

0 0] 45 0 351420
aa| 0 1| 1 0 -1 4
a| 1 0] 0 0 1 3
aya| 0 0]=5 1 =7 4

Solucion del problema P3.Partiendo de la tabla 6ptima del PR, para afiadir
la restriccibnz; > 4 se multiplica por—1, —z; < —4, para poder sumar una
variable de holguras; que permite ampliar la base. Se tiene la siguiente tabla:

Ty T2 T3 T4 Is

0 0] 20 5 01440

12 1 24

A 0 1 7 T 0 a
5 1 25

al 1 0 —7 7 0 -
a; | —1 0 0 0 1] —4

Hacer la siguiente operacion elemental: fila 3la 2.
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T1 T2 T3 T4 Iy
0O 0] 20 5 01440
al 0 1] 2 -2 of %
a1 0]-2 1 o 2
as| 0 0|-2 LI 1|2

La tabla no tiene factibilidad primal. Aplicando el simpldxal se tiene la
tabla que es 6ptima para el problema P3.

X1 To T3z T4 I
0 0] 0 9 28[428
a| 0 1[0 ¢ 2| 2
a1 00 0 —1] 4
ag| 0 0] 1 - —I| 2

Tenemos asi las soluciones del problema P2 y del problentlRBagrama
de la Figura 5.4.

Paso 4. Problemas terminales.El problema P2 es terminal porque =
420 > z; y, ademas, la solucion es enterg,= (3,4). Esta solucion es candidata
y actualizamos; = zg = 420. El problema P3 no es terminal porque no cumple
ninguno de los criterios del Paso 4.

Hay problemas no terminales y volvemos al Paso 2.

Segunda iteracon.

Paso 2. Ramificaddn. Seleccionamos un problema no terminal. En este caso
sblo tenemos un problema no terminal, el problema P3. &eleamos en dicho
problema una variable; en este caso seleccionamos la kariafjue es la Unica
variable no entera. Ramificamos afadiendo al problema R&taccionz, < 2
para crear el problema P4y > 3 para crear el P5 (ver pagina 152).

Paso 3. Acotaddn. Resolver los dos problemas recién creados. Para ello
procedemos como en la iteracion anterior siendo en estel@aabla de partida
la tabla 6ptima para el problema P3. Se obtienen las saolesicecogidas en el
diagrama de la Figura 5.4.
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Paso 4. Problemas terminales.

El problema P5 es terminal por ser infactible. El problemdi®e un valor
zg = 422.8 > z; = 420y la solucibn no es entera. Por tanto, no es terminal.
\olver al Paso 2.

Tercera iteracion.

Paso 2. Ramificadbn. Elegimos para ramificar el problema P4 que es el Gnico
no terminal. Seleccionamos la variablepor ser la Gnica no entera. Se crean asi
dos nuevos problemas, el problema P6 y el problema P7 (géngpa53).

Paso 3. Acotaddn. Resolver los dos problemas recién creados. Para ello
procedemos como en la primera iteracion siendo en estdaaasbla de partida
la tabla 6ptima para el problema P4. Se obtienen las salasicecogidas en el
diagrama de la Figura 5.4.

Paso 4. Problemas terminales.

El problema P6 es terminal porqug = 410 < z; = 420. El problema P7 es
terminal porquers = 400 < z; = 420.

Todos los problemas son terminales. La solucion candigatia solucion
optima del problema entero

x1 =3, x5 =4, 2pp = 25 = 420.

5.5 Programacbn entera 0-1

Existen en la practica problemas en los que las variablas esstringidas a tomar
valores 0 y 1. Para resolver este tipo de problemas exisgtintdis algoritmos.
En esta seccibn presentamos uno de ellos que tiene la m&noatara que el
algoritmo de ramificacion y acotacion anterior.

Para la aplicacion de este algoritmo los coeficientes denleidn objetivo del
modelo lineal entero 0-1 deben cumplir la siguiente coldici

0< <<~ <g,. (5.1)

Cualquier modelo lineal se puede formular de manera quelelenpondicion
(5.1) sin mas que hacer los cambios lineales necesarios.
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Ejemplo. Sea el modelo de programacion lineal entera 0-1

max z = 6x; — 4x9
sujeto a
3x1 + 2z9 < 10
—x1 + 29 <17

.I‘l,SL’Q:O(')l

Para que los coeficientes de la funcion objetivo cumplaomaicion (5.1) se hace
un cambio de variable. Elegimos en la funcion objetivo eharecoeficiente en
valor absoluto, en este casg hacemosr, = y; Si el coeficiente es positivo y
r9 = 1 — y; Si el coeficiente es negativo. En este caso, cegnes negativo,
hacemos, = 1 — y;. El siguiente coeficiente mas pequefio en valor absoluto es
c1, COMO es positivo hacemos el cambio= 5.

Sustituyendo estos cambios en el modelo se tiene el sigumeotlelo lineal
que ya cumple la condicion (5.1).

max z = 4y; + 6y, — 4
sujeto a

—2y1 + 3y < 8

—y1 — Y2 < 16

y,y2 =001

O

Definicion 5.5.1 (Problema relajado) Dado un modelo lineal 0-1, el problema
lineal relajado es el modelo lineal prescindiendo de todss restricciones del
problema excepto de las restricciones 0-1 para las variable

Definicion 5.5.2 (Soluddn parcial) Dado un modelo lineal 0-1, se llama solani
parcial a una solu@n donde el valor de alguna variable asin fijar.

Definicion 5.5.3 (Complecdyn de una soluocbn parcial) Dada una soludn par-
cial de un modelo lineal 0-1, una comple@gies una soluéin obtenida a partir
de una solu@n parcial dando valor a todas las componentes quéresin fijar.
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Ejemplo. Dado el problema lineal 0-1

max z = X1 + 2x9 + 4x3
sujeto a
T1+ 19 + 223 < 4
3x1+ 204+ 223 <5

r1,To, T3 = 001
el problema relajado es

max z = x1 + 2x9 + 4x3
sujeto a

SL’l,.TQ,SCg:O(I)l

Por ejemplo, la solucior = (1,1, —) es una solucién parcial del problema re-
lajado. Esta solucion tiene dos compleccion@si1,0) y (1,1, 1). La solucion

x = (0, —, —) es una solucion parcial. Esta solucion tiene cuatro ceoagibnes:
(0,1,1), (0,1,0), (0,0,1), (0,0,0).

El problema relajado es facil de resolver teniendo en eugoe todos los
coeficientes de la funcion objetivo son no negativos y qubaseordenado de
menor a mayor. Asi, la solucion 6ptima del problema eglajes(1,1,1). Si
esta solucion no cumple la restriccion del problema eret, la siguiente mejor
solucibn eq0, 1, 1), la siguientg1, 0, 1) y asi, sucesivamente, se pueden ordenar
las soluciones del problema relajado empezando desde ¢ mej O

A continuacién exponemos el algoritmo de ramificaciongtacion 0-1. El al-
goritmo comienza desde la mejor solucion del problemagadta si no se verifica
la restriccion del problema entero se ramifica hasta eacdatsolucion optima
del problema 0-1. Como veremos siempre se resuelven prablestajados.

5.5.1 Algoritmo de ramificacion y acotacbn 0-1

El objetivo es maximizar. Los coeficientes de la funcioretiisp deben cumplir
la condicion) < ¢; < ¢y < --- < g,.

Paso 1. Inicializacbn. Comprobar si la solucion 6ptima del problema
relajadox = (1,...,1), cumple las restricciones del problema entero 0-1.
Si es asi, es Optima y parar.
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En otro caso, comprobar gi = (0, 1,...,1) cumple las restricciones del
problema entero 0-1. Si es asi es optimay parar.

Sino, fijar la cotainferior; = 0 para el problema entero y una cota superior
zg = z(xg) conxg = (0,1,...,1). Asociar al problema el indide= 1.

Paso 2. Ramificaddn. Seleccionar un problema no terminal y ramificar el
problema elegido en dos, afadiendo respectivamentesaEoconesr, =

Paso 3. Acotaddn. Para cada nuevo problema, hagerigual a la com-
pleccion que tiend en la componente+ 1y 1 en el resto de componentes.
Calcular el valorzg para esta compleccion.

Asociar a estos problemas el indice- k& + 1.

Paso 4. Problemas terminalesAnalizar los problemas que puedan con-
tener la solucion 6ptima y considerar terminales los gquepen una de las
siguientes condiciones:

(1) zs < 21.
(2) Sizs > z1y xg cumple las restricciones del problema entero, entonces
xg €s solucion candidata y se actualiza= zs.

(3) Ninguna compleccion cumple todas las restriccionéqréblema es
infactible.

Si todos los problemas son terminales parar. La solucf@tim@ es la
solucion candidata. En otro caso, ir al Paso 2.

Ejemplo. Resolver el siguiente problema utilizando el algoritmo aeifi-
cacion y acotacion 0-1.

max z = 15x1 + 2525 + 1223 + 1024
sujeto a
3x1 + 6x9 + dxs + Sy < 12
T1,T2, X3, Ty = 061
Para ordenar los coeficientes de la funcion objetivo serhbxesiguientes

cambios de variablery = y1, x3 = y», 1 = Y3, T2 = y4 Y Se tiene el problema
entero 0-1y el correspondiente problema relajado.
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PE 0-1 PR

max 2z = 10y; + 12y5 4+ 15y3 + 25y, max 2z = 10y; + 12y, + 15y3 + 25y,
sujeto a sujeto a
SY1 + Y2 + 3ys + 6ys < 12 Y1, Y2, Y3,y =001
Y1, Y2, 3,94 = 001

En el diagrama de la Figura 5.5 en cada nodo se muestra ur@osobarcial
del problema relajado correspondiente a ese nodo. Adesrde Ia compleccion
gue permite calcular una cota superior para el problemazeraesa.

Primera iteracion.

Paso 1. Inicializacon.

Comprobamos que la solucion 6ptima del problema relajado (1,1, 1,1)
no cumple la restriccion del problema entero 0-1.

Comprobamos que la siguiente mejor solugyor- (0,1, 1,1) no cumple la
restriccion del problema 0-1. Calculamos el valge= 52 para la funcion objetivo
en esa solucion.

Hacemos: = 1y fijamos la cota inferior; = 0.

Paso 2. Ramificaddn. Seleccionamos un problema no terminal, en este caso
el PR y creamos dos nuevos problemas, el problema P2 y elgpnaldP3, ana-
diendo al PR las restricciongs = 0 ey; = 1, respectivamente.

P2 P3

max 2z = 10y; + 12ys + 15ys + 25y, max 2z = 10y; + 12ys + 15ys + 25y,

sujeto a sujeto a
v = 0 Y = 1
Y2, Y3, ya =001 Y2, Y3, ys = 001

Paso 3. Acotaaddn.

Para el problema P2 la compleccigg = (0,0, 1, 1) proporciona el valor de
la funciébn objetivozs = 40 que es una cota superior para el valor de la funcion
objetivo del problema entero en esta rama.
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Para el problema P3 la compleccigon = (1,0, 1, 1) proporciona el valor de
la funcion objetivozs = 50 que es una cota superior.

Asociamos a estos problemas el vatoe 2.

Paso 4. Problemas terminales.

El problema P2 es terminal porque que> z; eys=(0, 0, 1, 1) cumple las
restricciones del problema entero 0-1. Esta solucion edidata y se actualiza la
cota inferior,z; = 40.

El problema P3 no es terminal porque no cumple ninguna dedasdiciones.

Volver al Paso 2.

Segunda iteracon.

Elegimos el problema P3 para ramificar, aiadiendo la cegtny, = 0 para
crear el problema P4 y afiadiendo la restricgjor= 1 para crear el problema P5.

P4 PS5

max z = 10y; + 12y, + 15ys + 25y, max 2z = 10y; + 12y, + 15ys + 25y,

sujeto a sujeto a
=1 9=0 =1y =1
Y3, ys =001 Y3, Y2 =001

Para cada problema calcular las complecciones y el vala fletion obje-
tivo, (ver Figura 5.5). Asociamos a estos problemas el vater3.

El problema P4 es terminal porque < z;. El problema P5 no es terminal
porque no cumple ninguna de las 3 condiciones.

\olver al Paso 2.
Tercera iteracion.

Elegimos el problema P5 para ramificar, aiadiendo la cegtny; = 0 para
crear el problema P6 y afiadiendo la restricej9r- 1 para crear el problema P7.
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max 2z = 10y; + 12y, 4+ 15y3 + 25y,

sujeto a

P6

yi=1,92=1y3=0

y4:0()1

sujeto a

P7

max z = 10y; + 12y, + 15y3 + 25y,

=1 19=1y=1

y4:0()1

Calculamos las complecciones y el valor de la funcion alge(ver Figura
5.5). Asociamos a estos problemas el véler 4.

Los dos problemas son terminales porque tienen un gler z;.

No hay problemas no terminales, la ramificacion ha ternanad

La solucion optima del problema entero es la soluciordickata que corres-
ponde a la cota inferiot; = 40, es decirys = (0,0, 1, 1).

Deshaciendo los cambios de variable realizados se obteswulcion optima
para el modelo entero inicial;; = x5 = 1,25 =2, =0y 2* = 40.

PR
ys=(0,1,1,1)
25 =52
P2 p_(3 |
— e T
y = (07_7_7_> y ) 9 )
ys = (0,0,1,1) ys = (1,0,1,1)
Candidata P4 P5
Terminal |y — (1,0, —, ) y = (1,1,—,—)
ys = (1,0,0,1) ys = (1,1,0,1)
Terminal y3 =10 ys = 1
£ P7
y={110-") y=(11,1,-)
Vs = (1,1,0,0) Vg = (1717170)
zZs = 22 zg = 37
Terminal Terminal

Figura 5.5: Diagrama de la solucion optima del problentarerD-1
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