Tema 3

Dualidad

En el desarrollo de la programacion lineal la teoria de lalidad es importante,
tanto desde el punto de vista teérico como desde el puntistiepractico. Para
cada modelo lineal se puede escribir el modelo dual asacigei@mos que re-
solviendo uno de los modelos se obtiene la solucion de arehda tabla 6ptima
del modelo resuelto aparece también la solucion optiehawll asociado. Algu-
nas razones por las que conviene tener en cuenta la duatiddalsssiguientes:

1. Teniendo en cuenta que el nUmero de iteraciones delitalgosimplex
depende mas del numero de restricciones del modelo queidetro de
variables, y dado que resolviendo un modelo lineal se obtiambién la
solucion del dual asociado, se puede elegir el modelo quéeae resolver
para obtener la solucion de ambos.

2. La dualidad permite hacer la interpretacion economegroblema lineal.
Veremos que la solucion del problema dual da informaciéeraa de la
solucion del primal.

3. Teniendo en cuenta las propiedades de la dualidad seuwgmsin nuevo
algoritmo, elsimplex dualque es mas eficaz que el simplex para calcular
la solucion optima de algunos modelos lineales. Ademste, nuevo algo-
ritmo se aplica en el analisis de sensibilidad y la prog@émaentera que
se presentan en temas posteriores.
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84 Tema 3. Dualidad

3.1 El problema dual

Definicion 3.1.1 (Forma singtrica de maximizacbn) Un modelo lineal estes-
crito enforma simétrica de maximizacit

e el objetivo es maximizar,
e todas las restricciones son del tipg

e todas las variables son no negativas.

Ejemplo. Considerar el modelo lineal

max z = x] — 3Tg + T3
sujeto a
1+ a9+ 123> 2
—11+ 219 —23 <3
T1 — Xy + 223 = —1

T1, %2, 13 >0
la forma simétrica de maximizacion es

max z = X1 — 3T9 + 3
sujeto a
—x1 — Xy —x3 < —2
—x1 + 2w — 23 <3
T — Xy + 203 < —1
—x1+ 129 — 223 <1

T1,x9,23 >0
O

Definicion 3.1.2 (Forma singétrica de minimizacion) Un modelo lineal estes-
crito enforma simétrica de minimizaciési

¢ el objetivo es minimizar,

e todas las restricciones son del tipg
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3.1. El problema dual 85

e todas las variables son no negativas.

Ejemplo. Considerar el modelo lineal

max z = T — I
sujeto a

3r; + 229 <1

T, —2x9 > 3

T1,T9 > 0

la forma simétrica de minimizacion es

min (—z) = —x1 + 9
sujeto a
—3r1 — 229 > —1
T — 229 > 3
T1,29 > 0

3.1.1 Relacbn primal-dual

Consideremos el siguiente modelo lineal en forma sinmgetlee maximizacion al
que llamaremomodelo primal

max z = CTX
sujeto a
Ax<b
x>0

el modelo duaks el siguiente modelo en forma simétrica de minimizacion

min G = bly
sujeto a
Aly > ¢
y=>0

Investigacbn Operativa. Programadn Lineal



86 Tema 3. Dualidad

Ejemplo. Dado el modelo lineal

max z = 2x] — Tg + 373
sujeto a
T1 — Tg+x3 <2
3x1 — a2+ 223 < 1

T1, To, v3 >0
el dual asociado es

min G = 2y; + y
sujeto a
Y1+ 3y2 = 2
—h—y2 = —1
Y1+ 2y2 >3
Y1,y2 > 0

3.1.2 Componentes de los modelos primal y dual

Dado un modelo lineal primal y su correspondiente dual laciéh que existe
entre las componentes de ambos modelos es la siguiente

e Sila matrizA del modelo primal es de tamaiw x n, el modelo primal
tienem restricciones y: variables. La matriz del problema dual &S’ y,
por tanto, el modelo dual tienerestricciones yn variables.

e El vectorb es el vector de recursos del problema primal y es el vector de
costes del problema dual.

e El vectorc es el vector de costes del problema primal y es el vector de
recursos del problema dual.

e El nimero de restricciones del primal es igual al nimeroat@bles del
dual.

e El nUmero de variables del primal es igual al nUmero deicesbnes del
dual.
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3.1. El problema dual 87

Objetivo: max <= Objetivo: min
restriccione < b, <= variablei > 0
restriccioni = b; <= variablei no restringida
restriccione > b, <= variable: < 0
variable: > 0 <= restriccioni > ¢;
variablei no restringida < restriccioni = ¢;
variable: < 0 <= restriccioni < ¢;

Tabla 3.1: Relacion primal-dual

3.1.3 Dualidad: el caso general

Las restricciones de un modelo modelo lineal pueden seipiekt =, >. Para
calcular el problema dual se puede escribir en forma sicagtrutilizar la relacion
primal-dual. También se puede utilizar la Tabla 3.1 pateutar el dual de un
modelo que no esté escrito en forma simétrica de maxindzaacProbaremos
algunas de las relaciones de la tabla; el resto se pruebannda analoga.

Caso 1.Si las restricciones del problema primal son del tip@ntonces las
variables del dual son menores o iguales que cero. Es dadw,& modelo

primal
max z2 = CTX
sujeto a
Ax>Db
x>0
el dual asociado es
min G = bly
sujeto a
ATy > ¢
y<0

Investigacbn Operativa. Programadn Lineal



88 Tema 3. Dualidad

Demostracbn. En primer lugar escribimos el modelo primal en forma
simétrica de maximizacion

max z = clx

sujeto a
—Ax < —-b
x>0
Por medio de la relacion primal-dual dada en la secciori &fitenemos el
dual
min G = —b’y
sujeto a
_ATy > e
y=>0
Haciendo el cambio de variablg = —y , se tiene
min G = bly
sujeto a
ATy > o
y<0
O

Caso 2.Si las restricciones del problema primal son del tg@ntonces las
variables del dual no tienen restriccion de signo. Es ddaato el modelo

max 2 = CTX

sujeto a
Ax=Db
x>0
el dual asociado es
min G = bly
sujeto a
ATy >c
y : ho restringido
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3.1. El problema dual 89

Demostracidbn. Escribimos el modelo en forma simétrica de maximizacion

max 2 = CTX

sujeto a
Ax<b
—Ax < —-b
x>0

El modelo dual asociado es

u
min G = (b?, —b")
\%
sujeto a
u
(AT, —AT) >c
A%
u, v>0

dondeu y v son vectores den componentes. El modelo dual se puede
escribir

min G = b’ (u—v)
sujeto a
ATu—-v)>c
u,v>0

Haciendo el cambio de variablg = u — v, se tiene

min G = bly
sujeto a
ATy >cC
y : horest.

Investigacbn Operativa. Programadn Lineal
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Ejemplo. Dado el modelo primal

max z = x1 — 4xy — 23
sujeto a
T +x9— 13 >4
201 + 319 — by < 2
201 — X9+ 213 =06
1 <0, x5 >0, z3 : Norest.

utilizando las relaciones de la Tabla 3.1 el modelo dual es

min G = 4y, + 2y, + 6y3
sujeto a
y1+2y2 +2y3 < 1
y1+3y2 —yz > —4
—y1 — Sy + 2y = —1
y1 <0, y2 >0, y3 : NO rest.

3.2 Teoremas de dualidad

Los siguientes teoremas establecen las relaciones enproldema primal, el
dual y las soluciones de ambos problemas. Los resultadassdedremas estan
enunciados considerando la forma primal-dual simétrica.

Primal Dual
max z =c!x min G = bly
sujeto a sujeto a
Ax<b ATy > ¢
x>0 y>0

Teorema 3.2.1El dual del problema dual es el problema primal.
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3.2. Teoremas de dualidad 91

Demostracbn. Considerar el problema dual

min G = b’y
sujeto a
ATy > ¢
y=>0
Para calcular el dual de este problema lo escribimos en fermétrica de maxi-
mizacion
—max (-G) = —b’y
sujeto a
—ATy < —c
y=>0

Utilizando la relacion primal-dual, el dual de este profdees

—min (—z) = —c'x
sujeto a

—Ax > —Db

x>0

que escrito en forma equivalente es el modelo primal

max z = CTX
sujeto a
Ax<b
x>0

O

De este teorema se puede concluir que si el objetivo prinral@siizar como
ocurre en la forma dual simétrica, entonces el objetivd daanaximizar. Te-
niendo en cuenta este resultado, para calcular el dual dedalmcuyo objetivo
es minimizar las relaciones de la Tabla 3.1 se leen de deeeidgaierda.

Investigacbn Operativa. Programadn Lineal



92 Tema 3. Dualidad

Ejemplo. Dado el modelo lineal

min z = w1 —4x9 — T3
sujeto a
T+ 29 —x3 >4
2201 + 319 — by < 2
201 — X9+ 223 =06
r1 <0, 75 >0, x3 : NO restringida

por medio de la Tabla 3.1 calculamos el dual

max G = 4y; + 2ys + 6y3
sujeto a
Y1+ 2y2 +2yz > 1
i +3y2 —ys < —4
—y1 —OY2 +2ys = —1
y1 > 0, yo <0, y3 : NO restringida

|

Teorema 3.2.2 (Dualidad @bil) Seanx ey soluciones factibles para los proble-
mas primal y dual respectivamente. Entonces, se verifica

2z =c'x < bly =G.

Demostracbn.
Por serx solucion factible primal, entonces se cumgle < b, x > 0.
Por sery solucion factible dual, entonces se cumpléy > ¢, y > 0.
Premultiplicando pow” la desigualdadAx < by por x’ la desigualdad
ATy > c setiene
y'Ax < y'b = by,

xI'ATy > xTec = c'x.
Dado quex” ATy = y”Ax, entonces se verifica
2 = cl'x < y'Ax < bly = G.
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3.2. Teoremas de dualidad 93

Del teorema anterior se puede concluir que el valor maxiel@bjetivo pri-
mal es una cota inferior del valor minimo del objetivo duoélteciprocamente, el
valor minimo del objetivo dual es una cota superior delmaléximo del objetivo
primal. Los siguientes resultados son consecuencia d&lrteoanterior.

Corolario 3.2.1 Si las soluciones factibles* e y* verificanc’x* = b”y*, en-
toncesx* ey* son solucioneéptimas para el primal y el dual respectivamente.

Demostracbn. El teorema de dualidad débil asegura que para cualquiedear
soluciones ey se verifica
c’'x < bly.

Si tomamos la solucion dugl se verificac’x < by*. Dado quee’x* = bTy*,
para cualquier solucior del problema primal se tiene

cI'x < cT'x*,

de donde se deduce guées solucion optima del problema primal.
De la misma forma
bTy* = cI'x* < bly.

Por tanto, para cualquier solucigrdel problema dual se verifica
b'y* <b'y,
de donde se deduce guées solucion optima del dual. O

Corolario 3.2.2 Si el problema primal es factible y no acotado, el dual es in-
factible.

Demostracbn. Teniendo en cuenta que cualquier par de solucieney veri-
fican c’x < bly , si el objetivo primal no esta acotado, no existe una sotuci
y para el dual que sea una cota superior para el problema pripwaltanto el
problema dual no tiene solucion.

De forma similar se deduce el siguiente resultado.

Corolario 3.2.3 Si el problema dual es factible y no acotado, el primal es in-
factible.

Investigacbn Operativa. Programadn Lineal
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Tema 3. Dualidad

Si el problema primal es infactible, el dual puede ser inlfiéen no acotado.
Y si el problema dual es infactible el primal puede se infdeto no acotado.

Ejemplo. Si consideramos los siguientes problemas primal y dual sdeu
observar que en este ejemplo se cumple el resultado delgCior8l2.2. En este
caso el problema primal es no acotado y el problema dual astible.

max z = 3x1 + 229
sujeto a

=211 + 129 < 2

201+ 19 > 4

Ty, T2 >0

min G = 2y; + 4ys

sujeto a

—2y1 + 2y, > 3

Y1ty > 2

y1 20, y2 <0

Resolviendo graficamente podemos ver que el problema pesna acotado

y el dual no tiene solucion.

Hop)

. max

—2ZE1 + 29 = 2

2$1+$224

T
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3.2. Teoremas de dualidad 95

Y2

n

25+ 2y, =3 y1+y2 =2

O

Teorema 3.2.3 (Principio fundamental de la dualidad.)Si existe una soluén
optimax* del problema primal, entonces existe una sd@uadptimay* del pro-
blema dual. De la misma forma, si existe una sduagr* optima del problema
dual, entonces existe una soloiix* optima del problema primal. En ambos
casosz* = c’'x* = bly* = G*.

Ejemplo. Considerar los siguientes problemas primal y dual.

max z = 2x1 + 31, min G = 2y; + 3y2 + dy3
sujeto a sujeto a
Ty + @y < 2 Y1+ 2y2 +ys > 2
201 — 29 <3 Y1 —Y2+3ys >3
1+ 312 <5 Y1,Y2,y3 > 0
1,29 >0

Cualquier par de soluciones verifiea< G. Por ejemplox? = (1, 1) es
solucion factible para el primal porque cumple las regtites; por otra parte,
yI = (1, 1, 1) es solucion factible para el dual. Se verifica: 5 < 10 = G.

Las soluciones optimas para estos problemas son

* *
xT=(=2)e y"=(%0 =).
<2’ 2) (2’0’ 2)

Los valores de las funciones objetivo coincideh= % = G*. O

Investigacbn Operativa. Programadn Lineal



96 Tema 3. Dualidad

3.3 Condiciones de holgura complementaria

Las condiciones de holgura complementaria permiten Galtailsolucion 6ptima
del dual a partir de la solucion 6ptima del primal y vicesgerDichas condiciones
son consecuencia del siguiente teorema.

Teorema 3.3.1 (Holgura complementaria)Dadas dos soluciones factibles e
y* para el primal y dual respectivamente, spptimas si y 8lo si se verifica

<T(ATy* —c) +y7T (b - Ax*) = 0.

La interpretacion de este resultado proporciona las comuks de holgura
complementaria. Recordemos que en todos los casos se érrerenta las for-
mas primal y dual simétricas.

3.3.1 Interpretacion de las condiciones

Dadas soluciones optimas e y* del primal y del dual, respectivamente, las
restricciones de ambos problemas se pueden escribir dpuiersie forma:

b — Ax* > 0,
ATy*—c>0.

Por otra parte, las soluciones dptimas para el primal yall stie y*, son vectores
gue no tienen componentes negativas. Por tanto, si pr@tedtnos las desigual-
dades anteriores per? y porx*T, respectivamente, se tienen las desigualdades

La tesis del teorema de holgura complementaria aseguraacgiaria de los dos
primeros miembros de las desigualdades anteriores es cemigndo en cuenta
que los dos sumandos son mayores o iguales que cero, podenuhsicque los
dos sumandos deben ser cero simultaneamente, es decir

x*T(ATy* —¢) =0,
yT (b — Ax*) = 0.
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3.3. Condiciones de holgura complementaria 97

En las dos ecuaciones anteriores se tiene el producto dactosds no nega-
tivos igualado a cero; si uno de los factores no es cero delxeseel otro. Asi,
se pueden extraer las siguientes conclusiones que pemaitarar la solucion de
un problema conocida la del otro.

1. Siunavariable primal es estrictamente positiva, laasprondiente restriccion
dual se verifica con igualdad, no requiere variable de halgositiva. Es
decir,

x*>0 = Aly*—c=0.

2. Si una restriccion primal no se verifica con igualdad, darespondiente
variable dual toma el valor cero. Es decir,

Ax*<b = y"=0.

3. Siunavariable dual es estrictamente positiva, la cpordiente restriccion
primal se verifica con igualdad. Es decir,

y*>0 = Ax*—b=0.

4. Siuna restriccion dual no se verifica con igualdad, laespondiente varia-
ble primal tomara el valor cero. Es decir,

ATy*>c = x*=0.

Ejemplo. Dado el problema lineal

max z = 3x] + To — 273
sujeto a
T1+2x9 + 13 <5
201 —x9 + 313 < 4
x1,T2,23 2> 0
cuya solucion optima es*” = (2, £, 0), calcularemos la solucion dual uti-
lizando el teorema de holgura complementaria.

Investigacbn Operativa. Programadn Lineal



98 Tema 3. Dualidad

El problema dual correspondiente es
min G = 5y; + 4y
sujeto a
Y1+ 2y, >3
2 —y2 2> 1
Y1+ 3y2 = =2
Y1, Y2 = 0
Restando variables de holgura

min G = 5y; + 4y, + 0ys + Oys + Oys

sujeto a
Y1+ 2y2 —ys =3
2y1 — Y2 —Ya =1
Y1+ 3y2 —ys = —2

Y1, Y2, Y3, Ya, Ys Z 0

Utilizando las conclusiones del teorema de holgura comgiearia, calcu-
lamos la solucion 6ptima del problema dual.

Variables del primal Restricciones del dual
=2 >0 = yi+2p=3 = y;=0
5=2>0 = i—yi=1 = yi=0
r3 =0 = Y1 T3y —ys = —2
Restricciones del primal Variables del dual
Bio2xi=5 = calcular el valor deg;
2x2-8=4 = calcular el valor des;

Sustituyendo en el sistema de restricciones duales losegabt®ro para las
variables de holgurg; e y;, se tiene el sistema

Yy +2y; =3
2y —ys =1
Y +3ys —ys = —2

OpenCourseWare, UPV/EHU



3.4. Solucion dual 6ptima 99

Resolviendo el sistema se obtiene la solucion 6ptima delato dual

*

yi=11y=19y53=0, y; =0, y; =6.

3.4 Solucbn dual 6ptima

Teorema 3.4.1Sean dos modelos lineales primal-dual sirrcos. SiB es base
optima para el problema primal, entonces’ = cLB~! es soluddn 6ptima del
problema dual.

Demostracbn. Sumando el vectok;, de variables de holgura a la forma
simétrica primal, se tienen las restricciones
Ax + Ix, = b,
x,xp > 0.

Si B es la base 6ptima para el primaly; la solucion factible basica optima,
entonces; — ¢; > 0 para todo vectos; de la matrizA.

zj = cpy; = cgBla;.
Entonces,
cEBT'A >’
La Ultima desigualdad se puede escribir en forma traspuest
AT(cEB ™ H >c.

El sistema anterior es el sistema de restricciones del dal.tanto, el vector
y* = (ckB~1)T es solucion para el dual.
Para comprobar si es factible calculamos los indicadomesados a los vec-
tores dd,
cEB'I > cf.

Dado que las variables del vectgr son de holgurag; = 0y se tiene
ctB'I=cL,B™ > 0.

Por tanto, las componentes del vegtor= (c;B~!)” son no negativas.

Investigacbn Operativa. Programadn Lineal



100 Tema 3. Dualidad

Comprobaremos que* es optima comprobando que los objetivos primal y
dual coinciden.
Z* = CEXB = CgB_lb = bT(CgB_l)T = bT * = G*

Por ser los objetivos iguales, se deduce gtie= (cEB~1)T es solucion 6ptima
para el dual. O

3.4.1 Solucdbn dual 6ptima en la tabla

Veamos que al resolver un problema primal en la tabla opsertéene también la
solucion 6ptima del modelo dual.

En el Teorema 3.4.1 se demuestra quB ®s la base o6ptima del problema
primal, entonces*’ = cLB~! es solucion 6ptima del modelo dual. Veremos
gue ese vector se encuentra en la tabla 6ptima en las possaile los indicadores
correspondicentes a las columaasie la matriZ. Calculando dichos indicadores

Tr-1
Zj—Cj:CBB aj—cj.

Si calculamos al mismo tiempo todos los valotgs- ¢; asociados a los vec-
tores de la matri, se tiene el siguiente vector:

cEB ' I —cf =ciB™! —cf.

Por tanto, para calcular el vector solucion optima del gtia = cLB~! sblo
hay que sumae! a los elementos indicadores de la tabla dptima asociad®s a |
matriz identidad de la tabla inicial. Se pueden dar dos casos

¢ Sila matrizI esta formada por variables de holgura, entorges 0.
e Si hay variables artificiales en la baBicial, el vectorc; contienen los

valores M correspondientes a las variables artificiales con los quease
penalizado la funcion objetivo.

Ejemplo. Consideramos el problema de la pagina 97

max z = 3x1 + Ty — 213
sujeto a
1+ 204+ 23 <5
201 —x9 + 313 < 4
x1, 2,3 > 0

Sumando variables de holgura la tabla inicial es
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3.4. Solucion dual 6ptima 101

Ty T2 T3z Ty Ts

-3 -1 2| 0 0|0
au| 1 2 1| 1 0|5
as| 2 -1 3| 0 114

La tabla optima utilizando el algoritmo simplex es

X1 T2 T3 T4 Ts

0 O 6| 1 119
A =
a1 0 1|1 2|¥
Solucién 6ptima del primal:
xl—g, xz—g, 23=0,2"=9

Para calcular la solucion 6ptima dual en la tabla se obseue la primera
base esta formada por variables de holgura. En la tableméptas columnas
correspondientes &, y x5 proporcionarB~! y la solucion optima del dual esta
asociada a los indicadores de dichas variables,

(24 — C4, 25 — 05) = CgB_ll — C? = (1, 1) — C?.
Teniendo en cuenta qué = (¢4, ¢5) = (0, 0),
y*T - ch_l = (17 1)
es solucion optima del problema dual. El valor de la fancobjetivo dual es
G*=0. O
Ejemplo. Considerar el modelo lineal
min z = x; + 22,
sujeto a
4ri 4+ 3xy < 12
1+ 3l‘2 Z 6
2561 + 29 > 4

1,22 >0
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Para iniciar el algoritmo simplex son necesarias, aderadasivariables de hol-
gura, 2 variables artificiales;; y ws.

max (—z) = —x1 — 2z + 0z3 + Oxy + Ox5 — Mwy — Mwy
sujeto a

41 + 32y +x3 =12
1 + 379 —Xy 4wy =6
221 + 2o —I5 +ws =4

X1,T2,T3,T4,Ts5, W1, W2 0

La primerabase eéB =1 = (ag a,1 a,2).

x1 T2 T3 Ty Ts wq Wo
—3M4+1—-4M+2| 0 M M 0 0| —10M

0| as 4 3 1 0 0 0 0 12 11
—M | ay, 1 0 -1 0 1 0 6

—M | ays 2 11 0 0 -1 0 1 4|1
—2M + 1 0| 0-4M+2 M3IM-2 0 [-2M —4

0| as 3 0] 1 1 0 -1 0 6|2

-2| ay 3 1| 0 -3 0 ! 0 2|1
“M| ays 2 0] 0 : -1 -3 1 2
0 0| [o] =R VRSN | PV 2
0| ag 0 0o 1 % % _§ _% %
-2 a 0 1] 0 —% % % _% %
la] v ofo b b ]

Solucién 6ptima del problema primal:
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3.5. Interpretacion econémica de la dualidad 103

Para calcular la solucion 6ptima del dual vemos que eritaga tabla las colum-
nas correspondientes a las variablgsw, y w, forman la matriz identidad. En
la tabla 6ptima las columnas correspondientes a las migaragbles proporcio-
nanB~! y la solucion 6ptima del dual esta asociada a los indieslde dichas
variables.

3 1
(23 — €3, Zwy — Cwys Zwy — Cuy) = CuB T —cl = (0, M — R M — 5)
Teniendo en cuenta qué = (c3 , Cy,, Cu,) = (0, =M, —M),
3 1
y*T = CgB_l —C?+C? = (07 M — 67 M — g) + (07 _M7 _M)
En principio podriamos decir que la solucion 6ptima dasal
3 1
*T
= (0,—=, ).
y 0=z %)

Sin embargo, es necesario comprobar si el signo de las iesiab correcto.
Si calculamos el problema dual asociado al ejemplo, podemoguey, € y3
deben ser no negativas. En este caso los valores obtenittsatida para dichas
variables son negativos. Esto es debido a que la fila de iholiea de la tabla
optima esta influenciada por los cambios que se han heclaof@ncion objetivo
para aplicar el algoritmo. En este ejemplo el objetivo adigis minimizar y lo
hemos adecuado a maximizar, por eso los signos obtenidasrioscorrectos.
Por tanto, la solucion optima del dual es

3 1 22

S o=l Ggr=Z2
5 Y3 p 5

<
—
I
=
<
[N}
I

O
La incorreccion en el signo de los valores de la tabla parasignados a
las variables duales aparece también cuando se cambiatielcsde alguna res-
triccion primal antes de aplicar el algoritmo. Estos camlde pueden explicar
observando las relaciones primal-dual de la Tabla 3.1 dédénp 87. Lo que
se puede concluir es que el valor absoluto de las compongeitesctorc; B!
coincide con el valor absoluto de las variables dualesrgsi

3.5 Interpretacion ecoromica de la dualidad

La solucion optima de un modelo lineal determina la agighmabptima de recur-
sos limitados. Como veremos, el valor 6ptimo de las vaembuales indica si es
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0 no conveniente cambiar el nivel de recursos en el modeka. iE®rmacion la
proporcionan los precios sombra que definimos a contionaci”

3.5.1 Precios sombra

Sea un modelo lineal y la base oOptiBa Esta base Optima proporciona una
solucion optima primak* y el valor 6ptimoz* y, también, una solucion optima
dualy*y el valorG*.

Supongamos que el vectbrcambia ab + Ab. Veamos como afecta este
cambio a los calculos de la tabla asociada a la base ofirsiala factibilidad
primal no se pierde.

e La solucion primal asociada a la base 6ptima y al nuevavels recursos
Xp=B (b + Ab) = x5 + B'Ab.

¢ La fila de indicadores no cambia por los cambios en el vectoeclgsos.

— Il _ .
zj —c; =cgB a; —¢;j.

e Elvalor de la funcién objetivo primal y dual cambian en fiimcdel incre-
mento en el vector de recursos.

*

G = y*T(b + Ab) = y*Tb + y*TAb =G"+ y*TAb =2+ y*TAb.

Se puede concluir que un cambio en el vett@ue mantenga la factibilidad
primal produce los siguientes cambios en la solucion dgdlpma:

e las componentes de la solucion 6ptima dual se mantienen,
¢ las componentes de la solucion primal cambian en la cahBdaAb,
e los valores objetivo primal y dual cambian en la cantig&@dAb.

La conclusion es que si se incrementa el vector de recursesvgrifica que

N 74 -/ , .

xp= B7!(b + Ab) > 0, entoncexp es la nueva solucion 6ptima para el pro-
blema primal e/* sigue siendo solucion 6ptima para el dual. El valor optihe
ambos objetivos se incrementa en la cantigdd\b.
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Para poder interpretar el significado de cada variable dysirggamos que
Ab; = 1y el resto es cero, entonces el incremento del objetivo es

0

y*TAb:(yi‘,...,y;k,...,y;‘n) 1 =yl

0

Es decir, si solo se incrementa el recuigm una unidad y la factibilidad pri-
mal no se pierde, entonces la cantidad en la que se incretadatecion objetivo
es el valor ptimo de la correspondiente variable dyfal,

Definicion 3.5.1 (Precio sombra)La variable dualdptimay; se llama precio
sombra del recurse, i = 1,..., m, si haciendo un cambio unitario en el re-
curso: y manteniendo el resto de recursos, no se pierde la factdadlprimal.

Ejemplo. Consideremos el ejemplo de la pagina 100. Veamos si loseslo
de la solucion dual optimay; = 1 ey; = 1, son los precios sombra de los
respectivos recursds y bs.

e Sib; = 5 es sustituido pob; + Ab; = 6, es decirAb, = 1, calculamos

Xp=B'(b+ Ab) =

(SN
(SN
=~
—
S

La factibilidad primal no se pierde poquAtQ;Z 0. Podemos decir que
es el precio sombra del recurén El nuevo valor 6ptimo de la funcién
objetivo es

=24y =9+1=10.

e La misma interpretacion para el recufso Supongamos en este caso que
by, = 4 es sustituido pob, + Ab, = 3. Calculamos

)
3

(SIS
[N

Xp=B (b + Ab) =

(SN
—
oz
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La factibilidad primal no se pierde porqé@z 0. Podemos decir qug;
es el precio sombra del recursg EIl nuevo valor 6ptimo de la funcion
objetivo es

Q:z*—y§:9—1:8.
En este caso el valor optimo de la funcion objetivo dismenel precio
sombray; porque el incremento del recurso segundo es negativo.

O

Ejemplo. Para el ejemplo de la pagina 101 la solucion 6ptima deblproa
dual es

3 1

gay?,:g'

Supongamos que el recurso primero aumenta en una unidad,-dd2 a b, +
Ab; = 13 . Calculamos

yr =0, y5 =

2 9 17
1 =5 =3 13 5
xp=B7'(b+Ab)=| 0 2 -1 6 =] & |=0
1 3 6
0 —5 3 4 5

Como la factibilidad primal se mantiene, se puede decir guatiabley; es el
precio sombra del recurso 1. Observamos, sin embargo, gatelde la funcion
objetivo no cambia porque el precio sombrags-= 0. Es decir,

Vel 222
= Z = — = —.
Y1 5 5
El precio sombra del recurso primero igual a cero coinciageattnecho de que la
primera restriccion del problema primal se verifica conglesldad. Si compro-

bamos la restricciona; + 3z, < 12 para los valores optimas = £, 25 = &,

6 8

4x -+3x=-<12.
5 5

Esto significa que hay recurso primero en exceso y, por tantoentar la cantidad

del primer recurso no tiene ninguna influencia en el valoinig. En este caso se

puede considerar la posibilidad de disminuir la cantidadideo recurso. O
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3.5.2 Coste ecodmico de las variables primales e interpreta@n
del método simplex

Una manera sencilla de entender el coste econdmico deriables primales es
a través de un ejemplo.

En una empresa se fabrican 4 productos: 1, 2, 3y 4. En la priguse
utilizan 3 recursosA, By C. En la Tabla se da la cantidad de recurso necesario
por unidad de producto, la disponibilidad de cada recurddgreficio unitario.

Productos | Disponibilidad
Recurso|1 2 3 4 Recurso
A 2 3 15 4 300
B 2 4 3 1 500
C 51 2 2 250
Beneficiol 4 3 6 2

Seanr;, j = 1,2, 3,4, las unidades del producjajue se producen. Podemos
plantear el siguiente modelo lineal para este problemaatiupcion.

max z = 4x, + 3x9 + 623 + 224
sujeto a
2x1 4+ 3x9 + 1.523 + 4y < 300
211 + 4xoy + 323 + 14 < 500
5r1 + T + 223 + 224 < 250

X1,T2,T3, T4 Z 0

Supongamos ahora que una empresa competidora quiere cdoypracursos

by = 300,b, = 500y b3 = 250. El objetivo de la segunda empresa es obtener los
recursos a minimo coste; si el precio unitario que pagaqsordcursosi, By C
esy1, Y2 €ys, respectivamente, el objetivo sera

min G = 300y; + 500y2 + 250ys.
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Podemos suponer que la primera empresa no vendera losegs@or un precio

(coste econdomico) inferior al que consigue por su uso eroldyecion (beneficio).
Para una unidad del producto 1, la primera empresa utilizadades de4,

2 unidades dé3 y 5 deC' y el beneficio por la produccion es 4. Si vende estas

unidades a la segunda empresa gagra- 2y- + 5ys, €se es el coste econbémico

de la actividad.. Por tanto, la empresa s6lo estaria dispuesta a cederdossos

si el coste economico de llevar a cabo la actividad es supatibeneficio. Es

decir, si se verifica la siguiente restriccion que es la prandel modelo dual.

2y1 + 2yo + 5y3 > 4.

Haciendo la misma interpretacion para los otros tres miodise tiene el siguiente
modelo dual:

min G = 300y; + 500y, + 250y
sujeto a

2y1 + 2ya + Syz > 4

3y1+4y2 +ys > 3

1.5y1 + 3y2 +2y3 > 6

dy1 +y2 + 2y3 > 2

Y1,Y2,Y3 = 0

En el algoritmo simplex, una variable no basicapuede pasar a ser basica
en una iteracion posterior si su indicadgr— c; es negativo. La razon de esta
condicion es que el indicador de la variablges la restriccion del problema
dual y, cuando es negativo, lo que ocurre es que el costertonde la actividad
es menor que el beneficio y eso significa que es rentable suqmiéd. Esto se
ve en las siguiente formula:

m
zj—cj=cgB a; —c¢; =y a, C]—E aijYi — Cj.
=1

Siz; — ¢; <0, entonces

m
Z QijY; < Cj.
=1
Es decir, el coste economico de la activigags menor que el beneficig asocia-
do a la produccion de dicha actividad.
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3.6 El metodo simplex dual

En el Tema 2 hemos visto que el algoritmo simplex empiezaealp como
primera base la matriz identidad, utilizando si es necesaiables artificiales,
para calcular una solucion primal factible. En sucesit@sciones el algoritmo
va de una solucion factible basica a otra hasta alcanZaptima, es decir, hasta
que en la tabla; — c¢; > 0 para todaa; de la matrizA.. Estas condiciones de la
fila de indicadores son las asociadas a la factibilidad desldecir, el algoritmo
simplex comienza en una solucion primal factible y termsoando se obtiene
la factibilidad dual. De ahora en adelante a este métodarearemossimplex
primal

A continuacion introducimos el algoritneimplex duafjue comienza también
eligiendo como primera base la matiiz pero en este caso siempre formada
por variables de holgura. El primer paso es escribir el nmteéal en forma
simétrica de maximizacion y sumar una variable de holguraada restriccion.
Si en la primera tabla hay factibilidad dual se realiza ehatp necesario de ite-
raciones hasta conseguir también la factibilidad prirBaklegida asi la primera
base en la primera tabla no hay factibilidad dual, entonegs rsecesario afadir
una restriccion artificial como veremos en la Seccion 3.7.

3.6.1 Algoritmo simplex dual

El objetivo es maximizar. Se elige como primera base la m&tri= I formada
por variables de holgura.

Paso 1.Construir la primera tabla en la qug— ¢; > 0 para todo vectos;
de la matrizA.

Paso 2.Con respecto a la factibilidad primal, se pueden dar dosscaso

e Sizp; >0,i=1,...,m, entonces Iaolucibn esdptima. Parar.
e Siexisterp; < 0, entonces la solucion se puede mejorar. Ir al Paso 3.

Paso 3.Cambio de base.
e Sale de la base el vectay que verifica la condicion
xp, = min{zp;/rp; < 0}.

La filar es la fila pivote.
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e Entra en la base el vectay. que verifica la condicion

2 —C Zj — ¢
i k:max{j j/yrj<0}.
Yrk J Y

rJ

La columnak es la columna pivotey,, es el pivote.

Sino existey,;, j = 1,...,n, negativo, entonces el problemaiefctible.
Parar.

Paso 4.Calcular una nueva tabla con las mismas operaciones eleleent
definidas en el algoritmo simplex. Ir al Paso 2.

Ejemplo. Sea el modelo lineal

min z = 3z + 2x-
sujeto a

T1+ 219 > 3

=211+ 19 > 2

Ty +4xy > 7

1,72 >0

Para resolverlo utilizando el algoritmo simplex dual dsionos el modelo en
forma simétrica de maximizacion

max (—z) = —3x; — 219
sujeto a

—x1 — 219 < —3

201 — X9 < =2

—x1 — 4day < =7

T1,x9 > 0

Sumamos una variable de holgura en cada restriccion parididas con igual-
dad.
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max (—z) = —3x; — 225 + Oxg + 0xy + Oz
sujeto a

—x1 — 229 + 73 =-3

2x1 — 29 + x4 = -2

—x1 — 4y + x5 =—7

Xy, T2, T3, T4, x520

Paso 1. Construir la primera tabla.

I To T3 T4 Iy

3 200 0 0 0]—

az|—-1 -2} 1 0 0]-3

= N N

a| 2 -1/ 0 1 0[-2
as|—1 [—4|]| 0 0 1|-7

Paso 2. En esta tabla todos los indicadaresc,; son no negativos, es decir,
hay factibilidad dual y es posible aplicar el algoritmo slexdual. No hay
factibilidad primal y, por tanto, la soluciébn se puede maijo

-3
XB = —2 Z 0.
-7

Paso 3. Cambio de base.

rpy = min{—-3, -2, -7} = —T.
Sale de la base el vectag. La fila 3 es la fila pivote.

2 — Che {3 2} 1 z—ocy
—max{ —,— p = —— = .
Yik -1 -4 2 Y22

Entra en la base el vectas. La columna 2 es la columna pivote.
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Paso 4. Calcular la nueva tabla. El pivote-e§ el multiplicador para la
primera fila es;, el multiplicador para la fila segunda£g el multiplicador
para la fila de indicadoress.

Haciendo operaciones elementales por filas se tiene laesiguiabla:

X1 X9 T3 Ty Ty
2 000 0 F|-%2|-2
Olag|—2 o] 1 0 1| 1| 2
Olas| 3 0] 0 1 [—3||—3
—2lay| + 10 0 -1 I 1

Volviendo al Paso 2 vemos que no hay factibilidad primal y thag hacer una
nueva iteracion. Sale de la base el veetpy entra el vecton;. La nueva tabla
es

X1 X2 X3 T4 T

7 000 2 0]|—4
Olag| -4 0|1 -2 0] 1
Olas| -9 0| 0 —4 1| 1
—2lay| -2 1] 0 -1 0] 2

Volviendo al Paso 2 vemos que en esta tabla hay factibilidadab y, por
tanto, es Optima. La solucion optima es

x] =0, x; = 2y el valor objetivo optimo.™ = 4.

3.7 El método de la restriccon artificial

El algoritmo simplex dual requiere que en la primera tablatfactibilidad dual.
Esto no ocurre para todos los modelos lineales y, en eselseaste algoritmo es
de aplicacion restringida. Una extension del algoritingpdex dual que permite
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que pueda ser aplicado para resolver cualquier modeld kseal método de la

restriccion artificial.

Cuando no hay factibilidad dual en la tabla inicial, se taganadir una res-
triccion artificial al modelo que se pretende resolveraksstriccion artificial no
debera modificar la region de factibilidad del problema. é&ade con el Unico
objetivo de obtener factibilidad dual en la tabla y, a patéirahi, poder continuar
con el algoritmo simplex dual. La restriccion artificialejse anade es

Z r; < M,
JEN
dondeN es el conjunto de variables para las gye- c; es negativo en la
primera tabla yM es un valor positivo muy grande de manera que la restriccion
afadida no modifique la region de soluciones.

Ejemplo. Dado el modelo lineal
max z = x1 + 629
sujeto a
T+ 225 < 20

. 1 S 1
1T+ 522 2 3
2 2
x1, w9 >0
Escribimos el modelo en forma simétrica de maximizaci@ugnamos una
variable de holgura en cada restriccion.
max z = x1 + 6x9 + 0z3 + Oy
sujeto a

X1 + 21‘2 + T3 = 20
T 5T + x4 = 5
X1,T2,T3,T4 Z 0

Elegimos la matriB =1 = (a3 a4) y Se construye la primera tabla

X1 To T3 T4

-1 -6 0 0| O

as| 1 2| 1 0] 20
ay —1 —% 0 1—%
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El problema es que en esta tabla no hay factibilidad dual caquoiere el
algoritmo simplex dual. Para poder tener una tabla aso@aekte problema y
con factibilidad dual anadimos al problema una restoiccrtificial, en este caso

1+ 29 < M.

Sumando una variable de holgura a la restriccion artifegatiene el siguiente
modelo:

max z = x7 + 6z + 0x3 + 0x4 + Oxs

sujeto a
T1 + 229 + 23 =20
1 n 1
—T] — =T x =—=
1 2 2 4 9
1+ T2 + x5 = M

L1,T2,X3,Ty4,Ts Z 0

Podemos elegir lamatriB = I = (a3 a, as) Yy construir la primera tabla
asociada al modelo con restriccion artificial

T i) T3 T4 Ty

-1 =6/ 0 0 0| 0|-6
Olas| 1 2|1 0 0] 2] 2
Olas| -1 =53] 0 1 0|—-%]|-3
0fas| 1 0 0 1| M

En el algoritmo simplex dual con restriccion artificial sgalla el primer cam-
bio de base para obtener una tabla con factibilidad dual. O

3.7.1 Efecto de la restricadn artificial

De manera resumida, podemos decir que el método de lacoestrartificial com-
plementa el algoritmo simplex dual cuando es necesari@adiiuna restriccion
artificial al problema no debe afectar a la region de soh&soy, para eso el valor
de M debe ser suficientemente grande.

Graficamente podemos ver de forma intuitiva como afectaegi@n de solu-
ciones de un modelo afadir una restriccion artificial. @dgamos que tenemos
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un problema cuya region de soluciones es la que aparecesadalen la grafica.
Si la restriccion artificial es; + o < M, con M suficientemente grande, la
restriccion artificial no afecta a la region de soluciofwes grafica).

)

7
—

Si, por el contrario, el valor d&/ no es suficientemente grande, vemos en
la siguiente grafica que se pierden puntos de la regionplogos de la zona
sombreada que no son de la rayada ya no pertenecen a ladegsoiuciones del
problema cuando se aiade la restriccion artificial- z, < M (ver grafica).

X2
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Por ltimo, en el caso en que un problema tenga una regiGacotada, al
anadir una restriccion artificial, por muy grande que sealer de M, la region
de soluciones pierde puntos. Esto se puede ver en la sigggafica.

2 opt - N

T+ 10 =M

T

Como conclusion de los dos casos anteriores podemos dexicuiando la
variable de holgura de la restriccion artificial no estdaebase optima puede ser
por dos razonesM no es suficientemente grande o la solucion es no acotada.

3.7.2 Algoritmo simplex dual con restriccbn artificial

El objetivo es maximizar. Elegir como primera b&e- I formada por variables
de holgura.

Paso 1.Construir la tabla inicial.
Paso 2.Necesidad de restriccion artificial.

¢ Sipara todo vectas; de la matrizA z; —c; > 0, ir al Paso 3.

e Si existe un vecton; en la matrizA tal quez; — ¢; < 0, anadir
una restriccion artificial al modelo, construir la primera tabla para el
nuevo modelo y hacer el siguiente cambio de base.

Entra en la base el vectay, que verifica

2p — ¢ = min{z; — ¢;/2; —¢; < 0},
J
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Sale el vector de holgura de la restriccion artificial.

Hacer operaciones elementales para conseguir factibitidal. Ir al
Paso 3.

Paso 3.Factibilidad primal.

e No hay restriccion artificial.
— Sizp; >0,i=1,...,m, entoncesolucion 6ptima. Parar.
— Siparaalgn = 1,...,m, xp; < 0, entonces la solucion se
puede mejorar. Ir al Paso 4.
e Si hay restriccion artificial.

— Sizg; > 0,i=1,...,mylavariable de holgura de la restriccion
artificial esta en la base con valor positivo, entonsekicion
optima. Parar.

— Sizp; > 0,i=1,...,mYylavariable de holgura de la restriccion
artificial no esta en la base o siendo basica vale salacion no
acotada Parar.

— Si existerp; < 0 paraalgn = 1,...,m, entonces la solucion
se puede mejorar. Ir al Paso 4.

Paso 4.Cambio de base.
e Sale de la base el vectay que verifica
g, = min{xp;/rp; < 0}.

La filar es lafila pivote.
e Entra en la base el vectay. que verifica

Yrk J

yT_]

La columnak es lacolumna pivote El elementaqy,, es elpivote.

Si no existe en la fila ningln elementq,; negativo, entoncegroblema
infactible. Parar

Paso 5. Calcular una nueva tabla haciendo operaciones elementalais
Paso 3.
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3.8 Solucon de modelos lineales

En este apartado se utiliza el algoritmo simplex dual paalver tres problemas
gue requieren restriccion artificial.

Problema factible. Consideramos el ejemplo de la pagina 113. Vimos que
eligiendo como matriz base la identidad formada por vaemble holgura en la
primera tabla no hay factibilidad primal pero tampoco duahtonces, es nece-
sario afladir la restriccion artificial, + x5 < M.

Primera iteracion.

La primera tabla es

x Lo X3 T4 Ts

-1 -6 0 0 0| 0]—6
Olag| 1 2] 1 0 0] 2] 2
Olas| -1 =53] 0 1 0|—-%]|—3
0|as| 1 0 0 1| M

Se hace el siguiente cambio de base para obtener facttbdigkl. Entra en la
base el vector asociado al indicador negativo mas pequeiywsale de la base el
vector de holgura de la restriccion artificial. Haciendo opraciones elementales
se tiene la siguiente tabla:

Ty T2 T3 Ty T

5 0/ 0 0 6 6M
Olag|[-1 0] 1 0 —2|—-2M+20
Olag|—3 0| 0 1 1| Im-1
6las| 1 1] 0 0 1 M

Se observa que en la tabla hay factibilidad dual y se puedencan con los
pasos del algoritmo. Sale de la base el veatoy entra el vectoras y con las
operaciones elementales habituales se obtiene la siguaia:
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1 T2 T3 T4 Ts

2 0 3 0 0 60
Olas| & O0[—-3 O 1|M-10
Olas[ =2 0] L 1 0 g
6las| 5 1| 3 0 0 10

En esta tabla hay factibilidad primal y la variable de hotgde la restriccion
artificial es basica; la solucion optimags= 0, x5 = 10, z* = 60. O

Problema con solucdbn no acotada.Considerar el modelo lineal

max z = —4x, + bxe
sujeto a

2r1 +2x9 > 4

Ty — X9 >3

1,72 >0

En primer lugar se escribe el modelo en forma simétrica démiaacion. Sumando
variables de holgura y afiadiendo la restriccion artificia< M se tiene el pro-
blema

max z = —4x1 + dxy + 0x3 + 0x4 + Oxs
sujeto a

—2x1 — 229 + T3 =—4

—x1 + X3 + 124 = -3

To +ax5=M

L1, T2, X3, T4, Ts Z 0
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T1 Ty T3 T4 Ty

4 =5/ 0 0 0 0
0Olag| -2 -2/ 1 0 0 —4 | =2
Olay| =1 1,0 1 0 -3 1
0las| O 0 0 1 M

4 0,0 0 5 5M
Olag| -2 0|1 0 2|2M—4| 2
0| ay 0] 0 1 —-1|-M-3
5la| 0 1] 0 0 1 M| 0

0 0|0 4 1| M-12
Olag| 0 0| 1 —2 4| 4M+2
~4la| 1 0] 0 -1 1| M+3
5la| 0 1] 0 0 1 M

La Gltima tabla tiene factibilidad primal y dual y, por tanes optima. Sin em-
bargo, la variable de holgura de la restriccion artificial, no esta en la tabla
optima. Entonces, el problema primal es no acotado y elidtetible. O

Problema infactible. Considerar el modelo lineal

max z = 2x1 + Ta
sujeto a

T1 + a9 <2

—3r1+1x9 >3

Ty, T2 > 0

ARadiendo variables de holgura y la restriccion artifigia+ x, < M se tiene el
problema
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max z = 2x1 + 22 + 0x3 + 024 + Oz;

sujeto a
1+ T2 +T3 =2
3Ty — T +24 = -3
1+ T2 +r5 =M
Ty, T, T3, Tg,T5 2> 0
T1 ) T3 T4 5
-2 =11 0 0 0 0
0|ag| 1 1l 1 0 0 2l 1
Olas| 3 —-1] 0 1 0 3] 3
0 as 100 0 1 M
0 1 0 0 2 2M
Olas| O 0] 1 0 —1| —M+2| 0
Olas| O 0 1 —-3|-3M-3
2)a;| 1 1/ 0 0 1 M|-1
0o o[ o & 5[ fm-i
0laz| O 0| 1 0 —M+2
lla| 0 1] 0 —3 3| {M+7|-3%
2la; | 1 0 0 Hoim-3) -1
0o o[ F b 0 g
Olas| 0 0]-1 0 1l M-—2
llay| 0 1 & -1 0 2
2la;| 1 0 i i 0 _i

El problema es infactible.
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