Tema 2

El metodo simplex

Los modelos lineales con dos o tres variables se puedeneegphficamente. En
el Tema 1 hemos visto la solucion grafica de modelos liseddedos variables.
Sin embargo, este método no puede ser utilizado en modetogeggan mas de
tres variables. Para resolver modelos mas grandes sdtaageprocedimiento
algebraico como el algoritmo simplex, publicado en 1949George B. Dantzig,
para dar soluciones numéricas a problemagrdgramacon lineal

El desarrollo de la teoria de la programacion lineal sel@asla siguiente
forma de escribir el modelo.

Forma estandar. Un modelo lineal esta escrito en forma estandar si taas |
restricciones son del tipe= y todas las variables del modelo y las componentes
del vectorb son no negativas. El modelo en forma matricial:

max(min) z = c’x

sujeto a
Ax=D
x>0

Si el objetivo es maximizar, entonces se tiene la formandstade maxi-
mizacion vy, si el objetivo es minimizar, la forma estandaminimizacion.

2.1 Cambios en el modelo

El primer paso en el proceso de encontrar la solucion @tsun modelo li-
neal es escribir el modelo en forma estandar. La mayoriasd@modelos lineales
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20 Tema 2. El método simplex

no estan inicialmente escritos en esta forma pero se pueden bambios en la
funcibn objetivo, en las restricciones y en las variabkiswbdelo para obtener la

forma estandar.

1. Funcidn objetivo. Calcular el minimo de la funciéa es equivalente a
calcular el maximo de la funciorz.

n n

min z = chxj < max(—z) = Z —C;T;.

j=1 j=1

Por ejemplo, calcular ehin z = 3z, — bxy es equivalente a calcular el
max (—z) = —3z; + bze. ES decir, los valores de las variablesy x
gue dan & el valor minimo son los mismos que los que danzael valor
maximo, de forma que

min z = —max (—z).

2. Restricciones.

(a) Todas lasrestricciones del modelo lineal se puedeibesan el mismo
sentido dado que se verifica

n n
Zaijxj Z bi < Z —Q;505 S _bi-
j=1

j=1
Por ejemplo, dada la restricci@m, +3x, < —2, multiplicando por1
los dos miembros de la desigualdad, se puede esetihif —3z, > 2.

(b) Las restricciones se pueden escribir con igualdad diglgesite ma-
nera:

n n
Z ;5T < bz < ZCLZ']'ZC]' +y= bi,
j=1

j=1

n n
ZCLZ']'SU]' > bz < ZCLZ']'.TJ' -y = bz
j=1 j=1
La variabley utilizada en los dos cambios anteriores se |laardable
de holgura en ambos casos la variahjees mayor o igual que cero.
Por ejemplo, la restriccion; — 4z, < 4 es equivalente a la restriccion

x1 — 4x9 + y = 4, dondey es una variable no negativa.
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2.1. Cambios en el modelo 21

(c) Unarestriccion conigualdad es equivalente a esaldsmestricciones
con desigualdad de la siguiente manera:

n

n n
Zaljx]— =b = Zaijx]— <b Yy Zaijxj > b;.
j=1

j=1 j=1

Por ejemplo, la restriccionr2x; + x5 = 2 es equivalente a escribir las
dos siguientes:

2w+ 12<2 Yy —2x1+w2>2.
3. Variables.

Las variables deben satisfacer la restriccion de no nedatl. Para garan-
tizar que se cumple dicha restriccion se tienen los sigeserambios:

e Siz; <0, entonces se puede hacer el siguiente cambio de variable
_ ! !
r; = —r;, dondex; > 0.

e Siz; no tiene restriccion de signo, se puede escribir comoetifga
de?2 variables positivas de la siguiente forma:

x; = x; — 2, donde z, 27 > 0.
- Si 2, > 7, entonces; > 0.
- Si 2, <27, entonces; < 0.
- Si 2, = 27, entonces; = 0.

Ejemplo. Escribir el siguiente modelo lineal en forma estandar deima
mizacion.
min z = o1 + 29 + x3
sujeto a
Ty + Ty — 13 > 2
T1 — 29 + 523 < —1
T1+ 29 +a3=4
x1 >0, x5 <0, x3: NO restringida

Investigacbn Operativa. Programadn Lineal



22 Tema 2. El método simplex

e Funcidn objetivo. La forma estandar de maximizacion es

—max (—z) = —x1 — 219 — T3.

e Cambios en las restricciones. En la primera restricciStareos una vari-
able de holgura,,
$1+[E2—l‘3—$4:2.

En la segunda restriccibn sumamos una variable de holgura
r1 — 229 + by + x5 = —1.

Para hacer positivo el segundo miembro de la desigualdatipfradmos
por —1 en ambos miembros,

—T1 +2$‘2 - 51‘3 — T5 = 1.
La tercera restriccion esta en forma estandar,

$1+[E2+l‘3:4.

e Cambios en las variables.

La variabler; > 0 verifica la restriccion de no negatividad. Para la variable
o < 0 se hace el cambio, = —z), y para la variable no restringida se
hace el cambia; = 2% — z7.

El modelo después de estos cambios es el siguiente:

—max (—z) = —x; + 22y — x5 + x5 + 0z4 + Oxs
sujeto a

Ty — Th — X + Ty — Ty = 2

—x1 — 22h, — bl 4 bay — x5 =1

T — Ty +ay—ay =4

/ / "
L1, Lo, L3, T3, T4, T > 0

Sumar o restar variables de holgura no debe cambiar el \ahjgtor tanto los
coeficientes de las variables de holgura en la funcioniebjdeben ser cero.O
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2.2. Soluciones de modelos lineales 23

2.2 Soluciones de modelos lineales

Ya hemos visto que cualquier modelo lineal se puede esetibiorma estandar.
El algoritmo simplex introducido en este capitulo esteflado para maximizar
Yy, por eso, de ahora en adelante cuando decimos forma astaosl referimos

a la forma estandar de maximizacion; recordemos que eortaaf estandar las
componentes del vectbrson no negativas.

Sea el siguiente modelo lineal en forma estandar:

max 2 = CTX
sujeto a

Ax=Db

x>0

dondex y ¢ son vectores x 1, b es un vectom x 1y A es una matriz de
tamanom x n.

Supongamos que: < n 'y que el rango de la matriz de coeficientesresn
sistema de este tipo tiene infinitas soluciones. El problesmalcular la solucion
que da a la funcién objetivo el valor 6ptimo.

Veamos las siguientes definiciones que se utilizaran essalrcblio del método
simplex.

e Definicion 1. Un vectorx que satisfacéAx = b se dice que esolucbn
para el problema.

e Definicion 2. Six es solucion para el problema, es decir, verif\ca = b,
se dice que efactiblesix > 0.

¢ Definicion 3. Dada una matriz bad® formada porn columnas de la matriz
A, se dice quexp essolucbn basicasi verificaBxg = b. Todas las
componentes no basicas s@nPor tanto, una solucion basica tiene como
maximom componentes distintas de cero.

Si, ademasx i tiene todas sus componentes no negativas se dice que es una

solucbn factible tasica

e Definicion 4. Una solucion factible basica se dice quedegeneradasi
alguna componente béasica es cero, es decir, si tiene menascdmpo-
nentes estrictamente positivas. Una solucion factibigida’ que tienen
componentes mayores que cero se llammaegenerada
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24 Tema 2. El método simplex

e Definicion 5. El conjunto de todas las soluciones factibles del problema
lineal se llamaregion de factibilidado conjunto convexo de soluciones
factibles Lo denotaremos pat.

¢ Definicion 6. La solucibn 6ptimadel problema se denota pgt y el valor
optimode la funcion objetivo pot* = cx*.

e Definicion 7. El problema lineal eso acotadccuando la funcion objetivo
no tiene valor 6ptimo finito, es decir,

Z¥— +00 0 2 — —00.

Definiciobn 8. Se dice que un problema lineal tieselucionesbptimas
maltiplesu 6ptimos alternativosi tiene méas de una solucion 6ptima.

En adelante identificaremos matriz base con base.

Ejemplo. Considerar el modelo lineal en forma estandar

max z = 3xy + 6x9 + dx3 + 4wy + 25
sujeto a

201 + 8x9 + 3x3 + X4+ 25 =6

1+ To + 223+ x4 =1

X1, T2, T3,T4,T5 Z 0
Elementos del modelo:

CT = (37 67 57 47 1)7 XT = (xh T2, T3, T4, .1'5),

28311 6
, b
11210 4

El rango de la matriA es2, menor que el nUmero de incognitas. Por tanto,
el sistema de restricciones tiene infinitas soluciones.e8ibargo, el nUmero de
soluciones basicas es finito. Recordemos que para calaslaoluciones basicas
se eligentodas las posibles baBesntre las columnas de la matAzy se resuelve
el sistema

Xp = B_lb.

xp es el vector de variables basicas.
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2.2. Soluciones de modelos lineales 25

1. Si elegimos la matriB formada por las columnas primera y cuarta de la
matriz A,

B =
11

se puede comprobar que es base.

X2
1 8 3 1
XB: , N: y XN: x3
Ty 1 2 0
X5
Entonces,
—1 -1 T
2 1 6 2 1 8 3 1
XB = — T3 . (21)
1 1 4 1 1 1 2 0
Ts

Las infinitas soluciones del sistema se calculan dando tlmdoposibles
valores a las variables libres, x5 y x5.

e Si damos valores, = 0, xz3 = 0y x5 = 0 en la ecuacion (2.1),
haciendo calculos se tiene la siguiente solucion basica

XB = —_=
-1 2 4 2

Esta solucion es factible porque no tiene componentedinaga

e Sidamos valores, = 0, x3 = 1y x5 = 0, sustituyendo estos valores
de las variables libres en la ecuacion (2.1), se obtienerdtores de
las variables basicas,

0
T 2 71 1 1
— — 1 —
Ty 2 -6 1 -1 1
0

Investigacbn Operativa. Programadn Lineal



26 Tema 2. El método simplex

Es decir, el vectox” = (1, 0, 1, 1, 0) es solucion. Es factible porque no
tiene componentes negativas. Sin embargo, no es soluagicatporque la
componente no basieg toma un valor distinto de cero.

2. Si elegimos la matriB formada por las dos primeras columnasile

2 8

11
es base y, dando valor cero a todas las variables libregreela siguiente
solucibn basica:

-1

28 6 -5 3 6 =

— _ 6 3 _ 3

X = - 1 1 - 1
11 4 § -3 4 —3

La solucion basica obtenida no es factible dado que labli, es nega-
tiva.

3. Si elegimos la matriBB formada por las columnas tercera y quinta de la

matriz A,
31
20 )
es base y, dando valdora todas las variables libres, se tiene la solucion
basica
-1
31 6 0 3 6 2
XBp = = =
2 0 4 1 -3 4 0

Esta solucion es factible. Ademas, es degenerada porguéeulas compo-
nentes basicas toma el valor
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2.3. Puntos extremos y soluciones basicas 27

2.3 Puntos extremos y solucionesdsicas

En la solucion grafica de modelos lineales hemos visto gusolucion optima
se encuentra en un punto extremo del conjunto convexo deisoés factibles.
En el caso de que el problema tenga soluciones optimagoheslal menos una
sera un punto extremo. Para resolver modelos que tiensrdmd variables no
se puede utilizar la interpretacion geométrica y es regaesesolver el problema
algebraicamente. En los dos siguientes teoremas se @edagtdemostraciones
de los resultados basicos que permiten pasar de la gearakalgebra. En las
demostraciones se utilizan los siguientes resultadosmaros convexos.

1. ElconjuntoF’ de soluciones factibles de un modelo lineal en forma estand
es unconjunto convexo y cerrado

2. Se dice que un punto de un conjunto convexé' es unpunto extremesi
no existenk;,x, € ', x; # X, tales que

Xx=Ax1+(1=XA)x3, 0<A<1.

3. Todo puntax de un conjunto convexo cerrado y acotado se puede escribir
como combinacion lineal convexa generalizada de los guErtremos.

x:i/\ixi, OS)\ZSI, i/\Z:]'
i=1 i=1

En el siguiente teorema se demuestra que a cada punto exdoencomponentes

no negativas le corresponde una solucion factible bgsieiprocamente, a cada
solucion factible basica le corresponde un punto extrenr componentes no
negativas.

Teorema 2.3.1Sea el modelo lineal en forma aastar

max z — CTX

sujeto a
Ax=D
x>0

Un vectorx es soluadn factible [asica si y 6lo six es punto extremo de F.
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28 Tema 2. El método simplex

Demostracbn.
Six es unasolucibn factible asica veamos que es un punto extremo.
Six es una solucion factible basica, como maximo tieneariables mayores
que cero. Para facilitar la notacion supongamos que son fasneras. Entonces,

XB

0
Supongamos que existen dos puntpsx, € F, tales que
Xx=Mx1+(1=XA)x2 , 0<A<1.

Sean

Y1 Yo
Xy = Y Xo = )

Y’ Yo
dondey;, i = 1,2 es de dimensiom x 1, ey’,, i = 1,2, es de dimension
(n —m) x 1. Entonces, de la igualdad

X
B _ Y1 +(1_)\) Yo
!

0 v Yo

se deduce
0=y + (1 =Ny

Porsery’;,y’, >0, A\>0y1—X>0,setieney’;, =y’, =0.

De lo anterior se deduce que las solucioxgs,; y x, son basicas y asociadas
a la misma base, por tantog = x; = X».

Concluimos que no existen 2 puntos distinkgsy x, del conjunto de solu-
ciones que permitan escribircomo combinacion lineal convexa restringida y, en
consecuencia es un punto extremo.

Six es unpunto extrempentonces es solucion factible basica.
Supongamos que tiene lask primeras componentes positivas y el resto son
cero. Entonces el sistema de restricciones se puede ederlbisiguiente manera:

k
E r;; = b.
=1
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2.3. Puntos extremos y soluciones basicas 29

Para ver que es solucion basica factible, es suficiente probar que éofoves
a;, 1 = 1,...,k, son linealmente independientes. En caso contrario, Baisti
escalaresy, . . ., a;, no todos nulos, tales que

k
E a;a; = 0.
i=1

Sea

ol = (ay,...,04,0,...,0),

si se definen
X =X+tex Y Xg=X—€q,

se puede elegir adecuadamente el valoe gara que los puntos sean factibles.
Ademas, se verifica que # x3 Y

1 n 1
X ==X —X
2 1 2 29
de donde se deduciria gueno es un punto extremo. O

En el siguiente teorema se demuestra que en un modelo Imfahea estandar
gue tenga una region de soluciones acotada la soluciima@pe encuentra en un
punto extremo de la regiobn de factibilidad.

Teorema 2.3.2Considerar el problema lineal en forma éstlar

max z = CTX

sujeto a
Ax=D
x>0

El valor 6ptimo de la fun@n objetivo se encuentra en un punto extremo del con-
junto F.

Demostracbn. Supongamos que tenemos una solucion 6pkimque no es
un punto extremo y que* = c’x* es el valor 6ptimo del problema. Entonces, se
verifica que para tode € F

z=c'x <c'x* = 2%
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30 Tema 2. El método simplex

Sean{x,...,x;} el conjunto de los puntos extremos fle Todo punto de
la regibnF’, en particular el punta*, se puede escribir como combinacion lineal
convexa de los puntos extremos.

k k
X"=> Axi . A >0, Y N=L
=1 =1

Entonces,
k k
2 =clx*=c’ Z NiX; = Z Nelx;.
=1 =1
Dado que se verificmax(c’x;) > c’x;, i =1,...,k, entonces
(2

2

k k k
2* = Z Niclx; < Z i mzax(chZ-) = max (c'x;) Z A\ = max(c’x;) < 2%
i=1 ;

i=1 =1

Como consecuencia; = max (c’x;) y se concluye que el optimo se alcanza en
(2
un punto extremo. O

En el siguiente ejemplo veremos que se verifica el resultaiedbrema 2.3.1
y del Teorema 2.3.2. Teniendo en cuenta que el nUmero deicoés basicas
de un modelo lineal es finito, es posible construir un prooeto iterativo que
comenzando en una solucion factible basica se despldcamejor hasta obtener
la optima.

Ejemplo. Sea el modelo lineal

max 2z = T1+ 29
sujeto a

—x1 + 4y < 4

T — 22 <3

21,72 >0

En primer lugar, calculamos la solucion 6ptima graficatee

OpenCourseWare, UPV/EHU



2.3. Puntos extremos y soluciones basicas 31

T
K
© max
La regibn de solucionek tiene cuatro puntos extremos:
16 7
0O=(0,0, A=(0,1), B= (3, 5)’ C=(3,0).

Desplazando la funcion objetivo en el sentido de maximdzael 6ptimo se ob-
tiene el punto extreme.

Para calcular las soluciones basicas y ver que a cada pximen® de la
grafica le corresponde una solucion basica factiblejl@stws la forma estandar
del modelo sumando variables de holgusay .

max 2z =1+ 229 + 0x3 + Oxy
sujeto a

—r1 + 4wy 413 =4

T1 — T2 +zy =3

T1, T2, T3, T4 Z 0

La matriz de coeficientes del sistema tiene cuatro columpgsrytanto, el
maximo numero de bases que se pueden elegiradgiendo entre lag columnas
todos los posibles grupos de dos columnas linealmente émdiggntes.
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32 Tema 2. El método simplex

e Primera opcon. Elegir la basdB = (a; ap).

-1

1 4 4 14 4 16

_ _ 3 3 o 3
x5 = _ 1 I
1 -1 3 Ll 3 !

Esta solucion basica es factible y corresponde al puni@emo B de la
grafica.

e Segunda op6n. Elegir la basdB = (a; a3).

-1
-1 1 4 0 1 4 3
XB = = —

10 3 11 3 7

Esta solucion basica es factible y corresponde al puniero C' de la
grafica.

e Tercera opddn. Elegir la basé3 = (a; ay).

-1
-1 0 4 -1 0 4 —4
XB = = =

11 3 11 3 7

Esta solucion basica no es factible porque tiene compeseegativas. Por
tanto, no se corresponde con ningln punto extremo de fiegra

e Cuarta opcon. Elegir la baséB = (a; a3).

-1
4 1 4 0 —1 4 -3
XBp = = —
-1 0 3 1 4 3 16

Esta solucion basica no es factible porque no todas lapapnemtes son
no negativas. Por tanto, no se corresponde con ningun putremo de la
grafica.

OpenCourseWare, UPV/EHU



2.4. El método simplex 33

e Quinta opcon. Elegir la basdB = (a ay).

-1

40 4 1o 4 1
XB — e =
-1 1 3 1 3 4
Esta solucion basica es factible y se corresponde coméb gxtremaoA de
la grafica.
e Sexta opdn. Elegir la basdB = (a3 a,).
-1
10 4 10 4 4
XB — == =

0 1 3 0 1 3 3
Esta solucion basica es factible y se corresponde comsb gxtremaO de
la grafica.

O

En el ejemplo anterior todos los conjuntos de dos vectosggdas entre las
columnas de la matriz de coeficientes del sistema son bases@ee han obtenido
6 soluciones basicas. En algin caso puede ocurrir queeldsres elegidos no
sean linealmente independientes, entonces no formararbase y no propor-
cionaran una solucion basica. De las 6 soluciones &asialculadas dos de ellas,
la tercera y la cuarta, no se corresponden con puntos exdrporgue no son
factibles.

2.4 El metodo simplex

En la solucion grafica de modelos lineales se ha visto qteelpa modelos que
tienen solucion se pueden dar los siguientes casos: éoloptima Gnica, solu-
ciones Optimas mdltiples y solucién no acotada. El dljetle esta seccion es
identificar las condiciones asociadas a cada tipo de swiymra poder construir
un procedimiento iterativo, el algoritmo simplex, pareoteer modelos lineales.

2.4.1 Definiciones y notadn

Antes de dar los resultados importantes, vamos a fijar lecidotaue se utiliza
en todo el desarrollo de la programacion lineal. Considelranodelo lineal en
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34 Tema 2. El método simplex

forma estandar

max 2 = CTX

sujeto a
Ax=D
x>0

Suponer que la matriA tiene m filas linealmente independientesnyco-
lumnas, com > m. Se elige una badd formada porn columnas de la matria
y el resto de columnas forman la mathz Para simplificar la notacion suponer
que las columnas elegidas para la base somlgsimeras columnas de la ma-
triz A. Denotamos potg y xp las componentes basicas de los vectergsx
respectivamente. Y denotamos pogr y xy las componentes no basicas de los
correspondientes vectores. Entonces el modelo lineal sgepescribir de la si-
guiente manera:

XB
max z = (¢ |cy) | —
XN
sujeto a
XB
(B|N) — =b
XN

xp,xy > 0
Haciendo calculos se tiene el modelo

max 2z = c"ng + C%XN
sujeto a
BXB + NXN =b

xg, Xy > 0
e Solucbn basica Haciendoxy = 0, se tieneBxg = b y se calcula la

soluciobn basica
XBp = Bilb,
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2.4. El método simplex 35

donde
TB1
T B2
XpB =
TBm
e Valor de la funcbn objetivo Sick = (cp1, cpa, - . ., cm), €NtONCES
T B1
B2 "
T
z =cpXp = (CB1,CB2, - - - CBm) ) = ZCBiSCBz'-
: =1
L Bm
e Vector de coordenadasSi a;, a-, . .., a, son los vectores columna de la

matriz A, para cada vector se pueden calcular sus coordenadas @nfunc
de la bas@. Para ello, se utiliza la siguiente notacion:

a; = Y41 + Ygja2 + - F Ymja, = Z Yija.
i=1

El vector de coordenadas dees

Ymg
y se calcula resolviendo el sistema= By;. Es decir,
yi = B_laj.
e Calculo dez; — ¢;. La necesidad de este calculo aparece en los teoremas

posteriores. A este valor se le llawvelor indicador. Asociado a cada vector
a; se calcula el escalaf de la siguiente manera:

m
T
Zj = CRY; = Cp1Y1j + CB2Y2; + -+ + CBmYmj = E CBiYij-
i=1
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36 Tema 2. El método simplex

Ejemplo. Considerar el modelo lineal en forma estandar

max z = 3x1 + 429 + dxg + 614
sujeto a
2x1 + 20+ 23+ 814 =06
T1+ 2o+ 2203+ x4 =4

X1,T2,T3, T4 Z 0

Si consideramos la base formada por las dos primeras cotutieia matriz de
coeficientes del sistema podemos escribir el modelo en foratacial, separando
la parte basica de la no basica.

T1
)
max z = (3,4]5,6) | —
T3
Ty
sujeto a
T
T2
2 111 8 [ 6
112 1 |l \ 4
I3
T4

X1,T2,T3,T4 Z 0

e Solucion basica.

XB - Bilb = =
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e Valor de la funcion objetivo. Teniendo en cuenta gtie= (3, 4)

z=chxp = (3, 4) = 14.

e Coordenadas de un vector que no sea basico, por ejema funcion de
la baseB.

] 2 1 2 1 Y14
= Y14 + Y24 =
1 1 1 1 Y24

Resolviendo el sistema se obtienen la coordenadas

-1

Y14 2 1 8 7
y4 fry ey ey

You 11 1 -6

e Calculo del valor indicadot, — ¢y.

Zy—cy =Chys —cy = (3, 4) —-3—6=-9.

—6

2.4.2 Mejora de una soluadn factible basica

La solucion optima para un modelo lineal se alcanza en oha&ién factible
basica del conjunto de restricciones del modelo. El sigaigeorema da las
condiciones para ir de una solucion factible basica a gue mejore el valor
de la funcion objetivo. Comenzando por una solucion lidetbasica, el método
simplex utilizara este teorema para moverse de una soldiactible basica a otra
adyacente hasta que no sea posible mejorar el valor de léfuolsjetivo.
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38 Tema 2. El método simplex

Teorema 2.4.1 (Mejora de una solud@n factible basica) Sea el modelo lineal en
forma esandar

max 2 = CTX

sujeto a
Ax=D
x>0
SeaB una base elegida en la matrix y seanxz = B~!b la solucbn factible

basica asociada y = cLxp el valor de la funddn objetivo. Si existe un vectay
de la matrizA que no est en la base y tal que; — ¢; < 0y, para ese vectoa;,

alguna de sus coordenadag;, i« = 1,...,m, es positiva, entonces existe otra
o . L, . A
solucin factible lasicax g tal que
A AT A T
Z=CpXp > Z = CpXp.

Demostracbn. Para facilitar la notaciobn podemos suponer que los vestore
de la bas@ son losm primeros vectores de la matr, es decir,

B=(ay,...,a,...,a,).

Si x5 es una solucion factible basica, entonces verifica lasee®nes del mo-
delo.

m
x31a1+x32a2+---+x3mam:b:Z:EBiaZ-. (22)
=1
Los sumandos del sistema que no aparecen en la ecuaci@iniesia cero porque
las variables asociadas no son basicas.
Los vectoresy,,, .1, ..., 4a;,...,a, NO estan en la base y se pueden escribir en
combinacion lineal de los vectores Be

aj:Zyijai,j:m—i—l,...,n. (23)
=1
Paraj = m +1,...,n, se tiene que el vectar; # 0, por tanto, tiene alguna
componentgy;; distinta de cero. Supongamos que la componente distintarde c
del vectora; esy,,;. Separando el sumandcen la ecuacion (2.3)

a; = E Yij&; + Yrjyr, (2.4)
=1
i
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se puede despejar el sumandp expresar el vectas, en combinacion lineal de
A
los vectores dB= (ai,...,a;,...,a,),

1 Yij
a, = —a; — —a,.
Yrj i=1 Yrj
i#r

A
Como hemos visto en el teorema A.3.2 del Apéndice el coajBns base.

., A .
Para calcular la nueva solucidon basiga separamos en la expresion (2.2) el
sumandor,

m
E rp;a; + rpra, = b.

i=1
i#r

Sustituyendo el vectax,,

m 1 m y
§ : ij
TR —+ xBT[—aj — —ai] = b.
Py Yrj =1 Yrj

iFET iFEr

Reordenando los sumandos,

m

Yij T Br
E (SL’BZ' — —SL’BT)aZ‘ + a; = b.
i=1 Yrj Yrj
iET

.y A - . age
En funcion deB se ha obtenido un conjunto de componentes que verifican las
restricciones del modelo lineal y, por tanto, es la nuevacioh basica

A [ T ] Z r
XB: By yT‘] (25)
1=
yrj

, A .
Ahora el problema es comprobar en qué condiciongsgs factible. Para ser
factible debe cumplir que todas las componentes sean nwgdriales qué.
Es decir, se tiene que cumplir

A yij . .
1. xBi:xBi—xBry—ZO, i=1,....m, i #r,
rj
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A I By
2. TBr

> 0.
yrj

En primer lugar, dado qug,; # 0 y xz, > 0, entonces
T Br
yrj

Para analizar las condiciones que se deben cumplir pard gest@ de com-
ponentes de la nueva solucion sean no negativas, tengantoeeta que: g, >
0, zp, > 0 ey,; > 0. Entonces, se dan los siguientes casos:

>0+ y,; >0.

e Siy;; < 0, entonces se cumple
A Yij
Tpi= Tp; — Tpr— = 0.
4]

e Siy;; = 0, entonces se cumple

A Yij
Tpi= Tpi — xBrﬁ =xp; > 0.
rJ
e Siy;; > 0, entonces
A i I B; Xz TB; x
Ppim g — o 2L >0 = B TBr S o TBi TBr
Yrj Yij Yrj Yij Yrj

Teniendo en cuenta todas las condiciones, el vegtgue es sustituido en la
base por; debe cumplir la siguiente condicion:

TBr _ min {@/yzj > 0} . (2.6)
Yrj g Yij

Hasta ahora se ha probado que el veatague verifique el criterio (2.6) puede
ser sustituido en la base y se obtiene una nueva soluaitibléabasica. Veamos
, . . A . . , ..
en gqué condiciones la solucién; es mejor queg. Es decir, en qué condiciones
se verifica

A AT A T
Z=CpXp> CpXp = 2.

A
Calculamos el valor de separando el sumanao
m m
A AN A AN A N
Z= Z CBiTBi= CpiTRi + CrTpy .
=1 =1

2

i;w
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. . . . A A
Teniendo en cuentaque para 1,...,m, ¢ # r setienepg;= cp; y quecp,= ¢j,
sustituyendo en la formula anterior,

A Yij IBr
z= > cpi(Tp —rp,~—) t ¢ = (%)
i1 rJ yrj
iFET
Dadoquesi =r
yrj
CBT(:EBT - xBr_) - 07
yrj

en el sumatorio se puede quitar la condiciGA r y se tiene

m

ij X Br
(*):ZcBi(xBi_xBr£)+cj B .

i=1 yrj yrj

Haciendo calculos

m m

A X Br X Br X Br

zZ= E Cpip; — —— E cBZ-yij + Cj =z — (Zj — Cj).
i=1 Yrj i=1 Yrj

] yrj

Se puede concluir que
A TBr

= Z —
Yrj

(zj —¢j). (2.7)

Por tanto,

T i
B?A (Zj — Cj) Z 0 «— B‘T
Yrj Yrj

2>z = - (z; —¢;) <.

Comozg, >0 e y,; >0,8iz; —c; <0, entonce§2 Z.

El criterio que debe cumplir un vectar para entrar en la base a sustituir al
vectora, es tener un valor asociadg — ¢; < 0. Es usual elegir entre todos los
valores negativos el menor, seleccionando para entrarlmaskael vectoa, que
cumpla el siguiente criterio:

2, — ¢ = min{z; — ¢j/z; —¢; < 0}. (2.8)
j

O
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42 Tema 2. El método simplex

2.4.3 Reglas de seledm para el cambio de base

El proceso demostrado en el teorema de mejora consiste @n @ha basd3,
calcular la solucion factible basica asociada y el valiadfuncion objetivo; a
continuacion se elige un vectay, para entrar en la base a sustituir al vector

- A - .y -
de la base; asi se obtiene una nueva Ipagee proporciona una solucion factible

A . .y
y tal z es mayor o igual que. Las reglas de seleccion de los vectores son las
siguientes:

1. Regla para elegir el vector que entra en la baEatra el vecton,, tal que

2, — ¢ = min{z; — ¢j/z; —¢; <0}
J

Esta regla garantiza que cuando se calcula una nueva@oklcitievo valor
., .. . A,
de la funcion objetivo es mejor, es deci z.

2. Regla para elegir el vector que sale de la baBévectora, sustituye en la
base a un vectat, tal que

B min {xBi/yik > 0}
Yrk v Yik

. ., . A
Esta regla garantiza que la nueva solucion es factibleg@sxiz > 0.

2.4.4 Formulas para el cdlculo dech y P

Teniendo en cuenta las anteriores reglas de seleccioredilnde entrada y de
salida, las formulas (2.5) y (2.7) para calcular la nuevacson factible basica y
el nuevo valor de la funcién objetivo quedan fijadas de laisigte forma:

1. Calculo de la nueva solucion.

A TBi —TBr—— G F£T

Xp= ka (29)
ZBr =7
Yrk
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2. Calculo del nuevo valor de la funcion objetivo.

A I By

=z —
Yrk

(2x — cx) (2.10)

Ejemplo. Aplicar el teorema anterior al problema lineal

max z = 4x;+ dr9 + x3
sujeto a

T+ 20 + 73 <8

—x1 — 229 + 13 < =2

T1,%o, 23 >0

El primer paso es obtener la forma estandar del modelo simrlas variables de
holguraz, y x5 y haciendo todas las componentes del vebtaoop negativas.

max z = 4xq + dbxg + x3 + 0x4 + Ox5

sujeto a
Ty +x9+ T3 +24 =8
T, + 225 — T3 —r5 =2

Ty, T2, T3, T4, T5 Z 0

Comenzamos eligiendo una base, por ejemplo la formada paolamnas
primeray cuarta de la matriz de coeficientes. Calculamosllei®n basica
-1
. 11 8 0 1 8 2
XBp = B b= = —
10 2 1 -1 2 6

Esta solucion es factible y, por tanto, pertenece a laregg soluciones. El valor
de la funcion objetivo es

z=chxp = (4,0) =38.
6
Veamos si el valor de la funcién objetivo puede mejorar.

Selecobn del vector de entrada.Calcular los valores, —cy, 23 —c3 Y 25 —c5
asociados a los vectores no basiagsas y as.
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e Calculo dezy — cs.

1 0 1 1 2
aQ — s y2 = BilaQ = — s
2 1 -1 2 -1
2y — Cy = Chys — o = (4, 0) —-5=3 > 0.
—1

e Calculo dez; — cs.

1 B 0 1 1 —1
az = ,ys = Bag = = ;
—1 1 -1 —1 2
23 —c3 = (4, 0) N —1=-5 < 0 — Puede mejorar.
2

e Calculo dezs — cs.

0 B 0 1 0 -1
as = y Y5 = B a5 = = )
—1 1 -1 —1 1
-1 )
25 — 5 = (4,0) — 0= -4 < 0 — Puede mejorar.
1

Tenemos dos opciones para mejorar el valor de la funciaetiobj el vector
a3z Y el vectoras. Se elige el que debe entrar en la base utilizando la regla de
entrada
zk—ck:mjin{zj—cj/zj—cj <0} =

=min{z3 —c3 = =5, 25 — 5 = —4} = —b.
Entra en la base el vectas.

Selecobn del vector de salida.Para determinar el vector que debe salir de la
base, tenemos en cuenta el vector de coordengglasel vector soluciorz:

Y13 —1 IB1 2
y3 = = ) XB = =
Y23 2 TB2 6
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Sale de la base el vectay que verifique la regla de salida,

T % . 6
2 :mjn{x—B/yi3>0}:m1n{@:—}:3.

Yr3 Yi3 Y23 2

Se elige para salir el segundo vector de la base, es deciCambia la base, la
solucion basica y el valor objetivo.

e Calculamos la nueva solucion con la formula (2.9).

1
%Blz Ip1 — ZEBQ@ =2-06 (——) =9,
Y23 2

A B2 6
rpy= —— = — = 3.
Yoz 2

e Calculamos el valor de la funcion objetivo con la formual().

6
Bm = P20 —cy) =8 — —(—5) = 23.
Y23 2

La nueva soluci(’)&B es factible y mejora el valor de la funcién objetivo. El
teorema se puede aplicar nuevamente (nueva iteraciompegirdasta que todos
los valores:; — ¢; sean no negativos. Cuando se cumple esa condicion la&eluci
es Optima; esta condicion se recoge en el siguiente teorem O

Teorema 2.4.2 (Condiciones de optimalidad)Sea el problema lineal en forma
estindar

max 2z = CTX
sujeto a

Ax=Db

x>0

SeaB una base elegida en la matri¥ y seanxz = B~!b la solucbn factible
basica asociada y = cLxp el valor de la funddn objetivo. Si para todos los
vectoresa; de la matrizA los valoresz; — ¢; son mayores o iguales que cero,
entoncesxp es soluadn factible sicadptima para el problema.
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2.4.5 Solucbn 6ptima no acotada

Como observamos en la solucion gréfica, en algunos casadoeloptimo de la
funcion objetivo no es finito. Las condiciones para que lagon sea no acotada
son las del siguiente teorema.

Teorema 2.4.3Sea el problema lineal en forma aatar

max 2 = CTX

sujeto a
Ax=Db
x>0

SeaB una base elegida en la matriz y seanxz = B~'b la solucibn factible
basica asociada y = cLxp el valor de la funddn objetivo. Si existe un vectay,
en la matrizA, tal quez, — ¢, < 0y, para ese vectas,, todas las coordenadas
vk, © = 1,...,m, sSOn menores o iguales que cero, entonces la smudel
modelo es no acotada.

Demostracbn. Seaxz una solucion factible basica. Por ser solucion verifica |
restricciones del problema

Tpia; + Tpods + - - + Tppa, = b. (2.11)

Si existeay, tal quez, — ¢, < 0, es posible mejorar el valor de la funcidn objetivo.
Pero, dado que,;, < 0 paratodoi = 1,...,m, no es posible sustituir ningan
vector de la base para obtener una nueva solucion basgcaegufactible. Sin
embargo, se puede dar una solucién (no basica) factildalguaz un valor que
tiende a infinito, es decir, el valor de la funcion objetien&sno acotado.

En la formula 2.11 se puede sumar y resfay,, siendod cualquier valor real
positivo. Se obtiene

rpiay +xrpoas + -+ Tpma, — Hak -+ Hak = b,
> apia; — bay + fa; = b. (2.12)

=1
a; es un vector que no esta Bny se puede escribir como combinacion lineal de

los vectores d@3,
m
ap = Zyikai-
=1
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Sustituyendo en la ecuacion (2.12) el veetpipor su expresion en funcion de la
base, la solucion se puede escribir de la forma

i Tpia; — 0 i yika; + ta, = b.
=1 =1

Haciendo calculos .
Z(xBi — Gyzk)al + Gak = b.

=1
Asi, se obtiene la siguiente solucion que dependerdel vectores y, por tanto,
es una solucion no basica.
rp1 — Oyix

T2 — Oyar,

TBm — Hymk

= 0 . (2.13)

0
Teniendo en cuentaque;; > 0, y <Opara i=1,...,myqued >0
xBi—Hyl-kZO, 221,,m

y, por tanto, la solucién es factible. El valor de la funcibjetivo en esa solucion
A m m m
Z= Z cgi(rpi — Oyir) + cil) = Z cpirp; — 0 Z CBiYik + ckd =
=1 =1 =1

=z2—0z, 4+ 0c, =2 —0(2 — k).

A . ./ . .
Comoz, — ¢ < 0, z crece en funcion de y la solucion 6ptima del problema es
no acotada. 0
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Ejemplo. Calcular la solucion del problema

max z = —3r;+ 279
sujeto a

T — X2 <5

21 — 3x9 < 10

1,72 >0

La forma estandar

max z = —3x1 + 2z + 0x3 4+ 024
sujeto a

I —XT2 +ZL‘3 =5
2[[’1 —3[[’2 +I4 =10

X1, Ta, T3, T4 Z 0

Elegimos la bas® = (a3 a4) y calculamos la solucion basica

3
10

XBp = Bilb =

Esta solucion es factible y el valor de la funcion objetago

z=chxp = (0, 0) = 0.

10

Aplicamos el teorema de mejora.

e Calculodez; — ¢;.

1 10 1
a; = s yl = Bilal -
2 01 2
- 1
21— =cgyr —c = (0, 0) ) —(=3)=3.
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e Calculo dezs — c5.

—1 10 —1 —1
aQ — s y2 — BilaQ — — s
-3 0 1 -3 -3
—1
ZQ_CQZCEyQ_CQZ(O,O) —2=-2.
-3

Aplicando la regla de seleccion,
min{z; —¢;/z; —¢; < 0} =min{zy — ¢y = -2} = -2,
J

se elige para entrar en la base el veator

Para elegir el vector de salida vemos que todas las coordgiadl vectoy,
son negativas y, por tanto, ningn vector puede salir dasa.bSe cumplen las
condiciones del Teorema 2.4.3 y la solucion es no acotada.

Como el problema tiene sbélo dos variables originales, paderesolverlo
graficamente para observar que la solucion es no acotada.

T2

Vil,‘."max X1

25(]1 - 3!52 =10

ZE1—$2:5
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2.4.6 Solucione®ptimas maltiples

En la solucion grafica hemos visto que puede existir masdesolucion 6ptima
para el problema; se dice que el problema tisokicionesbptimas naltiples u
optimos alternativos Este tipo de soluciones se puede encontrar para variables
acotadas, o para variables no acotadas.

En los siguientes teoremas se dan las condiciones de et optimos
mdltiples.

Teorema 2.4.4 Sea el problema lineal en forma aatlar

max 2 = CTX

sujeto a
Ax=D
x>0

SeaB una base elegida en la matri y seanxz = B~'b la solucibn factible
basica asociada y = c£xp el valor de la funddn objetivo. Si para todo vector
a; de la matrizA se verifica que;; — ¢; > 0, entoncescp es soluddbn dptima.
Si, adenas, existe un vectai, no perteneciente a la base tal qug— ¢, =0y
alguna coordenaday;, > 0,7 = 1,...,m, entonces existen solucion@stimas
maltiples.

Demostracibn. Seaxp una solucion factible basica. Dado que para tage A

se verifica que; —c; > 0, por el Teorema 2.4.2 podemos decir guees optima.
Si existea;, que no pertenece a la baBey tal quez, — ¢, = 0y, para es&

existey,, > 0, entonces,; puede entrar en la base y sustituit,ague verifica

IBr . Tpi
B :mm{ B/yik>0}.
Yrk g Yik

. A ., . , A
Se tiene una nueva bapey una nueva solucion factible basikg.
El valor de la funcion objetivo en la nueva solucion

A B
= Z —

"z —cp)=2—0=2z.
yrk<k k>

A ., , . ., ..
Por tantoxp es también optima, dado que el valor de la funcion olpetis el
mismo que el obtenido exj. O
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Teorema 2.4.5Sea el problema lineal en forma aatar

max =z :CTX

sujeto a
Ax=Db
x>0

Seanx,, ...,x, soluciones factibles d&sicasoptimas. Entonces las combina-
ciones lineales convexas generalizadas son soluciongbl&ésbptimas.

Demostracbn. Seax el vector de todas las combinaciones lineales convexas.

x:i,uixi, w; >0, 1=1,...,p, iuizl.
i=1

i=1
Probemos qu& es solucion, factible y optima.
1. x es solucion.
Dado quex;, i = 1,...,p, es solucion, se verificAx; = b. Entonces,

1=1 i=1 i=1

Por tantox es solucion.

2. x es factible.
Porserx; >0y u;, >0, 1=1,...,p, entonces

X = i,uixi > 0.
i=1

Por tantox es factible.

3. x es optima.
Setiene que;, i = 1,...,p, es optima, es decit’ = c’x;. Entonces,

p p p
c'x=c" E WX, = E MzCTXz =2z E i = 2.
i=1 i=1 i=1

Por tantox es 6ptima. 0
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En las condiciones del Teorema 2.4.4 y del Teorema 2.4.5)tsenen solu-
ciones Optimas multiples con variables acotadas peredgu existir soluciones
optimas multiples para valores no acotados de las vasabtjue den a la funcion
objetivo un valor acotado. El siguiente teorema da las comies en las que se
obtienen ese tipo de soluciones al aplicar el teorema deranejo

Teorema 2.4.6 Sea el problema lineal en forma aatar

max 2z = CTX
sujeto a

SeaB una base elegida en la matriz y seanxz = B~'b la solucbn factible
basica asociada y = cLxp el valor de la funaddn objetivo. Si para todo vector
a; de la matrizA se verifica que;; — ¢; > 0, entonces la soludbhxz esoptima.
Si existe un vectos, que no est en la base tal que, — ¢, = 0y todas sus
coordenadasy;,,7 = 1, ..., m, SONn menores o iguales que cero, entonces existen
solucione®ptimas niltiples con valores no acotados para las variables.

Demostracbn. Las soluciones se calculan como en el Teorema 2.4.3 y son
del tipo (2.13).
De la misma forma que en el mencionado teorema el valor de&dmo obje-
tivo es
Z= 2 — 0(z — cx).

A ..
En este caso comg, — ¢, = 0, se cumplez= z. En estas condiciones las
. AN . . .
soluciones del tipax obtenidas como en el Teorema 2.4.3 son Optimas. O

2.4.7 Solucon factible basica inicial

Para dar la solucion 6ptima de un modelo lineal en forménekstr, comenzaremos
con una solucion factible basica. Si se elige como prirhasgB = I, la solucion
factible basica asociada se calcula facilmente daddBjue= B = 1. Una vez
calculada la primera solucion se aplica el Teorema de méjasta que se verifican
las condiciones de optimalidad dadas en el Teorema 2.4.2.

Para elegir como primera baBe= I se pueden dar dos casos.
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Caso 1. Primera base formada por variables de holgura.
Si el modelo inicial es

max z = CTX

sujeto a
Ax<b
x>0

conb > 0, para escribirlo en forma estandar sumamos un vectde
variables de holgura.

max z =c'x+ 0y
sujeto a
Ax+1Iy=Db
x,y >0

Asi podemos elegir la bad® = I. Entonces, B~! = Iy hacemos los
calculos correspondientes a esta base.

e Calculo de la solucion.
xg=B 'b=Ib=b > 0.

La solucion es factible.
e Valor de la funcion objetivo.

z = chB = OTxB =0.

e Para todos los vectores de la matrizA se realizan los siguientes
calculos:

— Vector de coordenadas.
y]' = Bflaj = Iaj = aj.

— Calculo dez; — ¢;. Por ser todos los vectores de la base elegida
B de holgura, el vectat’;, = 0.

—cly. =0 = —¢.
2j—c;=cgy; — ¢ =0—c; = —c¢j.
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La ventaja de elegir como primera base la canonica es qualasios aso-
ciados a esta primera base coinciden con los parametrpsat#éma.

Ejemplo. Sea el modelo lineal

max 2z = 2x1 + 3z9
sujeto a

311+ 29 <2

T — 22 <3

1,29 >0

Sumando variables de holgura, la forma estandar del medelo

max 2z = 2x1+ 3x9 + 0x3+ 024

sujeto a

3r1 + 72 43 =2

1 — X2 +x4 = 3

L1, T2, T3, T4 Z 0

ElegimosB = (a3 a;) =I.

e Calculo de la solucion.

2 2
XBp — Bilb =1 =
3 3
La solucion es factible.
e Calculo del valor de la funcién objetivo.
z=chxp = (0,0) = 0.
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e Calculo de los vectores de coordenaglay de z; — ¢; para todos los
vectores de la matriA.

3 . 1 0 3 3
0 1 1 1
T 3
Zl—Clchyl—Clz(0,0) —2=-2.
1
1 . 10 1 1
Ay = —>y2:B gy = = s
—1 0 1 —1 —1
- 1
Zg — €y = CcgYys — 2 = (0,0) —3=-3
—1
1 10 1 1
az = — y3=B a3 = = )
0 01 0 0
T 1
23 —c3 =cgys —c3 = (0,0) —-0=0.
0
0 1 0 0 0
ay = — y4IB aq = — )
1 0 1 1 1
2’4—04:0%)’4—04:(070) —0=0
1

Caso 2. Variables artificiales en la base inicial

Si el modelo tiene restricciones con igualdad o restricesotel tipo> y
con la componente del vectbmo negativa, entonces no es posible obtener
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como primera base la canonica formada por vectores de taoldlara re-
solver este inconveniente y poder elegir como primera lzasarionica uti-
lizaremos variables auxiliares, a las que se les da el noddvariables
artificiales Lo vemos en el siguiente ejemplo.

Ejemplo. Sea el modelo lineal
max 2z = 3x1+ Ta
sujeto a
T+ 29 <3
T+ 2w9 > 2
T1,29 > 0

Para obtener la forma estandar sumamos y restamos a la@greegunda
restricciones, respectivamente, las variables de holguyar,.

max z = 3561 + 29 + 0373 + 0374
sujeto a

T+ 39 a3 =3

1+ 233‘2 —Ty4 = 2

X1, Ta, T3, T4 Z 0

No podemos elegir en la matriz de coeficientes del sisterdefdidad. Para
poder hacerlo sumaremos tantas variables artificiales seamonecesarias.
En este caso si sumamos a la segunda restriccion la vaaidifigial w, >

0, las restricciones son

T1+ T2 A3 =3
Ty + 225 —x4t+w; =2
Asi podemos elegir la base canonBa= (a; a,,1) y la solucion asociada
es factible.
10 3 3

XB:B_lb: —_=
0 1 2 2

El vectorx g no es solucion para el problema inicial porque= 2 > 0y, por
tanto, la restriccién; + 225, — x4 = 2 no se verifica. O
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2.4.8 Tabla del metodo simplex

Una forma ordenada de proceder para calcular la solugéimé de un modelo
lineal en forma estandar es recoger los céalculos asocegdada base en unatabla,
llamadaTabla del simplexEl proceso siempre empieza eligiendo la base canonica
en la matriz de coeficientes. Si una vez obtenida la forma estandar no es posible
elegir la base canonica formada por variables de holguaBagen tantas variables
artificiales como sean necesarias. La tabla del simplexsgugente:

Variables originales Variables auxiliares
T e Tn Ln+1 Ce Z;
21—C ... Zp—Ch | Zpn41 —Cpy1 .- 25— C5 L z
CB1 api Y11 Ce Yin Y1,n+1 Ce Y15 ... | T
Cpi | AB; Yin ces Yin Yin+1 e Yij «+- | TBi
CBm | ABm Yma oo Ymn Ym,n+1 R Ym,j -«+ | TBm

e Sobre la tabla se tienen las variables originales del modelo. ., z,, y las
de holgura y/o artificiales que se han anadido al modglg, ..., z;,.....

e En la primera columna los vectores basicasi,...,ag,,...,ag,,. Fuera
de la tabla estan las componentes basicas dg, ..., cgi, ..., CBm-

e En el resto de las columnas aparecen las coorderngdde todos los vec-
toresa; del modelo en funcion de la base.

e La Ultima columna de la tabla contiene las componentes dmllzcion
factible basicaxg:,...,zBi, ..., TBm-

e En la primera fila los valores indicadores— c;. El Gltimo valor de la fila,
z, es el valor de la funcion objetivo.

Ejemplo. Para el ejemplo de la pagina 54 escrito en forma estaladi@bla
del simplex asociada a la base canonica es la siguiente:
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O
Si, como en el ejemplo, sblo se utilizan variables de halgara obtener la
primera base, la tabla del método simplex se puede eserilfimcion deB de la
siguiente manera:

r1 Ty ... Tp Tntl Lpt2 -« - Tptm
Tp-1 T Tp-1 T
cgB7A —c¢ cpzB CpXp
Cp B B 'A B! XB

En la primera tabld~! = 1. Pero, sea cual sea la base para la que se estén
haciendo los calculos, en esas mismas columnas (las pordigntes a la ma-
triz identidad de la primera tabla) siempre se encuentraal@inB ! de la base
correspondiente a la tabla. Si, como en el ejemplo antdéaigmimera base esta
formada por variables de holgu®, ! se encuentra donde se expresa en la tabla
anterior. En el caso de utilizar variables artificiales, bag identificar las colum-
nas que proporcionaB 1.

2.5 Metodo de penalizadn

Este método se debe utilizar cuando en la forma estandas mpmsible elegir
como primera base la canbnica. Para resolver este prolslem@aden variables
artificiales como hemos visto en el ejemplo de la pagina 56.

Las variables artificiales en las restricciones cambiaontdadilacion original
del problema. Una solucion para el problema con variahtificeales no sera
solucion del problema original si alguna variable artficds mayor que cero.
Para evitar la existencia de este tipo de variables en ladsea es necesario

OpenCourseWare, UPV/EHU



2.5. Método de penalizacibn 59

penalizar la funcion objetivo. Esta penalizacion delegasar que el valor de la
funcion objetivo sera muy desfavorable si alguna vaealbtificial es positiva.

Ejemplo. Sea el modelo lineal

max z = —dxq, + 6x9 + Tx3
sujeto a
2[[’1 + 101‘2 — 6!['3 Z 30
5)

§x1 — 3x9 4+ 53 < 10
21‘1 + 21‘2 -+ 21‘3 =5
Ty, 22,23 > 0

La forma estandar sumando las variables artificiales agesspara obtener la
matriz identidad y penalizando la funcién objetivo es gugnte:

max z = —dxq + 6x9 + 7x3 + 024 + 0x5s — Mw; — Mwy

sujeto a
21 + 10xy — 623 —x4 4w =30
321 — 3wy + By +x5 =10
2x1 4+ 219 + 213 4wy =5

Xy, T2, I3, T4, T5, W1, W2 Z 0

Para obteneB = I se han afadido 2 variables artificiales,, w, y se ha
penalizado la funcién objetivo call positivo y todo lo grande que sea necesario.
La base canonica inicial 88 = (a,, as a,,) Y el vectorch = (—M, 0, —M).

La tabla para este ejemplo es la siguiente:

T To T3 Tg Ty W1 W2
—4M +5 —12M -6 4M—-7| M 0 0 O0|-35M
—M | a, 2 10 -6 |-1 0 1 0 30
0] as 5 -3 5 0 1 0 0 10
—M | a,s 2 2 2 0 0 0 1 5
O
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2.6 Algoritmo simplex

Consideremos un problema escrito en forma estandar demizaion, con las

variables artificiales que sean necesarias, para podar etego primera base
B=1

Paso 1.Construir la tabla inicial.
Paso 2.

e Siexistez; —¢; < 0, entonces la solucion se puede mejorar. Ir al Paso
4.

¢ Si para todo vectos; de la matrizA se cumplez; — ¢; > 0, entonces
no se puede mejorar. Ir al Paso 3.

Paso 3.

¢ Sien la base hay alguna variable artificial con valor pasitjel pro-
blema es infactible Parar.

e Sino hay variables artificiales en la base, la solusigrde la tabla es
optima.

* Si para todos los vectores; de la matrizA que no estan en la
base se cumple; — ¢; > 0, entonceskp essolucion optima
Unica. Parar.

* Si existe un vectorn; de la matrizA que no esta en la base tal
quez, — ¢ = 0y, para ese vector, alguna coordenggla i =
1,...,m, €S mayor que cero, entonces se puede calcularusa
solucion factible basicadptima. Ir al Paso 5.

* Si existe un vector, en la matrizA que no esta en la base tal
quez, — ¢, = 0y, para ese vectoty;, < 0, ¢« = 1,...,m,
entonces el problema tiers®lucionesoptimas mdltiples, pero
no son soluciones basicas. Parar.

1Si no hay variables artificiales con valor positivo y hay algwariable artificial con valdy se
pueden dar dos casos: solucidon degenerada o ecuacionesaades. (Ver ejemplos en la pagina
79)
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Paso 4.
¢ Siexiste un vectas; tal quez; —c; < 0y su vector de coordenadgs

no tiene componentes positivas, entonces la soluciGexotada
Parar.

e Si existe un vecton, tal quez; — ¢; < 0y para ese vector alguna
coordenada;; es mayor que cero, ir al paso 5.

Paso 5.Seleccion de la nueva base.
e Entra en la base el vectay que cumple
2, — ¢ = min{z; — ¢;/z; —¢; < 0}.
J

La columnak es lacolumna pivote

e Sale de la base el vectay que cumple

IBr . B
5 :m_ln{ B/ym>0}.
Yrk t Yik

La filar es lafila pivote.
Pivote: y,., pertenece a la columna pivote y a la fila pivote.
Paso 6.Calcular la nueva tabla

e La filar de la nueva tabla se calcula dividiendo la filae la tabla
actual por el pivotey, ;..

e Paras =1,...,m, i # r, nueva filai= fila 7 actual- m; x fila pivote.
El multiplicadorm; = ?y“;, i1=1,....m,i#r

¢ Nueva fila de indicadores= fila de indicadores actuail, x fila pivo-
te. El multiplicador para esta fila @g, = 22—t

Yrk
Ir al Paso 2.

En el caso de que el problema tenga 6ptimos multiples saleghn las nuevas
bases 6ptimas hasta que no se repitan las ya calculadas.
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2.7 Solucon de modelos lineales

Ejemplo 1. Solucbn 6ptima Unica.

max z = 6xy+ 4xe+ dxs+ bxs
sujeto a

T1+ 2o+ a3+24 <3

201+ a0 +4x3 + 24 < 4

r1 + 229 — 223+ 324 < 10

X1,T2,T3, T4 Z 0

La forma estandar del modelo es

max z = 6x; + 4xs + 5x3 + dxy + Ox5 + Oxg + 027

sujeto a
T1+To+2T3+2T4 +Ts =3
21‘1 + To + 4[[’3 + Ty +l‘6 = 4
I + 2[[’2 — 21‘3 + 31‘4 +ZL‘7 = ]_0

T1, T2, T3, T4, T5, Te, T7 Z 0

Elegimos la base canbni@ = (a5 ag a;). Hemos visto en el ejemplo de la
pagina 54 que los calculos asociados a esta base coiraddas parametros del
modelo y son los que se recogen en la primera tabla. La seguedeera tablas
corresponden a las dos iteraciones necesarias para olataodrcion optima. El
pivote aparece recuadrado y los multiplicadores fuera thbla a la derecha.
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Ty X9 T3 T4 Ty Tg Tt
-6 -4 -5 -5/ 0 0 0| 0|mg=—3
Olas| 1 1 1 1| 1 0 0| 3|m=3
0| ag 1 4 1, 0 1 0} 4
Ola;| 1 2 =2 3/ 0 0 1]10|mg=5
0 -1 7 =2 0 3 0[12|mg=—4
Olas| O L -1 [3]] 1 =5 0] 1
6lag| 1 3 2 2] 0 3 0| 2|me=1
Ola;| 0 3 —4 2} 0 -3 1| 8|mg=5
O 1 3 0| 4 1 0]16
5/a,] 0 1 —2 1| 2 -1 0] 2
6la,|] 1 0 3 0|-1 1 0] 1
0Ola;| 0 =1 1 0|-5 2 1| 3

Observamos que —c; > 0 paratodos los vectores de la matrizA. Han ter-
minado las iteraciones del algoritmo simplex. El probleieadsolucion 6ptima
Unica.
r1=1,25=0,25=0,2,=2,2: =0, 25 =0, 27 =3 y 2* = 16.

A continuacion se detallan los calculos de cada iteracio

Primera iteracion.

En la primera tabla existen valores indicadores negatiosntanto, la solucion
puede mejorar.

e \ectora, que entra en la base, — ¢, = min{z; — ¢;/z; —¢; <0},
J

min{—6, —4, -5, -5} = -6 =2, —¢; — a; entra.
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e \ectora, que saleXBr — min {xBi [y > 0} ,
Yr1 v Yi1
3 4 10
mind 2, =, — b =min{3,2,10} =2 = 221, a; sale.
1°2° 1 Y21

e El pivote esy,; = 2.

Los calculos necesarios para obtener la segunda tablacesld asociada
ala nueva basB = (a5 a; a;) son los siguientes:

e Nueva fila2: fila 2 dividida por el pivote.

1
5 (27 17 47 17 07 ]-7 07 4) = (17

. . . . 1
e Nuevafilal: fila 1 — fila pivote x m,. En este caso es; = no_ -

Ya1 2

1
(1,1,1,1,1,0,0,3)—5(2,1,4,1,0,1,0,4):

= 101)
77277277'

: . L 1
e Nueva fila3: fila 3 — fila pivote x ms. En este caso es; = Ysr _

Y1 2
1
(1,2,—2,3,0,0,1,10)—5(2,1,4,1,0,1,0,4):

3 5 1
=(0,2,-4,2,0, —=,1,8).
(727 7277277)

¢ Nueva fila de indicadores:fila de indicadores- fila pivote x mq. En este
21— C 6
- —— =3,

caso esng =
Y21 2

(—=6,-4,-5,-5,0,0,0,0)— (—3)(2,1,4,1,0,1,0,4) =

:(07_1777_2,0,3,0,12).
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Segunda iteracon.

En la segunda tabla existen valores indicadores negatipos tanto, la solucion
puede mejorar. Los calculos se hacen como en la iteraaitniar.

e \ector que entra:

min{—1, -2} = =2 = 2, — ¢4, — entraay.

Vector que sale:

1. 1.5 16
2:—,8:5}:min{2,4,—}:2:@H saleas.

min{1: =,
2'7 2 5 Y14

. 1
El pivote esy,4 = oL

e Nueva filal:
1 1 1
2(0,5,—1,5,1,—5,0,1):(0,1,—2,1,2,—1,0,2).
¢ Nueva fila2. Multiplicador: my = Yot _ 1,
Y14
(11210102) 1(01 T 101)—
727 7277277 727 7277 277 -
=(1,0,3,0,—-1,1,0,1).
e Nueva fila3. Multiplicador: m3 = Y1 _ 5,
Y14
3 5 1 1 1 1
0,-,-4,-,0,—=,1,8-5(0,-,-1,=-,1,—=,0,1)=
( 727 727 b 27 7) ( 727 727 b 27 7)

=(0,-1,1,0,-5,2,1,3).
Z4 — Cy

Y14

Nueva fila de indicadores.Multiplicador: mq =

— 4,

1

1
0,-1,7,-2,0,3,0,12)+4(0, ,—1,5,1,—5,0,1):

DO | =

=(0,1,3,0,4,1,0,16).
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Ejemplo 2. Problema infactible. Ejemplo de la pagina 59.

max z = —bdx1 + 629 + 7Tx3 + 024 + 05 — Mw; — Mws

sujeto a
21+ 1029 — 623 —x4 4w, =30
2x1 — 3w + Has +5 =10
221 + 229 + 273 4wy, =5
T1, To, T3, T4, Ty, W1, Wo >0
T T9 T3 T4 Ty W1 w2
—4M +5 —12M —6 4M -7 M 0 0 0| —35M jmo = =1201=6
—M lay, 2 10 -6/ -1 0 1 0 30/m; =5
0| as s -3 500 1 0 0 10{mg = —3
—M fas 2 21 0 0 0 1 5
8M + 11 016M —1| M 0  06M+3[-5M+15
—M layn -8 0 -16/-1 0 1 =5 5
0| as 4 0 8 0 1 0 3 %
6| ap 1 1 Il 0 0 O : 2

Se observa en la tabla qug— ¢; > 0 para todos los vectoreg de la matriz
A. Las iteraciones del algoritmo simplex han finalizado y sedeuconcluir que
el problema original no tiene solucbn porque hay una variable artificial en la
base optima con valor positive, = 5. O
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Ejemplo 3. Solucioneptimas mdltiples.

min z = 3z; + 629
sujeto a
T+ 219 > 4
1 +x2<5H
3x1 + 4x9 > 10
x1,22 >0
El problema en forma estandar de maximizacion y afadi¢eslvariables artifi-
ciales necesarias es

max (—z) = —3x; — 6x9 + O0x3 + 0zy + 025 — Mw; — Mws

sujeto a
r1 219 —x3 +wy =4
T  +xo +x4 =5
3r; +4zs —s +wy, =10

X1, T2, T3, T4,Ts, W1, W2 Z 0

En la solucion grafica podemos ver que el problema tienecgnies 6ptimas
mdltiples.

1)

T —|—2.CL'2 =
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Z1 T2 T3 T4 T wy Wo
—4M +3 —6M 46 M 0 M 0 0| —14M | mo= =846
a1 1 -1 0 0 1 0 4
ay 1 1 0 1 0 0 0 5| my =1
Ayo 3 4 0 0 -1 0 1 10 | mg = 2
-M Ofl2M+3 0 M 3M-3 0 [-2M —12 | mo = =2M43
as % 1 —% 0 0 % 0 2 my = —i
ay % 0 % 1 0 —% 0 3 My = %
Ay 1 0 0 —1 —2 1 2
—3 0 0o o0 3 M M-3|  —15|my=—15
3 1 1 5 3
1 1 1 5 1
1 1 1
as 5 0 I 0 —3 -1 : 1
0 0 3 0 0 M-3 M —12 | myg=20
3 1 3 1
ay 0 0 -z 1 3 s -3 2| my=1
a; 1 0 2 0 -1 -2 1 2| mg= -2

En la Gltima tabla se tieng — c; > 0 para todos los vectores de la matriz del
sistema; no hay variables artificiales en la base 6ptimartagnto, en la tabla se
tiene una solucion factible basica 6ptima para el prolaleUna solucion 6ptima:

Esta solucion corresponde al puntale la grafica.

Este problema tiensolucionesoptimas miltiples porquez; — ¢ = 0. Una
nueva iteracion nos proporciona la siguiente tabla 6gtim
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Ty Ty T3 Ty T Wy We
0 0 3 0 0 M-3 M|-12
Olas| O 2/-3 0 1 3 —1 2
Olag| 0 —1 1 1 0 —1 0 1
—3la;| 1 21—-1 0 O 1 0 4

Nueva solucion éptima:
x1=4,25=0,25=0, 2y =1, 2f =2, 2* =12.

Esta solucion corresponde al puri2ale la grafica. Los puntos del segmento que
unenAy B son también soluciones 6ptimas.
O
Ejemplo 4. Solucbn no acotada.

max z = I — 3o
sujeto a

2x1 + 219 > 4

—4x1 — 229 < —6

21,2 > 0
Forma estandar con penalizacion

max z = x1 — 3x9 + 0x3 + Oxy — Mwy — Mws

sujeto a
21‘1 + 21‘2 —x3 +wq =4
41‘1 + 21‘2 —T4 +wy = 6

X1, T2, T3, T4, W1, W2 Z 0

Las tres iteraciones del método simplex necesarias pdea@bla solucion
son las siguientes
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X1 X9 T3 T4 wy W2

—6M ~1 —4M+3| M M 0 0| —10M
M | ay 2 21 —1 0 1 0 41 1

M | Ay 2 0 —1 0 1 6

0 -M+I| M -im-1 0 3M+3%|-M+32

M| Ay 0 ~1 1 1 ~4 1
1| a 1 : 0 —3 0 i 5| 3

0 0| £ -2 M-I M+2 —2

3| ay 0 1| -1 3 1 -1 1
o 1 IR e D | Y

0 4|-1 0 M+1 M 2

0| ay 0 2| =2 1 2 —1 2

1]y 1 1| -1 0 : 0 2

23 — c3 < 0y todas las coordenadag < 0. La solucion es no acotada.
T2
e
i —4x1 — 229 = —6
.max .
\
221 + 229 =4
NS
O
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2.8 El méetodo de las dos fases

Este método es analogo al método de penalizacion. Beautambién, cuando
es necesario el uso de variables artificiales para la primeseB = I. Si el
problema tiene solucion se trata de obtener una tabla endae cumplan las
condiciones de optimalidad y en la que no haya vectorescaatéds en la base.
En el método de penalizacion ésto se consigue penabzianfilincidon objetivo,
y en el de las dos fases minimizando la suma de las varialilésiales en una
primera fase del método.

1. Primera fase En esta primera fase se tienen en cuenta las restricciohes de
problema pero, en lugar de utilizar la misma funcion obgese optimiza
la suma de las variables artificiales. El objetivo sera minar esta funcion
y el minimo, si el problema original tiene solucion, delee sero. Para
obtener la solucion en esta primera fase se utiliza el éhgorsimplex que
puede conducir a una de las dos siguientes posibilidades:

e Si el valor de la funcién objetivo de esta primera fase esangue
cero, entonces el problema inicial no tiene solucion.

e En caso contrario, existe solucion y para calcularla séimioa en la
segunda fase.

2. Segunda fase En esta segunda fase la funcién objetivo que se optimiza
es la del problema inicial partiendo de la tabla 6ptima derimera fase.
En esa tabla 6ptima s6lo cambia la fila de indicadores. @zecalculada
la nueva fila de indicadores, se continta con las iterasioet algoritmo
simplex hasta conseguir las condiciones de optimalidad.

Ejemplo 1.

max z = 2x1 + 319 — bxs
sujeto a
201 4+ 229 + 223 = 14
—2x1 + 51y — 23 < —10

Ty, T2, 23 >0
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Primera fase. Para aplicar el algoritmo escribimos las restricciones en
forma estandar utilizando las variables artificiales sadas para elegir
como primera base la canonica. La funcion objetivo de im@ma fase

es

min 2 = w; + ws.

El problema en forma estandar es
max (—2z') = 0z1 + 02y + 023+ 02y — w1 —wy

sujeto a

2[[’1 + 2[[’2 + 2[[’3 +w1 = ]_4
21‘1 - 51‘2 -+ T3 —T4 +wy, = 10

T1, T2, T3, T4, W1, W2 Z 0

T1 Ty XT3 Ty W] We
—4 3 =3 1 0 0] —24

2 2 0 1 0 14 1
1 10

—1law| 0 [7] 1] 1 1 =1 4
o a1 -5 4l-b 0 3| 5%
0o 0 0| 0 1 1| o
of w0 H ]
Ol a| 1 0 %]-7 35 7| 7

Se ha obtenido el 6ptimo para la primera fase, dado que pdos tios
vectores de la matriA se tienez; — ¢; > 0. El valor de la funcion objetivo
es cero y, por tanto, el problema inicial tiene solucion.
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Segunda fase.Optimizar la funcion objetivo del problema inicial

max z = 2x7 + 3xrs — dxs.

Partimos de la tabla 6ptima de la primera fase. Al consideraueva
funcibn obijetivo, la fila de indicadores cambia y se tiene

0
oz —c1=(3,2) —2=0,
1
1
e 2 —cy=1(3,2) —-3=0,
0
1
7 20
e —c3=(3,2) Z, +5:7,
7
: 1
.Z4_C4:(372> I _0:?7
T
4
= 102
— 7 0= =
e:=(3.2) [ |-0="+
7

En la primera tabla de la segunda fase no aparecen las cadlasoeaiadas
a las variables artificiales porque dichas variables no dorparte de la
funcibn obijetivo.

1 T2 T3 X4

0 0 B| Ll
3la| 0 1 1] 1| 2
2|a | 1 0 &1} 2

En esta primera tabla ya se tiene gye- ¢; > 0 para todos los vectores de
la matrizA y, por tanto, ya se tiene la solucion 6ptima del problema

45 4 102

* * *
T =—,Ty=2 Y 2

7 7 7
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Puede ocurrir que sean necesarias algunas iteracionelgoetrao simplex
en la segunda fase hasta conseguir las condiciones de bgéitha

Ejemplo 2. Resolver el ejemplo de la pagina 69.

Primera fase. Para aplicar el algoritmo escribimos las restriccionesoemd
estandar utilizando las variables artificiales necesa&@a elegir como primera
base la canonica. La funcion objetivo de la primera fase es

min 2 = wy + ws.
El modelo en forma estandar
max —z = 0x; +0xy + 023 + 024 — w1 —wo
sujeto a
21 + 229 —w3 +wy =

433‘1 + 233‘2 —Ty4 +wy = 6

-6 -4/ 1 1 0 0|-10
—llay| 2 2/-1 0 1 0 4|1
—1 | Ay 200 -1 0 1 6

0 -1 1 -+ o 2| -1
~1la,| 0 -1 L o1 =i
0l a| 1 4]0 -1 o i) 34

o 0] 0 0 1 1| 0
0| a| 0 1]-1 3 1 —3 1
0| au| 1 0] 3 —3 —3 3 1

Segunda fase.Partiendo de la tabla 6ptima de la primera fase tomamos la
funcion objetivo del modelo inicial

max 2z = X1 — 3Zs.

Al considerar la nueva funcion objetivo, la fila de indiceekcambia y se tiene
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Ty T2 I3

Ty
0 0| £ —2|-2
3lay| 0 1|-1 1
llag| 1 0 & -3 1]-1
0 4|—-% 0| 2
Olas| 0 2| -2 1| 2
llag| 1 1|-3 0] 2

En la Gltima tabla se tieng; — ¢3 < 0 con todas las componentes del vector
y3 hegativas y, por tanto, el problema es no acotado. O

2.9 Metodo simplex revisado

El algoritmo simplex tal como se ha presentado en las seesianteriores realiza
mas calculos de los estrictamente necesarios para oltaesmucion optima de un
modelo lineal. Una revision de dicho algoritmo evitandedalculos innecesarios
es la que se presenta em@todo simplex revisado

Sea el modelo lineal en forma estandar

max 2z = CTX
sujeto a

Ax=D

x>0

Dada una basB y xp solucion factible basica, para mejorarla se calculan los
valores indicadores; — ¢; = c;B~'a; — ¢;. Entra en la base el vectay, tal que

2, — ¢ = min{z; — ¢j/z; —¢; <0}
J
Para determinar el vector de salida se calcula el vectoralelenadas da;,. Sale

de la base, tal que
Thr _ min {xBi/yz'k > O} )
Yrk v Yik
Observamos que en los dos criterios los calculos se haitieando los datos
del enunciado B! que cambia en cada iteracion. Podemos recoger los célculo
en la siguiente tabla que es mas reducida que la tabla detlméimplex.
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Tptl Tn42 - - - Tpgm

Tp-1 T

cg | B B! XpB

Ejemplo. Consideremos el ejemplo de la pagina 62

max z = 6371 + 4372 + 5373 + 5374 + 0565 + OZCG + 0567

sujeto a
Tl + Ty + a3+ 24 T =3
21‘1 + T + 4[[’3 + Ty +l‘6 = 4
SL’1+25L’2—2$3—|—3$4 +x7 =10
Ty, o, T3, T4, T5, Tg, T7 Z 0
1 0 0 1 1 1 1
B=|l010]|, ¢c=(0,0,0, N=|21 4 1],
00 1 1 2 -2 3
cEtB™' = (0, 0, 0),
1 00 3 3
xg=B'b=| 010 4 | =1 4
0 0 1 10 10
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La tabla inicial es

Ty Te X7
0O 0 0| O
Olas| 1 O O 3
Olag| O 1 Of 4
Ofa;| O O 1,10

Calculo de los valores indicadores para vectores no ¢i&sic

11 11

1 2 -2 3

21 —c¢; = min{—6,—4, -5, -5} = -6 — entraa;.

Calculamos la columna pivote

100 1 1
yi=Bla=| 010 2 1=1 2
00 1 1 1

Sale de la base el vectay tal que

Yr1

X Br . 3 4 10
= ms =, 5, 7
121

}:2 — saleag.

La fila 2 es la fila pivote, el pivote es 2.

Multiplicador de la fila de indicadoregg.

Multiplicador de la primera fila3.

Multiplicador de la tercera fila%.

cEB'N—-ck =(0,0,00 2 1 4 1 | —(6,45,5) = (—6,—4,—5,—5).
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Tema 2. El método simplex

La nueva tabla es

Ts Te X7
0 3 0|12
Olas;| 1 -2 0| 1
6la, | 0O L 0| 2
Ola;| O -1 1| 8
1 1 10
ctB'N—-cy=(0,3,00[ 1 4 1 1 |—-(455,0)=
2 -2 30
= (—1,7,-2,3).
2y —cy = min{—1,-2} = -2 — entraa,.
La columna pivote es
1 -10 1 !
yai=Ba,=|0 1o 1=11
0 —5 1 3 5
e Pivote:l.
e Multiplicador de la fila de indicadores:4.
e Multiplicador de la segunda fild..
e Multiplicador de la tercera filab.
La nueva tabla
Ts Tg T7
4 1 0|16
S5las| 2 -1 0] 2
6la; |-1 1 0] 1
Ola;|-5 2 1| 3
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1 110
cgB'N—ci=(4,1,001 1 4 0 1 |—(45,0,0) =
2 =2 0 0
= (1,3,4,1).

No existe ningln valor indicador negativo y, por tanto,dasion es 6ptima.
O

2.10 Observaciones

1. Errores de redondea Si en las iteraciones del algoritmo simplex los cal-
culos se hacen a mano, no es necesario utilizar aproxinexi®ero, dado
que los ordenadores utilizan aproximaciones para repigdan fracciones,
puede suceder que la solucion factible basica 6ptimenidié no satisfaga
las restricciones del modelo o, siendo de la region debiitidéid, no sea
optima. El error se puede evaluar de la siguiente manerBxgi=# b, se
puede concluir que hay errores de redondeo. Si el error efisadivo, se
puede corregir calculando directamele! para corregir los errores acu-
mulados y seguir con las iteraciones.

2. Variables artificiales en la solucon optima. La existencia de variables
artificiales con valor cero en la base 6ptima indica la exisia de ecua-
ciones redundantes o bien que la solucion es degenerbdanta se puede
observar en los dos siguientes ejemplos.

Ejemplo 1. Ecuaciones redundantes.

max z =x1+ 219 — 3
sujeto a
201 — 9+ 13 =12
—21 + 229+ 23 =10
T1 + 19 + 223 = 22

Ty, w0, 23 >0
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80 Tema 2. El método simplex

Se afaden las variables artificiales w, y w3, se penaliza la funcion obje-
tivo y se hacen tres iteraciones del algoritmo simplex reee@shasta lograr
las condiciones de optimalidad.

T X9 X3 w1 W9 W3
—2M -1 —-2M -2 —4M+1 0 0 0 —44M
—M | a,, 2 —1 1 1 0 0 12| 1
—M | ay, ~1 2 0 1 0 10
—M | a,3 1 1 2 0 0 1 22| 2
—6M 6M —4 0 0 4mM -1 0 |-4M —10
—M | ay -3 0 1 -1 0 2
—1| as —1 2 1 0 1 0 10 |—3
—M | ay; 3 -3 0 0 -2 1 2| 1
0 —4 0| 2M 2M-1 O ~10
1| a 1 —1 0 ! -1 0 211
—1] ag 0 1 L 2 32
—M | a,; 0 0 0| -1 -1 1 0| 0
0 0 4RM+4 2M+3 0 B
1| a 1 0 1 2 s 0 &
2| a 0 1 1 3 20 2
—M | a3 0 0 0| -1 -1 1 0

La variable artificialw; se mantiene en la base 6ptima pero toma valor
cero. En este caso, se tienen ecuaciones redundantes. lidamoa el
modelo nos daremos cuenta de que la tercera restriccionnea de las
dos restantes. Si eliminamos la tercera restriccion, elatolineal tiene
solucion. O
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Ejemplo 2. Solucbn degenerada.

max =z
sujeto a
Ty + 51‘2 + T3 S 7

1‘1—$2+ZE3:5

=T +l‘2+3l‘3

5[E1—2[E2+[E3:5

x1,T9,23 > 0

Se aiade la variable de holgura y las variables artificialesv; y w- , se
penaliza la funcion objetivo y se hace una iteracion.

T To T3 Ty w1 w2

—3M -1 3M -1 —-2M -3 0 0 0|—-10M

0] ay 1 5 1|1 0 0 7
—M | ay, 1 —1 0 1 0 5
—M | ay» 3 -2 1| 0 0 1 5
IM+2 M-4 0] 0 2M+3 0 15

0] ay 0 6 0] 1 -1 0 2
3| as 1 -1 1[0 1 0 5
M | ay, -1 -1 0| 0 -1 1 0

En la Gltima tabla ya se dan las condiciones de optimaliéad [a variable
artificial w; esta en la base optima. La variable artificial en la base teim
valor cero, sin embargo, no nos encontramos ante el cassuecmnes
redundantes, ya que no todos los valores de la tercera fda@lwespon-
dientes a las columnas de variables del modelo originalceom En este

caso la solucion optima es degenerada.
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Se puede observar esa solucion degenerada en la sigaiblatedligiendo
en la base anterior la tercera fila como pivote y la segundarot como
columna pivote.

Ty T2 T3 T4 wy Wa

4 0 0] 0 74+M —4+M|15
Olag| -3 0 0] 1 —7 6| 2
3lag| 2 0 1|0 2 ~1| 5
llap| 4 1 0[O0 1 —-1| 0

O

3. Problema de ciclado Al elegir el vector que debe entrar en la base el
criterio puede ser satisfecho por mas de un vector. Cuafgaue verifique
el criterio puede entrar a la base sin que esta elecciom temg influencia
significativa en el nUmero de iteraciones.

No ocurre lo mismo con el vector que sale de la base. Si haydmams
vector que verifica el criterio de salida no se puede elegizat en todos
los casos. La razbn es que de no elegir adecuadamente s oedcir
ciclado, es decir, regresar después de un niumero deideesc la primera
base sin alcanzar el 6ptimo. Este problema se produce cuarsblucion
es degenerada y el empate en el criterio de vector de salifaless reglas
lexicograficas y la regla de Bland permiten una buena éaat la variable
que debe dejar la base para evitar el ciclado.

4. Eficiencia del método simplex Se han llevado a cabo un buen niumero de
estudios que muestran que la eficiencia computacional efeldn 'simplex
es mas sensible al nUumero de restricciones que al nurserarthbles.

2Se puede ver un ejemplo &imear programming and network flows!. S. Bazaraa et all.
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