Tema l

Modelos lineales y solu@n grafica

La programacion lineal es una importante rama de la Inyasibn Operativa.
Esta técnica matematica consiste en una serie de métip@ogermiten obtener
la mejor solucibn en problemas de optimizacion lineal oestricciones. Este
tipo de problemas surgen en la practica en diferentes ximsteuando se trata
de asignar recursos limitados a actividades que los nangsitra ser realizadas.
La importancia de esta técnica radica en la variedad densést que se pueden
representar utilizando un modelo lineal, asi como su agilin a otras areas de la
optimizacion. Algunos ejemplos son la asignacion densmsia necesidadas, pla-
nificacion de la produccion, organizar el transporte dpnaalucto desde origenes
a destinos, problemas de mezclas, etc.

La programacion lineal utiliza un modelo matematico phescribir el proble-
ma. El adjetivdinealse refiere a que todas las funciones del modelo son lineales.

1.1 El modelo lineal

Un modelo lineal es el que trata de optimizar (maximizar amizar) una funcion
lineal sujeta a que las variables verifiqguen un sistema deiawones lineales

opt z =c’'x (1.1)
sujeto a
<
Ax>b (1.2)
x>0 (1.3)
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2 Tema 1. Modelos lineales y solucion gréafica

(1.1) es la funcion a optimizar y se llamiancion objetivg (1.2) son las de-
sigualdades que deben verificar las variables y se llagsnccionesy (1.3) son
lasrestricciones de no negatividad

Los elementos que aparecen en el modelo planteado son lnsrgiEs:

e X, vector devariables de deciin, conn componentes.

e c”, vector de precio® vector de costes unitaripsonn componentes.

e b, vector de recursqgxonm componentes.

e La matrizA, conm filas y n columnas se llammnatriz de coeficientes tec-
nologicos Cada elementa;; de la matrizA representa la cantidad de re-

cursoi, i = 1,...,m, que se necesita para realizar una unidad de actividad
j,i=1,...n.

En el modelo lineal”, b y A son parametros conocidos; el vectas el vec-
tor de variables cuyo valor hay que determinar con el olgeterque los recursos
del vectorb sean asignados de forma optima.

1.2 Formas de escribir el modelo

1. Teniendo en cuenta el tamaio de los vectores y de la matcaafeientes.

optz = cixy + cowg + - - + ¢y,
sujeto a

<
1121 + A12T2 + - - + ATy > bl

<
a21T1 + Q92T + * + * + Aop Ty > bg

<
Am1T1 + Am2T2 + -+ O bm

T1,To...T, >0
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1.3. Construccion de modelos 3

2. Forma matricial.

€
optz = (¢1,...,¢)
g
sujeto a
@11 a2 ... Qin T by
<
A1  Ag2 ... Q2qp o) by
>
Am1  Qma o Gy Tn b
T T
(l’l,[EQ,"' 7xn) Z (0707 70)
3. Siay,ay,...,a, son las columnas de la matie

optz =cix1 +coxs + -+ cpxy
sujeto a

<
a T + asry + - +a,r, > b

r;>20,5=1,...,n

1.3 Construccbn de modelos

Cuando se quiere analizar un sistema real por medio de lagmagion lineal el
primer paso es construir un modelo matematico que repeeséproblema. Este
primer paso es el mas dificil en el analisis y, es impdeaorque la solucion
gue se obtiene para el sistema depende del modelo plantBadd construir un
modelo no existen reglas, por eso algunos ejemplos poaqgiceden ser de ayuda
para desarrollar cierta habilidad.

Investigacbn Operativa. Programadn Lineal



4 Tema 1. Modelos lineales y solucion gréafica

Ejemplo 1. Problema de transporte.

Una empresa produce bicicletas en tres sucursales queetielas ciudades
C1,Csy y C5. La capacidad de produccion mensual en cada una de ladesida
es 1000, 2100 y 1500, respectivamente. Tiene cuatro ctieAtds, C'y D, en
distintos puntos que demandan mensualmente 800, 1100, 9800ybicicletas,
respectivamente.

En la siguiente tabla se dan los costes unitarios de tramesgedas bicicletas
que varian en funcion de la distancia que se recorre dastladad en la que se
produce al punto de destino.

Clientes

Ciudadess A B C D
C 10 8 10 13
Cs 19 6 15 16
Cy 14 8 9 6

Plantear un modelo que sirva para organizar el transpodsta minimo.

e Variables de decision.

z;;: cantidad de bicicletas que se envian mensualmente dastadad
C;,i=1,2,3alclientej, j = A,B,C, D.

e Funcion objetivo: minimizar el coste de transporte.

min z = 10x14 + 8x1p + 10x1¢c + 13z1p + 19294 + 6295 + 15290+
+16z9p + 14234 + 835 4+ 9230 + 623p.

e Las restricciones son la oferta y la demanda.
— Oferta de los centros de produccion: la capacidad de pooaiuc

Tia +x1B + 210 +x1p < 1000
oA + Tap + oo + x2p < 2100
T34 + x3p + 3¢ + x3p < 1500
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1.3. Construccion de modelos 5

— Es necesario satisfacer la demanda de los clientes.

T14 + Tog + x34 > 800
18 + T2p + x35 > 1100
T10c + Toc + 3¢ > 900
T1p + xop + x3p > 1300

— Las variables deben tomar valores no negativos.

2y >0, i=1,23, j=AB,C,D.

Ejemplo 2. Problema de produccon.

Una empresa de produccion fabrica tres tipos de pie2asi y P;. En el
proceso utiliza tres tipos de maquinas, A, By C, cuyas hiedsabajo disponibles
y el coste de produccidn se recogen en la siguiente tabla.

Coste de Produccion

Maquina| Horas/semana euros/hora

A 1000 6
B 1000 4
C 1000 5

En la tabla se da el nUmero necesario de horas en cada raguparela pro-
duccibn de cada pieza.

PP P

MaquinaA| 1 2 3
MaquinaB| 2 3 1

MaquinaC| 1 1 1

Para producir las piezas se necesitan dos tipos de masefiale/ M, de los
gue se tiene 1000 kg y 1200 kg, respectivamente. La cantelzebaria para cada
pieza de cada uno de los materiales se da en la siguiente tabla
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M, (kg/pieza) M,(kg/pieza)
P, 1 2
P 1 3
Py 3 1

El coste de 1 kg dé/; es 1.5 euros el de 1 kg dé, es 3 euros. Por otra parte,
el precio de venta de cada pieza es 50, 56 y 70 euros, respaetive. El objetivo
de la empresa es organizar la produccion para obtenen@émnodeneficio.

e Variables de decision.

x;: nimero de pieza®;, j = 1,2, 3, que la empresa debe producir sema-
nalmente.

e Funcion objetivo: maximizar el beneficio.
Beneficio = Precio Venta Coste materiales Coste produccion.

— Precio de venta- 50x; + 5625 + 70x3.

— Coste de los materiales (1 x 1.5+2 x 3)z; + (1 x 1.5+ 3 X 3)xy +
(3x 1541 x 3)zs.

— Coste de Producccion (1 x 6+2x4+1x5)z1+(2x6+3 x4+
I x5)za+(3x6+1x441xD5)zs.

Haciendo los calculos se tiene la siguiente funcion olget
max z = 23.5x1 + 16.5x2 + 35.5x3.

e Las restricciones son el tiempo disponible de las maquitasantidad de
material.

r1 +2x9 +3z3 <1000 (Maquina A
2rx1 +3x9 +x3 < 1000 (MaQUina 3
1 +x9 +z3 <1000 (Mélquina Q

r1  +my +3w3 <1000 (Material M)
21 4379 +z3 <1200 (MaterialMQ)
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1.3. Construccion de modelos 7

¢ Restricciones de no negatividad:,, x5, z3 > 0.

Ejemplo 3. Problema de mezclas.

En una refineria se producen gasolinas de tipos Ay B mezzkaptbcesando
3 tipos de crudos. La siguiente tabla da la cantidad de badisponibles de cada
crudo y el precio por barril.

Cantidad dg Precio por
Crudo| barriles barril
1 2000 10
2 3000 8
3 1000 12

Para que las gasolinas Ay B sean de una calidad aceptabteefatas deben
tener la siguiente composicion:

e La gasolina A debe contener al menos el 30% de crudo 1, al neti2086
de crudo 2 y no mas del 30% de crudo 3.

e La gasolina B debe contener al menos el 25% de cada uno deulsscr

Los precios de venta de un barril de las gasolinas A y B son dg 3
unidades monetarias respectivamente.

El objetivo es organizar la produccion de gasolinas pataras el maximo
beneficio por las ventas.

e Variables de decision.

z;; - cantidad de barriles de crudoi = 1,2, 3, en la gasolinade tipg j = A, B.

e Funcion objetivo (maximizar el beneficio) = Precio de vent&€oste de
produccion.

— Precio de venta- 40(x14 + xoa + 234) + 35(x15 + Top + T3B).
— Coste de produccior 10(z14+x15)+8(zoa+xop)+12(x34+235).

Investigacbn Operativa. Programadn Lineal
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Haciendo calculos, el objetivo es el siguiente:

maxz = 30x14 + 32294 + 28134 + 25115 + 27295 + 23235.

e Las restricciones son las cantidades disponibles de cyuldasomposicion
de las gasolinas.

— Cantidades de crudo.

14 + 215 < 2000 (crudol)
Toa + xop < 3000 (crudo2)
234 + x3p < 1000 (crudo3)

— Composicion de las gasolinas.

30
T14 > ﬁ.o(xm + Toa + T34)

Top 2> 2(901,4 + T4 + T34)
— 100
34 < ﬂ(%/x + T4 + T34)
— 100
Tip = E(!10115 + 295 + x38)
— 100
Top 2 E(SC1B + Zap + T3B)
— 100
25

Tap > —I(x x X
33_100( 1B + Top + X3B)

— Restricciones de no negatividad.

z; >0, i=1,2,3, j=A,B.

Ejemplo 4. Problema de la dieta.

En un centro de nutricibn se esta preparando una dietaanptermga las vi-
taminasA, B,C' y D en las siguientes cantidades: al menos 25 miligramos de
vitaminaA, entre 25 y 30 miligramos de vitamirda, al menos 22 miligramos de
vitaminaC'y no mas de 17 miligramos de vitamiha
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Vitaminas (mg/g) | Coste
Nutrientess A B C D | (euros/g)

1 2 1 0 1 0.014
2 1 2 1 2 0.009
3 1 0 2 O 0.013
4 1 2 1 1 0.016

Las vitaminas se pueden obtener basicamente a travésatte cutrientes.
La tabla muestra la cantidad de miligramos de cada vitamieacqntiene cada
gramo de nutriente y el coste de cada gramo de nutriente.

Un modelo lineal para encontrar una dieta de minimo costegguantice el
aporte necesario de vitaminas se plantea de la siguientersnan

e Variables de decision.

x;: cantidad de gramos del nutriente;j = 1,2, 3, 4, que se debe incluir en
la dieta.

e Funcidn objetivo: minimizar el coste de la dieta.
min z = 0.014x; 4+ 0.009x5 + 0.013z3 + 0.01624.

¢ Restricciones: garantizar la cantidad necesaria de itasni

2r1 + w9 + 23 + 14 > 25 (Vitamina A)
1 + 2w9 + 224 > 25 (VitaminaB)
1 + 229 + 224 < 30 (VitaminaB)
To + 2w3 + x4 > 22  (VitaminaC)

x4 229 + 14 < 17 (Vitamina D)

e Restricciones de no negatividad:, x5, x3, x4 > 0.
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Ejemplo 5. Problema del cortebptimo.

Una empresa produce rollos de papel de un ancho estandandeds y de
20 metros de longitud. Las demandas que recibe de sus elipatetuales son
de diferentes anchos y de longitud 20 metros. Para satidiecelemandas la
empresa tiene que cortar los rollos estandar. Los pedatasgh proximo mes son
los siguientes:

100 rollos de 3 metros de ancho,
100 rollos de 2 metros de ancho,
300 rollos de 1.5 metros de ancho,
150 rollos de 1 metro de ancho.

Para obtener las anchuras demandadas existen varios posietes de los
rollos estandar. En este problema lo que tenemos que aaksilel nUmero de
cortes de cada tipo. Para ello comenzamos construyendbléada todos los
posibles cortes de rollos de 5 metros de ancho.

Opcion | Anchuras (m)| Papel

decorte] 3 2 1.5 1| sobrante
1 11 00 0
2 1 0 0 2 0
3 0 2 01 0
4 01 20 0
5 01 0 3 0
6 0O 0 2 2 0
7 0O 0 065 0

e Variables de decision.
x;: namero de rollos que se cortan con la opcjon =1, ..., 7.

e Funcion objetivo: minimizar el gasto de papel, es decinimizar el nUmero
total de rollos que se deben cortar.
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1.3. Construccion de modelos 11

min Z=x1+ X2+ a3+ 24+ 25+ T+ T7.

e Restricciones: satisfacer las demandas.

T, + x5 > 100

1 + 223 + 24 + x5 > 100

2x4 + 2x¢ > 300

2x9 + x3 + 315 + 226 + 527 > 150

e Las variables deben de ser no negativas: .., x; > 0.

El problema también se puede plantear definiendo otroslessiortes acep-
tando que se desperdicie papel. En la siguiente tabla sgeedos cortes en los
que se pierden hasta 0.5 m.

Opciones| Anchuras (m)| Papel
decorte |3 2 1.5 1| sobrante
1 11 0 O 0
2 1 0 1 0 0.5
3 1 0 0 2 0
4 0 2 0 1 0
5 0 1 2 0 0
6 0 1 11 0.5
7 01 0 3 0
8 0 O 3 0 0.5
9 0 O 2 2 0
10 0 O 1 3 0.5
11 0O O 0 5 0

Investigacbn Operativa. Programadn Lineal



12 Tema 1. Modelos lineales y solucion gréafica

En este caso el nUmero de cortes y, por lo tanto, el nUmerauiables es
11. Con la misma definicion para las variables, se tiengyalesnte modelo lineal
para el problema.

min 2 =y + To + T3 + Ty + T5 + T + T7 + T8 + Tg + T10 + T11
sujeto a

1+ 29 + 23 > 100

1 + 224 + 5 + 26 + 27 > 100

Ty + 225 + xg + 325 + 229 + 219 > 300

213 + 14 + 16 + 327 + 229 + 3710 + D211 > 150

T1,...,2r11 >0

1.4 Solucon grafica

En general, y a pesar de que todos los problemas linealesmeedsen resolver

graficamente, todos tienen una interpretacion geooaéttia solucion grafica de
modelos lineales tiene interés porque se pueden obsaafaragnente conceptos
importantes de la programacion lineal tales como mejorangesolucion, tipos

de solucién, puntos extremos, etc.

El conjunto de soluciones del sistema de inecuaciones senebtepresen-
tando cada ecuacion y determinando el semiespacio datlmfior cada inecua-
cion. Asi se obtiene el poligono de soluciones. La fon@bjetivo es una familia
de rectas paralelas, una para cada valor.dél valor dez crece desplazando la
recta sobre el conjunto de soluciones y alcanza el optirandwise desplaza hasta
la frontera del conjunto. Si el problema tiene soluciontada el valor 6ptimo de
la funcion objetivo siempre se encuentra en un vérticepdigjono.
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1.4. Solucién gréafica 13

Problema con solucbn 6ptima Gnica. Considerar el modelo lineal

max z = 6x; + 322
sujeto a

201 + 4xy < 8

—x1 + 4y < 4

T — T < 2

1,72 >0

El objetivo es determinar los valores dgy =, que, verificando las restricciones,
maximicen el valor de la funcion = 6x; + 3.

Se puede representar la region que delimitan las restniesien un sistema
de coordenadas. Cada restriccion del modelo es un semiesmarado. Por
ejemplo, para representar el semiespacio cerrado dade pamiera restriccion,
21 + 4x9 < 8, se representa graficamente la re@te, + 4x, = 8. Esta recta
divide el plano en 2 semiespacios. Los puntos delimitadosagpe@striccion son
los de uno de los semiespacios mas los puntos de la recta. ideatificar el
semiespacio delimitado por cada restriccion basta cormtam punto de uno
de los semiespacios y comprobar si cumple la restricciGnlaEepresentacion
grafica se indica con flechas el semiespacio asociado aesiti@eion.

Representando todas las restricciones, y teniendo enacgeatlas variables
deben tomar valores no negativos, se obtiene el conjuntoldeisnes del pro-
blema que aparece sombreado en la grafica.

X2

T
e

D 221 + 4o :§F T

Investigacbn Operativa. Programadn Lineal
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El poligonoO ABC' D es un conjunto convexo. Se pueden determinar los pun-
tos extremos del conjunto resolviendo sistemas de ecueioRl puntoO es
el origen de coordenadas. El punto= (0,1) es la interseccion de la recta
—x1 + 4z = 4 con el eje de ordenadas. El purio= (2,0) es la interseccion
de la rectar; — z, = 2 con el eje de abcisas. El punivb= (3, 3) es la inter-
seccion de las rectasw; + 4z, = 4y 2z; + 425 = 8. El puntoC = (£, 2) esla
interseccion de las rectas — x5 = 2y 227 + 42, = 8.

El valor dez aumenta desplazando la funcion objetivo a través de ameg
de soluciones, alejandola del origen de coordenadas lteda a la frontera del
conjunto. Asi se puede comprobar que el 6ptimo se encauentel punta' y el
valor de la funcion objetivo es* = 18.

Problema infactible. Considerar el modelo lineal

max z = Iy + X2
sujeto a

21 + 22 <5

T —T9 >4

x1,T2 > 0

Representando todas las restricciones del problema padmmprobar, como
se ve en la grafica, que no hay ningn punto que verifiquestiedarestricciones.
Por tanto, el problema no tiene solucion.

X2

) 2.’13'1+.’L'2:5

T — T2 =

K
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Problema con solucione$ptimas multiples. Considerar el modelo lineal

max z = Iy + &9

sujeto a
1+ 29 <8
—4x, +4dxy <8
201 — 12 <6

x1,T2 > 0

Para calcular el conjunto de soluciones del problema sedeocomo en el ejem-
plo anterior. En este caso el conjunto de soluciones es &qu OABCD
que aparece sombreado en la grafica. El puhts la interseccion de las rectas
xr1+x9 = 8Y —4x; +4xy = 8, es decirB = (3, 5). El puntoC' es la interseccion

de las rectas; + o = 8y 2x; — 25 = 6, es decir(C' = (%, 13_0)_

_4x1 + 4x2 — 8 2x1 R 6

La funcion objetivo crece si se desplaza la recta alejandiel origen de coor-
denadas hasta la frontera del conjunto de soluciones. lLias@oes 6ptimas son
los puntos extremos, C'y los puntos del segmenteC. El valor dptimo de la
funcion objetivo es* = 8.

Investigacbn Operativa. Programadn Lineal
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Region no acotada. Soludn no acotada. Considerar el modelo lineal

max z = x1 + 229
sujeto a

T1 + 2w9 > 2

—221 + 129 <4

1,22 >0

Como se ve en la grafica el conjunto de soluciones es no acgtéifuncion
objetivo se puede desplazar indefinidamente alejandbtaiden de coordenadas.

Por tanto, el valor 6ptimo decrece hasta infinito. Se dice que la solucién 6ptima
es no acotada.

T2
N
/o
€T+ 21’2 =2

Region no acotada. Soludn acotada. Considerar el modelo lineal

min z = x; + 22,
sujeto a

T+ 229 > 2

—211+ 29 <4

x1,22 >0
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1.4. Solucién gréafica 17

En este ejemplo el conjunto de soluciones es no acotadospgnaede encon-
trar el 6ptimo acotado desplazando la funcion objetivere@ndola al origen de
coordenadas hasta la frontera de la region. Asi podenmoprotar que el doptimo
se encuentra en los puntds= (0, 1), B = (2, 0) y en todos los puntos del
segmento y* = 2.

T2

En los ejemplos hemos visto todos los tipos de solucioneseyeieden en-
contrar al resolver un modelo lineal. Se trata de poder ifileant las condiciones
asociadas a cada tipo de solucion. Esto se hace en al Temal 2jee se da el
algoritmo simplex para resolver problemas lineales.

Las definiciones y propiedades de semiespacio, conjuniegonetc. se dan
con mas detalle en el Apendice A dedicado al algebra lineahjuntos convexos.
En el Tema 2 probaremos que la solucion 6ptima de un mohelallse encuentra
en un punto extremo del conjunto convexo de soluciones.
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