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Una celosia es una estructura formada por barras rectas unidas entre si por medio
de articulaciones, tal que al estar sometida a fuerzas exteriores sus barras trabajan
exclusivamente a esfuerzo axial.

El modelo estructural idealizado que se emplea para el estudio de una celosia se basa en
las siguientes suposiciones
r
a) Las barras se unen entre si en un extremo mediante uniones que solo transmiten fuerzas
y no pueden transmitir ningan tipo de momento: articulaciones en el caso plano y rotulas
esféricas en el caso espacial, tanto unas como otras sin friccion.
b) El eje centroidal de cada barra es recto, y coincide con la linea que une los centros de las
< articulaciones de cada extremo de la barra.
c) La seccion transversal de cada barra tiene un area despreciable frente a su longitud.
d) Las fuerzas estan aplicadas en los nudos, y nunca sobre las barras. Esto obliga a sustituir

el peso propio de las barras por fuerzas aplicadas en los nudos extremos de las mismas.

TEORIA DE ESTRUCTURAS: Tema 2: Celosias
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Se tiene una celosia plana si cumple las condiciones siguientes:

a) Todos los ejes centroidales de las barras estan contenidos en un mismo plano que es el plano
de la estructura. Normalmente éste se toma como el plano XY.

b) Todas las fuerzas aplicadas y las reacciones en los apoyos estan contenidas en el plano de la
estructura.

c) En consecuencia, los desplazamientos de los nudos tienen lugar en el plano de la estructura.

Idealizacion de una celosia plana

TEORIA DE ESTRUCTURAS: Tema 2: Celosias
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En las figuras se muestra la forma en que se materializan en la practica las uniones entre las barras.

No se trata de articulaciones perfectas.

En la mayoria de los casos estas uniones se forman uniendo mediante tornillos o soldadura los

extremos de las barras a una placa comun.

Los calculos basados en las hipodtesis anteriormente enumeradas, dan lugar a resultados que pueden

considerarse suficientemente fiables para el disefio.

| Centro de
i la union

TEORIA DE ESTRUCTURAS: Tema 2: Celosias
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El principio que subyace en la utilizacién de las celosias como estructuras capaces de soportar carga, es
el hecho de que la configuracidbn de barras rectas articuladas en los extremos en una forma

triangular, es una configuracion estable
Cualquier cambio de forma que experimente como

consecuencia de la aplicacion de las cargas

exteriores, esta directamente asociada con las
pequenas deformaciones longitudinales de las

barras que la componen.

/B

L= ‘ &
Configuracion inestable Configuracion estable
Mecanismo que experimenta l, Las fuerzas exteriores dan lugar exclusivamente a
movimientos de solido rigido esfuerzos axiales (de traccion o compresion) en los

elementos de esa estructura triangulada estable.
Nunca trabajaran a flexion en tanto en cuanto las

cargas exteriores estén aplicadas en los nudos.

- ~

Fuerzas en los miembros
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Puesto que esta configuracion basica triangular es estable, cualquier estructura resultante del
ensamblaje de configuraciones triangulares  sera también una estructura estable, suficientemente
rigida para soportar cargas.

En esta idea se apoya la viabilidad y utilidad de las celosias en gran nimero de estructuras (edificios
de diverso tipo, puentes, etc.), ya que es posible obtener estructuras rigidas de dimensiones
relativamente grandes de practicamente cualquier geometria sin mas que agregar peguefias
unidades triangulares.

De nuevo, el efecto de las cargas exteriores es producir un estado de traccion o compresion pura

en cada uno de los elementos del ensamblaje.

2
Nkebt?
SAVEANRVAE

N ey
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Muchas de las celosias 3D pueden estudiarse en 2D

Celosia

(Cercha)

Vigas

Estructura tipica de puente en celosia
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Celosias comunes para puentes

Celosia Parker

TEORIA DE ESTRUCTURAS: Tema 2: Celosias



Ingeniaritza Goi Eskola Teknikoa - £
Escuela Técnica Superior de Ingenieria . n t rO u C C I 0 n
I

Bilbao

Celosias comunes para cubiertas

Celosia King Post

Celosia Howe Celosia Fink

TEORIA DE ESTRUCTURAS: Tema 2: Celosias
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2.1. Celosias planas

b (nimero de barras), r (nUmero de reacciones), h (numero de nudos)
b+r<2n — no estable
b+r=2n — isostatico (estaticamente determinada)

b+r>2n — hiperestatico (estaticamente indeterminada)

En los dos ultimos casos , ademas es necesaria una configuracién adecuada de barras y reacciones:

NO ESTABLE NO ESTABLE

ReaCCioneS que se cortan en un puntO Reacciones parale'as

TEORIA DE ESTRUCTURAS: Tema 2: Celosias
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b=13, r=3, n=8

13+3=2%*8 — PARECE ISOSTATICO

PERO es una celosia no estable internamente

TEORIA DE ESTRUCTURAS: Tema 2: Celosias
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Estaticamente determinada Inestable Estaticamente indeterminada

17+3=2%*10 17+2<2*10 21+3>2*10

5

Inestable 16+3<2*10 Estaticamente determinada 26+4=2%15

Inestable  |()+3<2%7 Estaticamente determinada 1 1+3=2%7

TEORIA DE ESTRUCTURAS: Tema 2: Celosias
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O <
’0 <
Estaticamente determinada Estaticamente determinada Inestable
—N %
10+4=2%7 16+4=2%10 13+3=2%8

Estaticamente determinada

19+5=2%12
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2.1. Celosias espaciales

b (nimero de barras), r (nimero de reacciones), n (nimero de nudos)
b+r<3n — no estable
b+r=3n — isostatico (estaticamente determinada)

b+r>3n — hiperestatico (estaticamente indeterminada)

En los dos ultimos casos , ademas es necesaria una configuracién adecuada de barras y reacciones.

El estudio de la estructura es mucho mas complicado.

TEORIA DE ESTRUCTURAS: Tema 2: Celosias
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3.1. Celosias simples

A partir de un triangulo basico se van afiadiendo nudos.

Los nudos no tienen por qué ser contiguos.

Celosia simple

Celosia simple

TEORIA DE ESTRUCTURAS: Tema 2: Celosias
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3.2. Celosias compuestas

A partir de la union de
celosias simples

Celosias simples

Celosias simples

5777

Celosia de
segundo orden

Celosia de
segundo orden

Celosia de
segundo orden

Se sustituye una barra por
una celosia simple

TEORIA DE ESTRUCTURAS: Tema 2: Celosias
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3.3. Celosias complejas

Las celosias que no son
simples ni compuestas.

TEORIA DE ESTRUCTURAS: Tema 2: Celosias
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4.1. Método de los nudos

~
_ _ o - En toda la estructura
Se aplican las ecuaciones de equilibrio : <
- Nudo a nudo
-
, N,
SIMPLIFICACIONES: (CELOSIAS 2D)
- Si se unen en un nudo sin carga exterior dos barras no colineales «—
el esfuerzo axial en dichas barras es nulo.
N, =N,=0
N,
- Si se unen en un nudo sin carga exterior tres barras siendo dos N
3
de ellas colineales, el esfuerzo axial de la tercera es nulo. N, —
«—F e
N, =0

TEORIA DE ESTRUCTURAS: Tema 2: Celosias
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4.2. Método de las secciones

- Es una aplicacion del principio del corte.
- Se aisla una parte de la celosia cortando varias barras.

- A continuacién de aplican las ecuaciones de equilibrio para obtener los esfuerzos de las barras
cortadas.

- Por lo tanto, el corte se realizar4 de manera que sélo aparezcan tres esfuerzos desconocidos.

- En ciertos casos, debido a la disposicion geométrica de las barras, es posible cortar mas de tres
barras y obtener algun esfuerzo.

TEORIA DE ESTRUCTURAS: Tema 2: Celosias
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Ejemplo . Calcular los esfuerzos en las barras del panel central FGCB de la celosia de la figura.

Corte
3 H
O —_—
8 9 10 4m
A
D
13
v
50 kN SO kN 50 kN

El equilibrio del conjunto permite obtener las reacciones en los apoyos:

dYF =0 = H,=0

Y F,=0 = V,+V,=50+50

Y M, =0 = 50x5+50x10=V, x15
V,=V, =50 kN

TEORIA DE ESTRUCTURAS: Tema 2: Celosias
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e
\
O

50 kNv 50 kN

Efectuando un corte como el indicado, que afecta a las barras 2, 7 y 12, y aplicando las ecuaciones de

equilibrio a la parte izquierda (o derecha) de la celosia, se calculan los esfuerzos en esas tres barras.

Considerando la parte izquierda:
ZMF =0 = 50x5-N,x4=0 = N, =625kN (+)
Y F,=0 = N,x0625=0 = N,=0
Y Fy=0 = N,+625=0 = N,=625kN (-)

A continuacioén se aplicara el equilibrio nudo a nudo, para calcular los demas esfuerzos: F,C,G,H...

TEORIA DE ESTRUCTURAS: Tema 2: Celosias
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2x1 m
B
70 kN 20 kN 30kN T 40 kN l 30 kN l 20 kN 70 kN

6x3m

El equilibrio del conjunto permite obtener las reacciones en los apoyos:

YF =0 = H,=0

YF,=0 = V,+V, =140

> M, =0 = 20x3+30%6+40x9+30x12+20x15=F, x18
V,=V,=T70kN

TEORIA DE ESTRUCTURAS: Tema 2: Celosias
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( "NS
Au,
A
O » N
T v 20 kN v30 kN

70 kN

La seccion de corte implica a cuatro esfuerzos.

Aislando la parte izquierda de la cercha y tomando momentos respecto de C:
dYM.=0 = 70x6-20x3-N,x2=0 = N, =180kN (+)

Y el equilibrio de fuerzas horizontales proporciona el esfuerzo en la barra 1.
Y F,=0 = N +N,=0 = N, =180kN (-)

Mediante este corte no se pueden hallar los esfuerzos N3 y N,.

TEORIA DE ESTRUCTURAS: Tema 2: Celosias
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4.3. Método mixto

Reacciones en los apoyos aplicando

30 kN el equilibrio global de la estructura.
Elemplo . Corte SF =0 = H,=0
D DF,=0 = V,+V,=30

dYM;=0= V, x4=30x2
V,=V;=15kN

Esfuerzo de la barra 11 mediante el
equilibrio en la parte izquierda del corte

Y M, =0 = N, x3+15x2=0
N, =-10 kN

El resto de esfuerzos se puede obtener
por equilibrio en los nudos.

TEORIA DE ESTRUCTURAS: Tema 2: Celosias
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La ecuacion constitutiva para problemas unidimensionales relaciona los valores unitarios de
tensiones y deformaciones :
o=Elle-¢)

Donde:

E es el moédulo de elasticidad del material

€ son las deformaciones unitarias totales existentes

€, son las deformaciones unitarias totales presentes en el material en su estado sin tension
(aparecen en el solido cuando éste se halla en el estado de tension nula o de libre dilatacion. Lo
habitual es que se produzcan por variaciones en la temperatura, pero pueden originarse por
cualquier otro fenémeno, como por ejemplo por errores en la longitud de las barras.)

Suponiendo que la barra esta sometida a una variacion uniforme de temperatura de valor AT, el
valor de la correspondiente deformacion unitaria viene dado por:

£ =alAT

Donde a es el coeficiente de dilatacion lineal del material.

Operando se obtiene que:

£:£+amT

TEORIA DE ESTRUCTURAS: Tema 2: Celosias
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s 5, ENergia de deformacion en celosias

Obtencion de U *, energia de deformacién complementaria acumuladae  n una barra:

Valor de la densidad de energia elastica complementaria acumulada en un punto cualquiera de un
elemento de celosia:

= j:g Lo

Teniendo en cuenta la expresion obtenida para las deformaciones unitarias totales e integrando

se obhtiene: 5

U’ j( +aATj[d ;—Ewmﬂa

Sustituyendo el valor de la tension en funcion del esfuerzo axial, N U: 5 Djj = +a AT GM

Integrando la densidad de energia complementaria a todo el volumen de la barra i, se obtiene:

L L
u; =[ustar =| N—22+amTEfX Ml = | N amrov |
) APV 4 '\ 2EH

TEORIA DE ESTRUCTURAS: Tema 2: Celosias
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Al no haber fuerzas aplicadas en la barra, cuyas variables designaremos por el subindice i, el esfuerzo
axial N; es constante en toda ella.

Ademas, se supone gue la barra es de propiedades uniformes en toda su longitud, es decir, que tanto
la seccion A, como sus coeficientes caracteristicos E; y a; y la variacion de temperatura AT; son
asimismo constantes a lo largo de toda su longitud.

Teniendo esto en cuenta, el integrando de la expresion anterior es constante y la energia
complementaria, para una barra de propiedades uniformes, resulta ser:

. NIL
U_
! 2EU

A alargamlento de la barra debido a la libre dilatacion

p;: flexibilidad de la barra

Entonces: Y para una celosia de b barras:
2
% N @ b b NZ b
— l 1 % % . .
Ui =SC R AN, ey Ut =Yur =Y NPy
i=1 i=1 2 i=1

TEORIA DE ESTRUCTURAS: Tema 2: Celosias
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el método de la flexibilidad

6.1. Determinacion del grado de hiperestaticidad

h = b+r-2n 2D h=b+ r-3n 3D

6.2. Eleccion de las incognitas hiperestaticas

N, esfuerzo interno de una barra
X; (=1,2,3,...,h) | seran las incégnitas hiperestaticas

!

Deben cumplir las siguientes condiciones :

R reaccién en un apoyo

a) Linealmente independientes
b) Al eliminarlas de la estructura debe quedar una estructura isostéatica y estable.

Puede haber diferentes grupos validos de incognitas.

La eleccién se basa en la experiencia.
TEORIA DE ESTRUCTURAS: Tema 2: Celosias
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. h=b+r-2n=10+3-2*6=1
Ejemplo l

a)

b) c) d)

/ Posibles eleccioneJX1 X

TEORIA DE ESTRUCTURAS: Tema 2: Celosias
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el metodo de la flexibilidad

6.3. Formulacion de los esfuerzos de la celosia

En la resolucion de una a)  Principio de superposicién y formulacion de los esfuerzos -

celosia hiperestatica se <
diferencian dos partes
P b)  Condiciones de compatibilidad geométrica (h)

\
- Veamos la formulaciéon de esfuerzos de las barras (a )

1)  Seeligen las incognitas X; y se quitan de la estructura la barra o apoyo correspondiente

La estructura resultante es isostatica y esta bajo el efecto de las fuerzas externas y de
las h incognitas hiperestaticas (X;)

Estructura basica

Estructurareal h=14+4-(2*8)=2
TEORIA DE ESTRUCTURAS: Tema 2: Celosias
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2) Superposicion: Descomponer el caso real en 1+h casos isostaticos

Caso 0: Casos 1—h: Casos hiperestaticos

Caso basico La correspondiente incognita hiperestatica

Caso de las fuerzas externas con valor unitario y las demas nulo

—

N, — Esfuerzo de cada i — barra
barra en este caso Nj— Esfuerzo de cada

barra en cada caso j — caso hiperestatico

(1,2,...,h)
A
e ~ ~——
A
@ 7 o
P 1 ] 1 1
1
® oy 1
.
Caso bésico, N,;° Caso hiperestatico 1, N;! Caso hiperestatico 2 , N;2

TEORIA DE ESTRUCTURAS: Tema 2: Celosias
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Caso real y estructura basica

Ni= N° + X;. Nt + X,. N> = esfuerzo del caso real de la barra i

Caso basico, N9 Caso hlperestatlco 1 N 1 Caso h| erestatico 2, N 2
i P

O

h h
En general : N, =N} +) X,IN/ =N} +> X, [N/
J=1 k=1

TEORIA DE ESTRUCTURAS: Tema 2: Celosias
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el método de la flexibilidad

6.4. Aplicacion de las condiciones de compatibilidad

Recordando la expresiéon obtenida para la
energia de deformacion complementaria:

Cuantas condiciones de compatibilidad hay que aplicar? h

a) Si X; es una reaccion de un apoyo

b) Si X; es un esfuerzo interno  de una barra

b b 2 b
x R N
U=Yu =YY Py
i=1 i=1 2 i=1
U
U _A  j=Lh
ox, '
0
U i
ox

TEORIA DE ESTRUCTURAS: Tema 2: Celosias
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Uk ¢
wmg
5 (m
;
w1
=]
aQ
0:

el método de la flexibilidad

6.5. Proceso de resolucion general

* Suponiendo que X;es un esfuerzo interno:

* Energia de deformacion:

b

2
U=y NPy A

i=1

Teniendo todo en cuenta:

oU"-
0X .

J

=0

i=1h

* Esfuerzo en una barra:

N, =N/ +zh:Xj [N/ =N/ +Zh:Xk [N

J=1 k=1

X, A j il j

aUD b ON. & . ON
l A =
= 2Nt 2 Ay

j_

LA

Para hallar la
derivada de Ni : ‘< aNl.

L ox,

=N/ j=L1h

f‘
N=N/+ X, N/ + X, N7+ X;. N +...+ X. N/ +...+ X,. N/

=0 +0+0+0+ ..+ N + .. +0

TEORIA DE ESTRUCTURAS: Tema 2: Celosias
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el método de la flexibilidad

Sustituyendo la solucion anterior GUD b b aNl. )
en la ecuacion de compatibilidad: ¢~ Z Z/]i- X =0 J=1 h
% ) ] =1 \i i=1 j
Y >
ON. -
0 0X -= N J=Lh
b .
v —ZNpr+ZA N/ =0  j=1h :
aX i=l1 \
\ Sustituyendo la expresion de Ni
A
N\
oU" b h b .
Frake Z(N;’ +>1X, Ni"j.pl..Nl.f +> AN/ =0 j=Lh
J i=1 = i=1

* Sistema de h ecuaciones y h incognitas hiperestaticas
* Resolviendo se obtiene la solucion: X, X,, X5, ...., X,
h
* Luego el esfuerzo de cada barra mediante: — A70 k
N, =N} +> X, IV,
k=1
TEORIA DE ESTRUCTURAS: Tema 2: Celosias
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6. Analisis de celosias hiperestaticas mediante
el método de la flexibilidad

oU"
X

J

k=1

= i(N;’ + Zh:Xk N

i=1

en la ecuacion obtenida :

]-:01' 'Nij + i/]i .Nif =( j=1h Realizando operaciones

i=1

Zb:NiO‘pi'Nij T
i=1

i=1 k=1

Zb:(Zh:Xk.Ni").pi.Nj +Z/]i-N,-j =0 j=1..,h

Desarrollando el sumatorio

y reordenando:

_ 0 j — j .
ZNZ. P..N. AN, —p MATRIZIALKI:
i=1

wemse [F]{x}={D}

temperatura

:Dj Matriz de flexibilidades (hxh)
TEORIA DE ESTRUCTURAS: Tema 2: Celosias
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Calcular el desplazamiento de un nudo de la celosia en una

OBJETIVO: _ _ _
determinada direccion

METODO:  “Fuerza virtual unitaria® 1

7.1. Celosias isostaticas

¢ Supongamos una celosia isostética en la que se
han calculado sus N; esfuerzos .

+ Se quiere calcular el desplazamiento horizontal A, _
Caso real , N;conocidas

¢ Segun indica el método se aplica en la celosia
una carga de valor unidad en la direccion del

desplazamiento A,

Sumando los dos casos:

RV= v i
N;*V=N;+ V.NY [V fuerza virtual Caso virtual , N se pueden calcular

TEORIA DE ESTRUCTURAS: Tema 2: Celosias
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7. Calculo de deformaciones

Energia de deformacion complementaria Donde los esfuerzos debidos
debido al caso real virtual: al caso real virtual:
b b NRV2 Il) b RV _ v
S N Y R WA
i=1 i=1 i=1

Para calcular el desplazamiento se aplica el teorema de Crotti-Engesser cuando V es nulo.

Es decir:
aUDRV
v ),

b
Finalmente: A = Z'Oi'

i=1
J

N,
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7.2. Celosias hiperestaticas

P2

Conocidos: previamente se ha calculado el caso real hiperestatico

W=
( —

Caso virtual isostatico, N,%

Caso real,

-

< Caso hiperestatico 1,@

‘ ‘ 1 1
Caso virtual unitario, NV
h Caso hiperestatico 2,@
V .
NN x|

j=1

Conocidos, se calcularon al calcular

Sumando los dos casos: i‘ T T T T T T 'i los esfuerzos Ni de la celosia
_ = estructuras 1sostaticas
NRV=N.+ V.NV /V fuerzavirtual | l—m——————— |
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7. Calculo de deformaciones

Energia de deformaciéon complementaria debido al caso real virtual:

Aplicando el teorema de Crotti Engesser se logra la misma
expresion que para el caso isostatico:

b b j=l
—_ m T AN’ l=«=N Y INILC -\ T |
- Z'O P @+ Z/]i @ | Los esfuerzos del caso virtual
=1 i=l1 |
d1ﬁeren del caso 1sostatico
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b et - Calculo de deformaciones

(=] — ]:1

A, =D p N, Ni°V+Zh:XjENij +Zb‘/1i N

i=1

i=1

Ar . Zb:pi V' WiOV H Zb:/]i WiOV +Zb:pi Wi DZhZXj Wij +Zb:/]i DZhZX,- Wz'j
i=1 i=1 j=1 i=1 j=1

A, = ipi oV, OV +iﬂi v +fXj ipi oV, v/ +iﬂi DVZ]
i=1 i=1 i=1

j=1 i=1
g

Finalmente:

D=3 0NN + 30, IV

i=1 i=1

V"
=0 ver ecuacion de compatibilidad

- No es necesario calcular el caso virtual unitario, N,V, sino el caso isostatico virtual, N;%V

- Se simplifican los calculos
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I b et - Calculo de deformaciones

Isostatico RESUMEN

A = ipi.Ni.NiV +iﬂi.NiV
i=1 i=1

A = Zb: 0,.N.N” + Zb:/L..NiOV
i=1 i=l1
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aeeeseaken 8, Errores de longitud en barras

L = longitud de montaje.

La barra se debe colocar en esta longitud.

L, = longitud real de la barra

~— AL
-# Si L #L vy se fuerza el montaje, apareceran
esfuerzos en la estructura debido a que la barra

tiende a recuperar su longitud inicial.

L, !

Para abordar este problema se considera el error como una deformacion inicial.

Deformacion unitaria correspondiente a AL Introduciendo en la ecuacion de comportamiento del material:

L -L AL
=— = 0'=E(£—£O)=E(£—£) = £:£+£
L L L E L

Densidad de energia de deformacion:

0

o o 2 2
Uy = edo= G+l 4= By N ALV
| o E L 2E L 2EAL L A
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Integrando en el volumen de la barra:

AL N t N° ALN
U U AV = A.dx = + —
j j(ZE/P L " jo (ZEA L )
= __ 7 N L +AL N = N P +AL1‘ Nl. Error de longitud
2.E. A 2

Recordando la expresion de la energia de deformacién en el caso de incremento de temperatura:

2 2
U’ :¥+ai.ATi.Li N, :¥+/L N,

Variacion de longitud debida a la variacion de temp  eratura

Por lo tanto ambos problemas se pueden resolver de la misma forma.
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