6. Kapitulua

Programazio osoa

Kapitulu honetan, aztergai izango ditugun problema liekeed aldagai batzuek
edo guztiek balio osoak hartu behar dituzte. Mota horrefakblema linealak
ebazteko, programazio osoaren teknikak garatu dira etajki&x dugunez, pro-
blema osoaren soluzio optimoa lortzeko, programazio lek@ezenbait problema
ebatzi beharko dira.

Aldagai errealeko eredu linealak ebazteko ezagutzen dsigoplex algorit-
moa soluzioen multzoaren ganbiltasunean oinarritzen ddtziganbilen mutur-
puntu kopurua finitua da eta, frogatu dugunez, soluzio amihorietariko mutur-
puntu batean aurkitzen da. Aldagaiak osoak izateko muatakksoluzioen mul-
tzoa murrizten badu ere, problemaren soluzio optimoaréquke zaildu egiten
du.

Aldagaien balioak kontuan hartuz, eredu lineal osoak hiotatkoak izan dai-
tezke.

e Programazio oso mistoan aldagaiak bai oso eta bai erreatlentezke.
e Programazio oso hutsean aldagai guztiak osoak dira.

¢ 0-1 programazio osoko ereduetan aldagai guztiak bitarrak d

6.1 Programazio osoaren aplikazio batzuk

Atal honetan programazio osoaren eta 0-1 programazio esaanbait adibide
azalduko dugu.

1. Adibidea. Postetxe bulego batean asteko egun bakoitzerako langileko
desberdinak behar dira (ikus taula).
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202 6. Programazio osoa

Eguna Langileak
1. Astelehena 15
2. Asteartea 13
3. Asteazkena 15
4. Osteguna 18
5. Ostirala 14
6. Larunbata 16
7. lgandea 10

Langile bakoitzak bost egunez jarraian lan egin behar dgeta bi egunez
atsedena hartu. Erabaki behar da asteko egun bakoitzesmlaasiko den langile
kopurua zein izango den, postetxeko eguneroko langilertshasetuko direlarik.
Problemaren helburua postetxeko langile beharrei aurteaeda, langile kopuru
minimoa kontratatuz.

Eredu lineala idazteko ondoko erabaki-aldagaiak definitie:

x; : j egunean lanean hasiko den langile kopujua 1, ..., 7.

Asteko egun bakoitzerako murrizketa bat idatziko da, egumetan lanean
dagoen langile kopuruak langile-beharra asetzen duetaideko. Eredu lineala
ondokoa da:

min z =1 + 2o + T3+ T4 + x5 + 6 + T7
hauen mende

Ty + x4+ x5 + 26 + 27 > 15

T+ x2 + x5 + 26 + 7 > 13

T1+ T+ a3+ 26+ 27 > 15

T1+ 2o+ a3+ x4+ 27 > 18

1+ To+ X3+ x4+ x5 > 14

Ty + x3 + x4 + T5 + 16 > 16

T3+ x4 + x5 + 26 + 27 > 10

T1,To, T3, Tg, T5, Tg, T7 > 0 €ta 0soak
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6.1. Programazio osoaren aplikazio batzuk 203

2. Adibidea. Motxilaren problema. Gehienez 12 kg eramateko ahalmena
duen motxila bat zenbait objektuz bete nahi dugu. Lau objdktgu, eta hauen
balioa eta pisua ondoko taulakoak dira:

1 2 3 4
Pisua (kg) 3 6 5 5

Balioa (euro) 15 25 12 10

Erabaki behar da zein objektu sartu motxilan bere balialkohaximizatzeko.
Problema eredu lineal baten bidez adierazteko, ondok@kiraldagaiak defini-
tuko ditugu; objektuetarakoj = 1,2, 3, 4.

1 baldinj objektua motxilan sartzen bada

0 kontrako kasuan

Eredu lineala ondokoa da:

max z = 15z + 2525 + 1223 + 1024
hauen mende

3x1 4+ 6x9 + drs + Sy < 12

X1, Lo, T3, Ty = 0 edol

Antzeko planteamendua egin daiteke murrizketa gehiaggreklibidez, objek-
tuaren bolumena kontuan hartuz.

3. Adibidea. Eskualde batean 6 hiri daude. Hiriak elkarren artean kokauni
tuak egon daitezen, tren-geltokiak eraiki nahi dira. Tgeftoki horien kokapena
erabaki nahi da, beti ere, edozein hiritatik abiatuta eGemnhutuan edo gutxia-
gotan tren-geltoki bat izango dela ziurtatu behar delaakadalik eta tren-geltoki
gutxienak eraiki nahi direlarik. Hiri bakoitzetik gainésetara joateko behar den
denbora ondoko taulan agertzen da:

Ikastaroa: Ikerkuntza Operatiboa. Programazio Lineala



204 6. Programazio osoa

1 2 3 4 5 6
11 0 35 20 40 30 60
2135 0 45 35 20 70
3120 45 0 15 55 20
4140 35 15 0 65 35
5

6

30 20 55 65 0 40
60 70 20 35 40 O

Ondoko aldagai bitarrak definitzen dituginirietarako,j =1, ..., 6:

1 baldinj hirian tren-geltokia eraikitzen bada

l’j:

0 kontrako kasuan
Eredu lineala ondokoa da:

min z =x; + 9 + x3 + x4 + T5 + Tg
hauen mende

rT1+a3+x5>1

To+ o5 > 1

T +a3+ast+a62>1

T3+ 14 > 1

T+ To+ x5 > 1

T3+ T6 > 1

X1, Ta, X3, Tq, T5, Tg = 0 €dol
Murrizketa bakoitza hiri bati dagokio, eta ziurtatzen du horretatik gehie-
nez 30 minutura badagoela tren-geltoki bat. Adibidez, lehenemyorizketak

lehenengo hiritik30 minutura edo gertuago tren-geltoki bat egongo dela ziurta-
tzen du.

6.2 Problema osoen ebazpena

Hasteko, eredu lineal oso baten soluzio optimoa kalkulakoan sortzen diren
zailtasunak adibide baten bidez erakutsiko ditugu.
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6.2. Problema osoen ebazpena 205

Izan bedi ondoko eredu lineala:

max z = 80zx; + 45x,
hauen mende
T+ 292 <7
1221 + 525 < 60
x1,T9 > 0 eta osoak

Ondoko grafikoan adierazten da eredu lineal osoaren selnnmltzoa:

T2
1221 + 522 = 60
1+ To = 7 A

Soluzioen multzoan puntu kopuru finitua dago, eta ondopomtu guztiak
kalkula daitezke eta horietako bakoitzean helburu fuatzo balioa aztertu, op-
timoa aurkitzeko. Baina, metodo hori ez da eraginkorragddasko dituzten
problematan, soluzioen multzoan egon daitekeen punturkagatik.

Kapitulu honetan ikusiko dugu problema osoaren soluziovo kalkulatze-
ko askoz ere kalkulu gehiago egin beharko dugula, nahiatigizko problemari
0so izatearen murrizketa kenduta geratzen den problersatenio kopurua txi-
kiagoa izan. Horren arrazoia hau da: problema lineal ososwkizioen multzoa
ez dela multzo ganbila, problema lineal orokorretan, ald&. Ganbiltasunaren
propietateari esker, 2. Kapituluan garatutako teorigkaplaiteke.

Ikastaroa: Ikerkuntza Operatiboa. Programazio Lineala



206 6. Programazio osoa

Ereduaren soluzio optimoa aurkitzeko beste modu bat prabébaztea da, al-
dagaiak osoak izateko murrizketa kontuan hartu gabe, &tia beluzio optimoa
kalkulatu denean, soluzio horretatik gertuen dagoen sphsoa problema osoa-
ren soluziotzat hartzea. Adibidearekin jarraituz, aldelg@soak izateko duten
murrizketa kenduko diogu problemari; problema hproblema erlaxatuasaten
zaio, etaPF laburduraz adieraziko dugu aurrerantzean. Ondoko grafidego
problema erlaxatuaren ebazpena:

T2
1221 + 5x9 = 60

1 t+ax0=7

Problema erlaxatuaren soluzio optimog; = (£, %) = (3.571, 3.428) da,
eta helburu funtzioaren balio optimoa puntu horretagn = 440. Dena den,
puntu hori ez da problema osoaren soluzio optimoa, aldadzaéio optimoak
ez direlako osoak. Aldagaien balioak biribilduz, probleerlaxatuaren puntu
optimoaren inguruko beste lau puntu lortzen dit&:3), (3,4), (4,3), (4,4), eta
helburu funtzioaren balioa kalkula dezakegu lau puntuetan. Kasu honetan,
optimoa(4, 4) puntuan dago, baina ondoko grafikoan ikus daitekeen bernaiy

hori ez dago soluzioen multzoan:
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6.3. Problema osoen ebazpide grafikoa 207

4p)
1221 + 5x9 = 60
1 t+x0=7

Metodo hau ere ez da 0so egokia problema handietan apkicatharbilke-
ta posible asko egon daitekeelako, eta ikusi dugun bezathjlketa horietako
batzuk soluzioen multzotik kanpo egon daitezkeelako. &airproblema handie-
tarako hurbilketa asko kalkulatu beharko dira.

Arrazoi horiengatik problema osoak ebazteko teknika bakegaratu dira.
Kapitulu honetan adarkatzearen eta bornatzearen teknétezan da.

6.3 Problema osoen ebazpide grafikoa

Adarkatze- eta bornatze-algoritmoaren arabera, erednatda ebazten da, eta
lortutako soluzioa osoa ez bada, problema erlaxatua baaatben da (adarka-
tzea), soluzioen multzoari problema osoaren soluzio agifmarnean ez duen
zati bat kentzeko. Sortutako bi problemak ebazten diras@tazioa osoa ez bada
adarkatu egiten da. Adarkatzearen ondorioz lortzen direblpmek, erlaxatuak
bezala, ez dute aldagaiak osoak izatearen murrizketandta&ioz, simplex algo-
ritmoa erabiliz ebatziak izango dira.

Atal honetan, adarkatze- eta bornatze-algoritmoa azaldugu 205. orrialde-
ko problema grafikoki ebatziz. Har ditzagun adibideko ed@tkala eta dagokion
eredu erlaxatua.

Ikastaroa: Ikerkuntza Operatiboa. Programazio Lineala



208 6. Programazio osoa

Problema Osoa: PO Problema Erlaxatua: PE
max z = 80x; + 45, max z = 80z + 452,
hauen mende hauen mende
T+ a9 <7 T+ 22 <7
12z 4+ dxy < 60 1221 4+ bxy < 60
1,29 > 0 eta osoak T1,T9 > 0

Eredu erlaxatuaren soluzio optimear = (3.571,3.428) puntuan dagoe-
la ikusi dugu 206. orrialdeko grafikoan. Problema erlaxamnaalio optimoa
zpp = 440 da. Aldagaiek ez dituzte balio osoak hartzen. Ikusiko dugu p
blema osoaren soluzio optimoa kalkula daitekeela zenlalilpma erlaxaturen
ebazpenaren bitartez. Horretarako, problema bitan blemata, problema osoa-
ren soluzioa izango ez duen problema erlaxatuaren solunm#tzoaren zati bat
kenduz; adarkatuz, alegia.

Problema adarkatzeko, soluzio optimoan balio osoa izaarbahen eta ez
duen aldagai bat aukeratu behar da; kasu honetan;; betia baiz, aukeratuak
izan daitezke.xr; aukeratuko dugu, eta soluzio optimoai71 balioa hartzen
duela ikusten dugunez, esan dezakegu aldagai horrek egla dlu< =, < 4
tarteko baliorik hartu, osoak ez direlako. Hortaz, proldesriaxatuaren soluzioen
multzoa bitan banatuko dugy aldagairako balioen tarte hori kenduz, hauda,
aldagairako balioak bornatuz ondoko murrizketak erabitiz < 3 etax; > 4.
Horrela lortzen dira ondoko bi problemak:

P2 problema P3 problema
max z = 80x; + 452, max z = 80x; + 452,
hauen mende hauen mende
1+ 20 <7 1+ 20 <7
1221 4+ 529 < 60 1221 + 529 < 60
1 <3 Ty >4
1,29 >0 1,29 >0

Sortu berri ditugun P2 problema eta P3 problema grafikokizeh&09. orrial-
deko grafikoan ikusten da hasierako problema erlaxatuatenisen multzotike,
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6.3. Problema osoen ebazpide grafikoa 209

aldagairaka eta4 arteko balio erreal ez-oso guztiak desagertu direla. P@@ro
mari eta P3 problemari dagozkien soluzioen multzoak gnsamaztuta ikusten
dira grafikoan. Bi problema horiek modu independentearzebabar dira. Gra-
fikoki ebatziz lortzen diren soluzio optimoak ondokoak dira

e P2 problemaSoluzio optimoap, = (3,4) eta zpy = 420.
e P3 problemaSoluzio optimoaxp; = (4, 2) eta zp; = 428.

P2 problemaren soluzio optimoa osoa denez, problema eadeedda izango,
etaazkeneko problemdela esaten daxp, = (3, 4) soluzioarisoluziogaiesaten
zaio, eta bera izango da problema osoaren soluzio optinesée bobe bat aurki-
tzen ez badugu. Problema horren helburu funtziorako baliomazp, = 420
da eta problema osorakehe-bornedinkatzen du:z;, = 420.

T2
1221 4+ 529 = 60 r1=3 z1=4

x1+I2:7/

(3,4)
(4, %)
P3 problemsg

) 9/\ X

P3 problemaren soluzioa ez da problema osoaren soluzioa)az osoay,
aldagaiak’? = 2.4 balioa hartzen du. Helburu funtzioak puntu horretan =
428 balioa hartzen du, etap; > z, betetzen denez, problema adarkatu egingo
dugu, P2 problemaren ebazpenetik lortu dugun soluziogamnolhobea den beste
soluzio oso bat aurkitzeko aukera dagoelako.

P2 problemza._:

Ikastaroa: Ikerkuntza Operatiboa. Programazio Lineala
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Adarkaketa egitekoy, aldagaia aukeratuko dugu, aldagaia osoa izanik orain-
dik ez duelako balio osorik optimoan. P3 problema adarkdtaa da, bere solu-
zioen multzotik2 < z, < 3 balioak kenduz, P4 problema eta P5 problema lortzen
dira.

P4 problema P5 problema
max z = 80zx; + 452, max z = 80x; + 45x,
hauen mende hauen mende
T+ a9 <7 T+ a9 <7
1221 + 525 < 60 1221 + 525 < 60
r1 >4, 19 <2 x> 4, 19> 3
Ty, T2 > 0 Ty, T2 > 0

Hurrengo grafikoan P4 problemaren eta P5 problemaren sapizimoak kal-
kulatu dira, eta ikusten den bezala, P5 problemak ez duisolkizondorioz, az-
keneko problema da, eta ez da problema horretatik abiadat&aketa gehiagorik
egingo.

T2
1221 + 5x9 = 60 r1 =4
— 7 ] .
xr1 + 1o -
max - - ]

2y=3 | " T P5 problema

P4 problema

-

:U2:2

-
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6.3. Problema osoen ebazpide grafikoa 211

P4 problemaren soluzio optimog, = (2,2) = (4.166,2) da, eta helburu
funtzioaren balio optimoap,; = % = 423.33. Balio hori behe-bornearekin
konparatuz;zps > z, = 420 betetzen dela ikusten da. Hori dela eta, P4 problema
ez da azkeneko problema eta adarkatzea erabakitzen diatagaia aukeratuz eta
problemariz; < 4 etax; > 5 murrizketak gehituz sortzen dira P6 problema eta
P7 problema.

P6 problema P7 problema
max z = 80x; + 45, max z = 80z + 45x5
hauen mende hauen mende

1+ <7 1+ <7
1221 4+ bz <60 1221 + 525 < 60
1 2>4, 19 <2, 11 <4 x> 4,09 < 2,21 > 5
1,29 >0 T1,19 >0
o)

12171"‘5352:60 $1:4 :]j1:5

T1+x9="7

max . -
P6 problema
T (4,2)
=2 Y P7 problema
A Wi
T

P6 problemaren soluzioen multzoa segmentu bat dasgta= (4,2) puntua da
soluzio optimoazps = 410 delarik. zpg < 2z, = 420 betetzen denez, problema
azkenekoa da.

Ikastaroa: Ikerkuntza Operatiboa. Programazio Lineala



212 6. Programazio osoa

P7 problemaren soluzioen multzoan puntu bat besterik ea,dzstg bera da
problemaren soluzio optimoapr; = (5,0). Helburu funtzioak bertan hartzen
duen balioa:p; = 400 izanik, zp7; < z, = 420 betetzen denez, problema azkene-
koa da.

Hortaz, biak azkeneko problemak dira, eta ez da adarkakgtekaitu behar.
Problema osoaren soluzio optimoa P2 problema ebatzizdduisoluziogaia da,

Xpo = Xpy = (27,23) = (3,4) eta zp, = 2z, = 420.

Adibide honen ebazpen osoaren diagrama 6.1 Irudian dagoarBi&us daitez-
ke adarkatze- eta bornatze-algoritmoa erabiliz sortupakblema erlaxatu guz-
tien soluzio optimoak. Problema erlaxatu bakoitzerakdkidatutako helburu
funtzioaren balio optimoa problema osoaren goi-borne batlthzpenaren adar
horretan.

PE problema
Xpp = (3.571,3.428)
ZPE — 440
I S 3 /\ € Z 4
P2 problema P3 problema
Xpo = (3,4) Xp3 = (47 24)
Zpg — 420 Zp3 = 428
5 =420 <2 T~ 1,23
Soluziogaia P4 problema P5 problema
Azkenekoa TR —_—
Xps = (4.166,2) Bideraezina
zps = 423.33
ry <4 /\561 > 5 Azkenekoa
P6 problema P7 problema
Xpe = (4, 2) Xpr = (57 0)
2pg = 410 zp7 = 400
Azkenekoa Azkenekoa

6.1. Irudia: Adibideko eredu osoaren ebazpenaren diagrama
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6.4 Adarkatze- eta bornatze-metodoa

Aurreko atalean grafikoki ikusi dugun adarkatze- eta baeyatgoritmoarpro-
blema erlaxatuasoluziogaiaetaazkeneko problemikontzeptuak erabili ditugu.

6.4.1 Definizioa. (Problema erlaxatua)Problema lineal oso bat emanik, alda-
gaiak osoak izatearen murrizketa kenduta lortzen den eneguoblema erlaxa-
tua esaten zaio.

Problema Osoa: PO Problema Erlaxatua: PE
max z = c’'x max z =c’'x
hauen mende hauen mende
Ax<b Ax <b
x > 0 eta 0soa x>0

Problema erlaxatuak problema osoak baino murrizketa ggixditu. Horrek
esan nahi du problema osoaren bideragarritasun-eskudddeéion problema er-
laxatuaren bideragarritasun-eskualdearen parte delajdanaximizatze kasura-
ko balio optimoen artean honako erlazioa betetzen da:

* *
Zpp 2 Zpo-

6.4.2 Definizioa. (Soluziogaia)Problema oso bat izanik, problemaren ebazpena-
ren iterazio bakoitzean ordura arte lortutako soluzio os®onak soluziogai izena
hartzen du.

Soluziogaia problema osoaren soluzio optimoa izan datsdée gorde egin
behar da, hobea izango den beste bat lortu arte. Helburmidaktsoluziogaian
hartzen duen balioak problema osorakobehe-bornedinkatzen du. Ebazpe-
nean problema baten helburu funtzioaren balip@aino txikiagoa edo berdina
denean, adar hori moztu egingo dugu, eta problema ez deggedmi@rkatua izan-
go, problema osoaren soluzio optimoa adar horretatik eaingo delako lortu.
Adarkatua izango ez den problema h@azkeneko problemasaten zaio eta hone-
la definitzen da.

6.4.3 Definizioa. (Azkeneko problema)Problema oso bat ebazterakoan, ondo-
ko baldintzetako bat betetzen duen problema erlaxatu deerako problema dela
esaten da: (1) bideraezina bada, (2) helburu funtzioareliobaptimoa z;, behe-
bornea baino txikiagoa edo berdina bada, (3) soluzioa osadab

Ikastaroa: Ikerkuntza Operatiboa. Programazio Lineala
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Adibidez, 6.1 Irudian P2 problema, P5 problema, P6 probleta&7 proble-
ma azkeneko problemak dira.

Adarkatze- eta bornatze-algoritmoan, problema erlaxakoitzaren helburu
funtzioaren balio optimoa, notazioaz adieraziko dugu, esan bezala, problema
osoaren balio optimorakgoi-bornebat finkatuko duelako adarrean.

6.4.1 Adarkatze- eta bornatze-algoritmoa

Algoritmo hau maximizatze-helburua duten programazikoswoblemak ebaz-
teko diseinatua izan da. Algoritmoaren urratsak ondokaak d

1. urratsa. Hasieraketa
Problema osoari dagokion problema erlaxatua ebatzi.

— Problema erlaxatuaren soluzio optimoa osoa bada, hogada pro-
blema osoaren soluzio optimoa. Amaitu.

— Bestela, problema osoaren helburu funtziorakbehe-bornea hasie-
ratu. Problema osorako soluziogairik ez bada ezagutzen, —oo
hasieratuko da.

2. urratsa. Adarkatzea

Azkenekoa ez den problema bat aukeratu. Aukeratutako gmran osoa
izan behar duen eta problemaren soluzio optimoan ezrgexidagai bat
aukeratu. Problema adarkatu, < [z;] etaz; > [z;] + 1 murrizketak
erantsiz, bi problema berri sortzeko

3. urratsa. Bornatzea

Aurreko adarkatze-urratsean sortu berri ditugun bi proble ebatZ eta
problema bakoitzerakg, kalkulatu.

4. urratsa. Azkeneko problemak

Azkeneko ez diren problema guztiak aztertu. Azkeneko dn@oko bal-
dintzetako bat betetzen dutenak.

(1) Problema bideraezina da.

![z;] balioar; aldagaiaren zati osoa da
2Ebazteko sentikortasunaren analisia erabiltzen da, mfalesk dual algoritmoa aplikatzen da.
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(2) Zg S Zp-

(3) Problemaren soluzioa osoa da gfa> z,. Behe-bornea eguneraty
=z, eginez; soluzio oso hori soluziogaia da.

Azkeneko ez den problemarik existitzen bada, algoritmo&reurratsean
jarraitu behar da adarkatze berri batekin. Problema duaiz&eneko ba-
dira, soluziogaia problema osoaren soluzio optimoa dauzZsmjairik ez
badago, problema osoa bideraezina da.

Problema oso baten soluzio optimoaren bilaketa adarkatadsornatze-algo-
ritmoaren bidez egiteak kalkulu asko eskatzen badu eretifiigp hau da proble-
ma osoak, bai hutsak eta bai mistoak, ebazteko gehientesbdena.

Algoritmoaren 2. urratsean adarkatua izango den probléalaognatua izan-
go den aldagaia irizpideren baten arabera aukeratzerahbadiuzio optimoaren
bilaketan algoritmoaren zenbait iterazio aurreztu ahahgo dira. Adarkatua
izango den problema aukeratzeko irizpide erraz bat azkenek derr, handie-
neko problema aukeratzea da. Bornatua izango den aldageesatzeko, aldiz,
irizpideak konplexuagoak dira. Ondoko adibidean zoriz, dha, irizpiderik jarrai-
tu gabe, aukeratuko dugu aldagaia.

Adibidea. 205. orrialdeko problema osoaren soluzio optimoa kalkikiat
dugu adarkatze- eta bornatze-algoritmoa erabiliz.

Lehenengo iterazioa
1. urratsa. Hasieraketa.PE problema erlaxatua ebatzi. Taula optimoa ondo-
koa da:

X1 T2 T3 T4

—_
&
|

~jor

as 0

ap 1 0] —

= =
~

Behe-bornea hasieratuko dugii= —oco.

2. urratsa. Adarkatzea. PE problema erlaxatuaren soluzioa ez da osoa.
Adarkatzeko aldagai bat aukeratuko dugy,eta bi problema berri sortuko ditu-
gu: P2 problema eta P3 problema (ikus 208. orrialdea).

3. urratsa. Bornatzea. Sentikortasunaren analisia erabiliz, bi problema ho-
riek ebatziko ditugu.
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e P2 problemaren ebazpenax; < 3 murrizketari dagokion nasaitze-aldagaia
gehitu eta P1 problemari dagokion taula optimoan sartu.okmthula lor-
tzen da:

Ty T2 T3 T4 Ts

0 0] 20 5 01440

12 1 24

as 0 1 -7 Tz 0 -
5 1 25

ap 1 0 —7 7 0 -
as| 1 O 0 0 1 3

Taulako 3. errenkada egokitzeko, 3. errenkad@. errenkada eragiketa

egingo dugu.
X1 Ty X3 X4 Ts
0 0] 20 5 0440
a| 0 1| 2 -1 o] #
a1 0|-2 1 0] &
as| 0 0| 2 -1 1]-2

Taulan ez dago bideragarritasun primalik. Simplex duab@ignoa aplika-
tuz, P2 problemarako optimoa den taula lortzen da.

Ty T2 T3z Ty Ts

0 0] 45 0 35420
aa| 0 1] 1 0 -1 4
a| 1 0] 0 0 1 3
a| 0 0]|=5 1 =7 4

e P3 problemaren ebazpena.x; > 4 murrizketa—1 balioaz biderkatuko
dugu P1 problemaren taula optimoan sartzeke, < —4, eta ondorenyx
nasaitze-aldagaia gehituko dugu. Hau da lortuko duguataul
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Ty T2 X3 T4 Ts

0 0| 20 5 01440

12 1 24

A 0 1 7 T 0 a
5 1 25

al 1 0 —7 7 0 -
a; | —1 0 0 0 1] -4

3. errenkada eguneratu, 3. errenkada. errenkada eragiketa eginez.

X1 T2 X3 Ty T

0 0 20 5 01440

12 1 24

ts b)) 0 1 -7 Tz 0 e
5 1 25

ap 1 0 — 7 7 0 a
5 1 3

as 0 0f— 7 7 1] — 7

Taulan ez dago bideragarritasun primalik. Simplex duabrignoa aplika-
tuz, P3 problemarako taula optimoa lortzen da.

X1 T2 T3 T4 Ts

0 0| 0 9 28|428
a| 0 1[0 ¢ 2|2
a| 1 00 0 —1| 4
ag| 0 0| 1 —4 —1| 2

Horrela, P2 problema eta P3 problema ebatzi dira (ikus smk212. orrialdeko
6.1 lrudian).

4. urratsa. Azkeneko problemak.

P2 problema azkenekoa da= 420 > z, izanik soluzioa osoa delake; = 3
etar, = 4. Oraingoz kalkulatu den soluzio osorik onena izateagatibzsogaia
da, eta behe-bornea eguneratu egin behagda: z, = 420.

P3 problema ez da azkenekoa, ez duelako 4. urratseko eifyatibera ere
betetzen.
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Problema guztiak azkenekoak ez direnez, algoritmoareaziteberri bat egin
behar da 2. urratsean jarraituz.

Bigarren iterazioa

2. urratsa. Adarkatzea. Azkenekoa ez den problema bakarra aukeratuko
dugu: P3 problema. Bertam, aldagaia aukeratuko dugu bornatua izateko. Pro-
blema adarkatuko dugu P3 problemasi < 2 murrizketa erantsiz P4 problema
sortzeko, eta, > 3 erantsiz P5 problema sortzeko (ikus 210. orrialdea).

3. urratsa. Bornatzea. Sortutako bi problemak ebatzi. Aurreko iterazioan
egin bezala, sentikortasunaren analisia eta simplex dy@iitnoa aplikatuko di-
tugu. Kasu honetan, P3 problemaren taula optimotik abiaggdea P4 proble-
maren eta P5 problemaren soluzio optimoak kalkulatzekas(goluzioak 212.
orrialdeko 6.1 Irudian).

4. urratsa. Azkeneko problemak.

P5 problema azkenekoa da bideraezina delako.

P4 problemaren soluzio optimoa ez da osoa,zgta- 423.33 > 420 = z,
betetzen da. Hortaz, problema ez da azkenekoa. 2. urrggserdehar da algo-
ritmoaren iterazio berri bati ekiteko.

Hirugarren iterazioa

2. urratsa. Adarkatzea. Oraingoan, P4 problema da azkenekoa ez den baka-
rra, eta adarkatua izateko aukeratuko dugu. Berntanldagaia aukeratuko dugu.
Bi problema berri sortuko ditugu: P6 problema eta P7 probl€ikus ereduak
211. orrialdean).

3. urratsa. Bornatzea. Sortutako bi problema berriak ebatzi, aurreko urra-
tsetan egin bezala. Kasu honetan, P4 problemaren taulaatiabiatuko gara
(ikus soluzio optimoak 212. orrialdeko 6.1 Irudian).

4.urratsa. Azkeneko problemak.

P6 problema azkenekoa dg,= 410 < 420 = z, betetzen delako.

P7 problema ere azkenekoa da= 400 < 420 = z, betetzen delako.

Problema guztiak azkeneko bihurtu direnez, algoritmoapikazioa amaitu
da. Problema osoaren soluzio optimoa, P2 problemaren ebetip lortu den
soluziogaia da.

x1 =3, ¥5=4, 2pp = 2z = 420.
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6.5 0-1 programazio osoa

Praktikan aldagai bitarrak besterik ez dituzten problemeaktitzen dira. Mota
horretako problemak ebazteko, algoritmo desberdinakgaan dira. Atal ho-
netan, funtsean adarkatze- eta bornatze-algoritmoartmagera duen algoritmo
horietako bat azalduko dugu.

Aztertuko dugun algoritmoa erabiltzeko, 0-1 eredu lineslaren helburu fun-
tzioaren koefizienteek ondoko baldintza bete behar dute:

0<<<---<gc, (6-1)

Eredu lineala beti idatz daiteke (6.1) baldintza betekonddazkeran; hori hala
izan dadin, beharrezkoak diren aldaketa linealak eginrietdira.

Adibidea. I1zan bedi ondoko 0-1 eredu lineal osoa:

max z = 6xy — 4x9
hauen mende

3r1 + 2z9 < 10

—x1 + 29 <17

x1, 19 = 0 edol

Helburu funtzioaren koefizienteek (6.1) baldintza beteedutenez, ondoko
aldaketa lineala egin behar dugu: helburu funtzioan kaeaftei minimoa aukera-
tuko dugu balio absolutuan; kasu honetanz, = y; egingo dugu baldin koefi-
Zientea positiboa bada, eta= 1 — y; baldinc, negatiboa bada. Kasu honetan
negatiboa denez, = 1 — v, aldagai-aldaketa egingo dugu. Hurrengo koefiziente
txikiena balio absolutuan, da; positiboa denez;, = y, egingo dugu.

Aldagai-aldaketa eginez lortzen den eredu linealean helfontzioaren koe-
fizienteek (6.1) baldintza betetzea lortzen dugu, hau dsitipoak izatea eta go-
ranzko ordenean egotea.

max z = 4y; + 6y, — 4
hauen mende

—2y1 +3y2 <8
—y1 — Y2 < 16
Yo, Ys = 0 edol
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O

6.5.1 Definizioa. (Problema erlaxatua)0-1 eredu lineal bat izanik, dagokion pro-
blema erlaxatua lortzeko problemari murrizketa guztiakde behar zaizkio, al-
dagaiak bitarrak izatearena izan ezik.

6.5.2 Definizioa. (Soluzio partziala)0-1 eredu lineal bat emanik, aldagairen bat
balio finkorik gabe duen soluzioari eredu linealaren sotyzartziala deitzen zaio.

6.5.3 Definizioa. (Soluzio partzial baten osaketap-1 eredu lineal oso baten so-
luzio partzial bat emanik, finkatu gabe dauden aldagaieidfithkoa ematen zaie-
nean lortzen den soluzioa soluzio partzialaren osaketa dsaten da.

Adibidea. Izan bedi ondoko 0-1 eredu lineala;:

max z = x1 + 22 + 4x3
hauen mende

T1+ 29+ 223 < 4

3r1+ a9+ 223 <5

x1, T, x3 = 0 edol

Dagokion problema erlaxatua ondokoa da:

max z = x1 + 2x9 + 4x3
hauen mende
x1, T2, x3 = 0 edol

Adibidez,x = (1, 1, —) soluzioa problema erlaxatuaren soluzio partzial bat
da. Soluzio horrek bi osaketa posible difu: 1,0) eta(1,1,1). x = (0,—, —)
soluzioa ere problema erlaxatuaren soluzio partzial ba¢tddau osaketa posible
ditu: (0,1, 1), (0,1,0), (0,0,1) eta(0,0,0).

Problema erlaxatua ebaztea erraza gertatzen da, jakiodieprari murrizketa
guztiak kendu zaizkiola, aldagaiak bitarrak izatearenaa izik. Gainera, helbu-
ru funtzioaren koefiziente guztiak positiboak direnezpgéusten da problema
erlaxatuaren soluzio optimoa = (1,1,1) dela. Soluzio horrek 0-1 problema
osoaren murrizketak beteko ez balitu, helburu funtzio&wefizienteak txikiene-
tik handienera ordenatuta daudenez, problema erlaxatimneengo soluziorik
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onenarekin, hau dx = (0, 1, 1) soluzioarekin probatuko genuke, eta gero hu-
rrengoarekink = (1,0, 1), eta abar. Problema erlaxatuaren soluzioak onenetik
okerrenera ordena ditzakegu, eta ordena horretan O-lgmabdsoaren murrizke-
ta betetzen duten egiaztatu, betetzen duen bat aurkitu arte
O

Ondoko atalean azaltzen den 0-1 adarkatze- eta bornagmitadoak, hain
zuzen ere, hori egiten du: algoritmoa problema erlaxatuaoduzio optimotik
hasten da, eta 0-1 problema osoaren murrizketak betetagandigiaztatzen du.
Problemak adarkatuz, 0-1 problema osorako soluzio optaioigtuko da. Eba-
tzitako problema guztiak erlaxatuak dira.

6.5.1 0-1 adarkatze- eta bornatze-algoritmoa

Algoritmo hau helburua maximizatzea duten 0-1 problemediak ebazteko di-
seinatua izan da. Helburu funtzioaren koefizienteek c¢; < ¢ < --- < ¢,
baldintza bete behar dute algoritmoa aplikatzen hasi @kirre

1. urratsa. Hasieraketa

Problema erlaxaturako soluzio optimoa den- (1,...,1) soluzioak 0-1
problema osoaren murrizketak betetzen dituen egiaztatia bhda(1, ..., 1)
soluzioa optimoa da. Amaitu.

Bestela, aztertu ea murrizketak betetzen diten (0, 1,. .., 1) balioetara-
ko. Hala bada(0, 1, ..., 1) soluzioa optimoa da. Amaitu.

Bestelaz, = z(x) behe-bornea hasieratu, nen= (0, ..., 0) den.

z, = z(x4) da, nonx, = (0,1,...,1) den. Problemark = 1 indizea
esleitu.

2. urratsa. Adarkatzea

Azkenekoa ez den problema bat aukeratu. Aukeratutakogmabadarkatu,
xr = 0 etaz;, = 1 murrizketak erantsiz, bi problema berri sortzeko.

3. urratsa. Bornatzea

Bi problema berri horietarakb + 1 osagaia) duten eta hurrengoakdi-
tuztenx, osaketak egin. Bi problemek osaketa horietan hartzentditug
balioak kalkulatu. Problema berri horiei= & + 1 indizea esleitu.
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4. urratsa. Azkeneko problemak

Azkeneko ez diren problema guztiak aztertu. Azkeneko dn@oko bal-
dintzetako bat betetzen dutenak:

(1) Zg S Zh.

(2) z4 > % bada, etx, soluzioak problema osoaren murrizketak betetzen
baditu,z, soluziogaia da, eta, = z, eguneratuko da.

(3) Problemaren murrizketa guztiak aldi berean betekceditosaketarik
ez da existitzen. Problema bideraezina da.

Problema guztiak azkenekoak badira, amaitu. Problemar@samluzio
optimoaz, behe-borneak erakutsitako soluziogaia da.

Bestela, 2. urratsera joan.

Adibidea. 203. orrialdeko motxilaren problema ebatziko dugu 0-1 kalze-
eta bornatze-algoritmoa erabiliz.

max z = 15x1 + 2529 + 1225 + 1024
hauen mende
3x1 4+ 6x9 + drs + Sy < 12

Ty, To, 3,74 = 0 €dol
Helburu funtzioaren koefizienteak ordenatzeko, ondokagddaldaketa egin

behar da:z, = 11, x3 = 10, 1 = y3 etaxy = y,. Beste 0-1 problema osoa eta
dagokion eredu erlaxatua ondokoak dira:

0-1 Problema Osoa: PO Problema Erlaxatua: PE

max 2z = 10y; + 12y, + 15ys + 25y, max z = 10y; + 12ys + 15ys + 25y,
hauen mende hauen mende
5y1 + Sy2 + 3ys + 6ys < 12 Y1, Y2, Y3, ya = 0 edol
Y1,Y2, Y3, y4 = 0 edol
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226. orrialdeko 6.2 Irudiko diagraman laburbilduko ditu@yd problema osoaren
soluzio optimoaren bilaketarako 0-1 adarkatze- eta breaatlgoritmoa aplika-
tzean lortutako problema erlaxatu guztiak, eta bertanzaka ditugu problema
bakoitzerako soluzio partzial bat eta problemarako gorbat kalkulatzeko ba-
lioko digun osaketa.

Lehenengo iterazioa

1. urratsa. Hasieraketa

Problema erlaxatuargn, 1, 1, 1) soluzio optimoak ez du 0-1 problema osoa-
ren murrizketa betetzen.

Problema erlaxatuaren hurrengo soluzio onena(feh, 1, 1) soluzioak ere
ez du 0-1 problema osoaren murrizketa betetzen. Soluzrodeggokion helburu
funtzioaren balioa, = 52 da.

Problemarit = 1 indizea esleitu eta behe-bornea= 0 balioarekin hasiera-
tuko dugu.

2. urratsa. Adarkatzea.

PE problema erlaxatua bi problematan adarkatuko dygus 0 etay; =
1 murrizketak erantsiz. Horrela lortuko ditugu P2 problenta B3 problema,
hurrenez hurren.

P2 problema P3 problema
max z = 10y; + 12y, + 15y3 + 25y, max z = 10y; + 12ys + 15y3 + 25y,
hauen mende hauen mende

=0 y1=1

Y2, Y3, Y1 = 0 edol Yo, Y3, ys = 0 €dol

3. urratsa. Bornatzea

y, = (0,0, 1,1) osaketarekin P2 problemaren helburu funtziegk= 40 ba-
lioa hartzen du; balio hori problema osorako goi-borne etgo da adar honetan.

y, = (1,0,1,1) osaketarekin P3 problemaren helburu funtziegk= 50 ba-
lioa hartzen du; balio hori problema osorako goi-borne zego da adar honetan.

Problema hauet = 2 indizea esleituko diegu.

4. urratsa. Azkeneko problemak

P2 problemarako duguy, = (0,0, 1, 1) osaketak 0-1 problema osoaren mu-
rrizketa betetzen du. Gainerg, = 40 > 0 = z, betetzen denez, soluzio hori
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soluziogai bihurtuko da, eta P2 problema azkeneko. Beheehoeguneratuko
dugu,z, = 40.

P3 problemarely, = (1,0, 1, 1) osaketak, aldiz, ez du 0-1 problema osoaren
murrizketa betetzen. Gainera, P3 problema ez da bidemezxistitzen delako
0-1 problema osoaren murrizketa beteko duen osaketarery bat (1,0,0,0)
adibidez.z, = 50 > z, izanik, ez da azkeneko problema izateko bete behar den
baldintzarik betetzen. Beraz, P3 problema ez da azkenektaalgoritmoaren
iterazio berri bati ekin behar zaio.

Bigarren iterazioa.

P3 problema adarkatuko dugy, = 0 murrizketa erantsiz P4 problema sor-
tzeko etay, = 1 murrizketa erantsiz P5 problema.

P4 problema P5 problema
max z = 10y; + 12ys + 15y3 + 25y, max z = 10y; + 12ys + 15y3 + 25y,
hauen mende hauen mende

y =1 =1

Y2=0 Yo =1

ys,ys = 0 edol ys,ys = 0 edol

Algoritmoan zehazten diren osaketak eta osaketa horiet&eburu funtzioa-
ren balioak kalkulatuko ditugu bi problematarako:

P4 problemaraky, = (1,0,0, 1) etaz, = 35 ditugu. Problema azkenekoa
da,z, < z, = 40 betetzen delako.

P5 problemarakg, = (1, 1,0, 1) etaz, = 47 ditugu. Problema ez da azkene-
koa.

Problema hauek = 3 indizea esleituko diegu. P5 problema azkenekoa ez
denez, 2. urratsera joan eta algoritmoaren iterazio batriglzingo diogu.

Hirugarren iterazioa.

P5 problema adarkatuko dugy, = 0 murrizketa erantsiz P6 problema sor-
tzeko etay; = 1 erantsiz P7 problema sortzeko.
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P6 problema P7 problema
max 2z = 10y; + 12ys + 15y3 + 25y, max z = 10y; + 12ys + 15y3 + 25y,
hauen mende hauen mende

=1 y1 =1

Y2 =1 Y2 =1

ys =0 ys =1

v, = 0 edol v, = 0 edol

Bi problemetarako osaketak eta osaketa horietarako heliountzioaren balioa
kalkulatuko ditugu.

P6 problemaraky, = (1,1,0,0) etaz, = 22 ditugu. Problema azkenekoa
da,z, < 2, = 40 betetzen delako.

P7 problemaraky, = (1,1,1,0) etaz, = 37 ditugu. Problema azkenekoa
da,z, < 2, = 40 betetzen delako.

Problema hauet = 4 indizea esleituko diegu.

Azkenekoa ez den problemarik ez dagoenez, adarkaketakuadiea. 0-1
problema osoaren soluzio optimea= 40 behe-borneari dagokion soluziogaia
da, hau day, = (0,0, 1,1).

Egindako aldagai-aldaketak deseginez, 0-1 problemaesaatuzio optimoa
lortzen da:

Ebazpen osoa erakusten duen diagrama 6.2 Irudian iku&elaite
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PE problema
Yy = (0,1,1,1)
2g = 952
y1=20 /\ yr=1
P2 problema P3 problema
y—(O,—,—,—) y:i’_’_’_j
vy, = (0,0,1,1) vy, = (1,0,1,1)
zg = 40 zg =90
zp =40 p=0_— —__ p=1
Soluziogaia | ~4Problema PS5 problema
Azkenekoa | ¥ = (1,0:— —) y=(11--)
v, =(1,0,0,1) y, = (1,1,0,1)
2g = 3D Zg = 47\
ys =20 y3 =1
Azkenekoa P6 problema P7 problema
y:(leOv—) y:m
yy = (1,1,0,0) vy = (1,1,1,0)
z2g = 22 zg =37
Azkenekoa Azkenekoa

6.2. Irudia: Adibideko 0-1 problema osoaren ebazpenaragrdma.
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